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Apresentacao

Fundamentos de Matematica Elementar € uma colecao elaborada com o objetivo de ofere-
cer ao estudante uma visao global da Matematica, no ensino médio. Desenvolvendo os programas
em geral adotados nas escolas, a cole¢ao dirige-se aos vestibulandos, aos universitarios que ne-
cessitam rever a Matematica elementar e também, como é 6bvio, aqueles alunos de ensino médio
cujo interesse se focaliza em adquirir uma formagcao mais consistente na area de Matematica.

No desenvolvimento dos capitulos dos livros de Fundamentos procuramos seguir uma or-
dem légica na apresentacao de conceitos e propriedades. Salvo algumas excecdes bem conheci-
das da Matematica elementar, as proposicoes e os teoremas estao sempre acompanhados das
respectivas demonstracoes.

Na estruturagao das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenagao crescente de
dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questdes que envolvem outros
assuntos ja vistos, levando o estudante a uma revisao. A sequéncia do texto sugere uma dosagem
para teoria e exercicios. Os exercicios resolvidos, apresentados em meio aos propostos, preten-
dem sempre dar explicacao sobre alguma novidade que aparece. No final de cada volume, o aluno
pode encontrar as respostas para os problemas propostos e assim ter seu reforgo positivo ou
partir a procura do erro cometido.

A Ultima parte de cada volume € constituida por questoes de vestibulares, selecionadas dos
melhores vestibulares do pais e com respostas. Essas questdes podem ser usadas para uma
revisao da matéria estudada.

Aproveitamos a oportunidade para agradecer ao professor dr. Hygino H. Domingues, autor
dos textos de histéria da Matematica que contribuem muito para o enriquecimento da obra.

Neste volume, em que € estudada a Trigonometria, fizemos mudangas substanciais na orde-
nagao do conteudo, procurando ser mais graduais na abordagem das questoes de aprendizagem
complicada. O texto é desenvolvido em trés niveis de profundidade: a Trigonometria no triangulo
reténgulo, a Trigonometria na circunferéncia e a Trigonometria no ciclo. Como € inevitavel em abor-
dagens em “espiral”, ocorrem repeticoes toda vez que um assunto é retomado e aprofundado;
entretanto, isto € preferivel a uma abordagem prematura do assunto central do livro: as fungcoes
circulares.

Finalmente, como ha sempre uma certa distancia entre o anseio dos autores e o valor de
sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apreciacao sobre este trabalho,
notadamente os comentarios criticos, 0os quais agradecemos.

Os autores
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Revisao inicial
de geometria

1. Semirreta

Semirreta é cada uma das partes em que uma reta fica dividida por um de seus
pontos.

semirreta Oa" semirreta Oa'
a" (¢}

oy

Outra forma de representar:

a" B (0] A a'

2. Angulo

Angulo é a reunido de duas semirretas de mesma origem mas nao contidas na
mesma reta.

lados do angulo: OA e OB

vértice do angulo: O

aOb ou AOB
angulo: { bda ou BOA
0
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REVISAO INICIAL DE GEOMETRIA

E comum escrevermos letras ou
ndmeros para representar angulos.

> AOB =& eBOC=1

C

3. Angulo nulo e dngulo raso

. o angulo nulo a=b
Em particular, se Oa e Ob coinci- >
dem, dizemos que elas determinam um ©
angulo nulo. . ) . 0 7
Se as semirretas sao opostas, di- < %
zemos que determinam dois angulos b o, O & a
[y
rasos. € o

4. Interior de angulo — ponto interno

Interior do angulo AOB é a intersecao v
de dois semiplanos abertos, a saber: A‘u
«' com origem na reta OA e que contém o Yoo B
ponto B e -
B' com origem na reta OB e que contém o 6
ponto A. e v w
» B -
( Interior de AOB = o' N B! ) ~

Os pontos do interior de um angulo sao pontos internos ao angulo.

5. Exterior de angulo — ponto externo

Exterior do angulo AOB é o conjunto

dos pontos que nao pertencem nem ao an- > A A
gulo AOB nem ao seu interior. B\"\\ el
g
/" O \\\
/”’ \\.\
al.- B .
) RN

3 | Fundamentos de Matematica Elementar



REVISAO INICIAL DE GEOMETRIA

0 exterior de AOB é a reunido de dois semiplanos abertos, a saber:

«" com origem na reta OA e que nao contém o ponto B e

B" com origem na reta 6% e que nao contém o ponto A.

( Exterior de AOB = " U B"

Os pontos do exterior de um angulo sao pontos externos ao angulo.

6. Angulos consecutivos e dngulos adjacentes

Dois angulos sao consecutivos se um lado de um deles é também lado do

outro.

A

AOB e AOC sdo consecutivos

(6,& € lado comum)

AOB e BOC s3o consecutivos

(aé € lado comum)

A

AOC e BOC s3o consecutivos

(66 € lado comum)

Neste caso, em particular, os angulos,
alémde consecutivos, sao adjacentes porque
nao tém pontos internos comuns.

( AOB e BOC sao adjacentes )

Fundamentos de Matematica Elementar | 3



REVISAO INICIAL DE GEOMETRIA

1. Comparacao de angulos — congruéncia

Dados dois angulos aBc e dEf, podemos transportar o angulo dEf sobre
aBc, de tal forma que a semirreta Ed coincida com a semirreta Ba.
Surgem, entao, trés hipoteses: c

12) Ef é semirreta interna a aBc
Entao aBc > dEf

—

Iy

22) Ef é semirreta externa a aBc
Entdo aBc < dEf

(g}

32) Ef coincide com Bc
Entdo aBc = dEf
Neste caso, os angulos aBc
e dEf sdo congruentes
(simbolo =).

8. Soma de angulos

Dados dois angulos aBc e dEf, transportamos dEf de tal forma que Ed = Bc e Ef
seja externa a aBc, isto €, que aBc e dEf sejam adjacentes.

f

B E

( aBf = aBc + dEf )

0 angulo aBf assim obtido chama-se angulo soma de aBc e dEf.

3 | Fundamentos de Matematica Elementar



REVISAO INICIAL DE GEOMETRIA

9. Unidade de medida de angulos

Consideremos um angulo raso AOB.
Podemos dividir esse angulo em 180 partes iguais.

169

180 170

do angulo

B
1

Chama-se angulo de 1° (um grau) o angulo que corresponde a 180

raso.

Os submdiltiplos do grau sao o minuto e o segundo.
50 do angulo de um grau.

Um minuto (1') € o angulo correspondente a

L 10
1 60
Um segundo (1") € o angulo correspondente a 0 do angulo de um minuto.
o1
1 6

10. Medida de um angulo
Medir um angulo significa verificar quantas unidades de medida (1°) cabem no

angulo dado.
Exemplo:
b ~ ~
A medida do angulo aOb [m(aOb)] é:
e oo
———
o a

Fundamentos de Matematica Elementar | 3



REVISAO INICIAL DE GEOMETRIA

11. Angulos suplementares

Dois angulos sao suplementares se, e somente se, a soma de suas medidas
€ 180°.
Um deles é o suplemento do outro.

m(AOB) + m(RST) = 180°
AOB e RST s3o suplementares.
AOB é o suplemento de RST.
RST é 0 suplemento de AOB.

12. Angulo reto

Se dois angulos sao adjacentes, suple-
mentares e tém medidas iguais, entdo cada
um deles é chamado angulo reto e sua me- 90° | 90°
dida é 90°. = >~

13. Angulo agudo e Angulo obtuso

0 angulo cuja medida é menor que 90°
€ chamado angulo agudo.

Chama-se obtuso o angulo cuja me-
dida esta entre 90° e 180°.

3 | Fundamentos de Matematica Elementar



REVISAO INICIAL DE GEOMETRIA

14. Angulos complementares

Dois angulos sao complementares se, e somente se, a soma de suas medidas é

90°.
Um deles € o complemento do outro.
D
E R
C
<7 5 Q

m(CDE) + m(PQR) = 90°
CDE e PQR sao complementares.
CDE é o complemento de PQR.
PQR é o complemento de CDE.

15. Triangulo

___ Tréspontos A, B e C, ndo colineares, determinam trés segmentos de reta: AB, BC
e AC.
A reunido dos segmentos de reta AB, BC e AC é chamada triangulo ABC.

A

(AABC=EU%UE) c b

Elementos do tridangulo ABC:

vértices: A, B,C

lados: AB, BC, AC

medidas dos lados: m(AB) = ¢ (ou AB = ¢), m(BC) = a (ou BC = a), m(AC) = b
(ou AC = b).

angulos: BAC, ABC, ACB (internos)

G Fundamentos de Matematica Elementar | 3



REVISAO INICIAL DE GEOMETRIA

16. Semelhanca de triangulos

F

Dois triangulos sao semelhantes (simbolo ~) se, e somente se, possuem os trés
angulos ordenadamente congruentes e os lados homdlogos proporcionais.
Observacao:

Dois lados homdblogos sao tais que cada um deles esta em um dos triangulos e
ambos sao opostos a angulos congruentes.

Para os dois triangulos acima, os pares de lados homoélogos sao:aee;bef;ced.

4 L N\
A=E
B=F
AABC ~ ADEF = 3§ ¢ =D
a_»b_c¢c
e f d
\_ J

3 | Fundamentos de Matematica Elementar a
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Raz6es trigonomeétricas
no triangulo retangulo

I. Triangulo retangulo: conceito, elementos,
teorema de Pitagoras

17. Sabemos que um triangulo é retangulo quando um de seus angulos internos
é reto.

B A

18. Como é habitual, vamos utilizar a notacdo seguinte para os elementos de um
triangulo ABC:

lados: E, @, AC

angulos internos: BAC, ABC, ACB

medidas a = medida de BC medidas A = medida de BAC
dos lados: b = medida de AC dos angulos: B = medida de ABC
¢ = medida de AB C = medida de ACB

Fundamentos de Matematica Elementar | 3



RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

19. Semprequetratarmos de umtridngulo ABC retangulo, daqui por diante estaremos
pensando que o angulo interno A mede 90°.

Sabemos que o lado BC oposto ao angulo reto, € chamado hipotenusa e os lados
AB e AC, adjacentes ao angulo reto, sao chamados catetos do triangulo ABC.

Para simplificar nossa linguagem, diremos que o triangulo ABC tem hipotenusa

a e catetos b e ¢, isto €, vamos atribuira BC, AC, AB suas respectiva§ rpedigas a,bec.
Analogamente, diremos que os angulos internos do triangulo sao A, B e C.

20. Teorema de Pitagoras

0 quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

(a2=b2+c2)

II. Triangulo retangulo: razdes trigonomeétricas

21. Dado um angulo agudo E“S, vamos marcar sobre um de lados os pontos A,
A,, A, ... € vamos conduzir, por eles, as perpendiculares A1 C AC,, (conforme
figura abaixo).

Os triangulos BA;C,, BA,C,, BA;C5 ... sdo todos semelhantes entre si. Entao decor-
rem as seguintes relacoes:

12) AlCl — A2C2 — A303 = .. (fixado é, o cateto oposto a Bea hipotenusa sao direta-
BC, BC, BC, mente proporcionais)

2?) BAl - BA2 — BA3 = ... (fixado B, o cateto adjacente a Bea hipotenusa sao direta-
BC1 BC2 BC3 mente proporcionais)

3 | Fundamentos de Matematica Elementar



RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

3% AlCl — A2C2 _ A3C3 — (fixado B, os catetos oposto e adjacente a B s3o diretamente
BA, BA, BA, """ proporcionais)
43) BA - BA, - BA3 = ___(fixado B, os catetos adjacente e oposto a B sdo diretamente

AC, N A,C, B AsC5 " proporcionais)

em que A,C, = medida de A,C,
BC, = medida de BC,
A,C, = medida de A,C, e assim por diante.

Verificamos que as relagcdes anteriores nao dependem do tamanho dosAtrién-
gulos ABA,C,, ABA,C,, ABA,C,, ..., mas dependem apenas do valor do angulo B.

22. Considere o triangulo retangulo a seguir:

C
a
b
B p A
Fixando um angulo agudo B, temos as relagoes
a seguir:
)
1?%) Seno de um angulo agudo € a razao entre o cate- 5— b
to oposto ao angulo e a hipotenusa. Sen b = a
-
A P ~ )
2%) Cosseno de um angulo agudo € a razao entre o R c
cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa. cos B = >
~—_———o—
3?%) Tangente de um angulo agudo € a razao entre o )
cateto oposto ao angulo e o cateto adjacente ao tg B = b
angulo. c
~ P ~ )
4%) Cotangente de um angulo agudo é a razao entre R c
o cateto adjacente ao angulo e o cateto oposto ao cotg B = 5y
angulo. -
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- -

*

1. Dado o triangulo ABC, retangulo em A, calcule:

a) sen B e) sen C <
b) cos B f) cos C 5
c) tgB g) tg C 2
d) cotg B h) cotg c
A 12 8
2. Dado o triangulo retangulo CDE, reto em C, calcule:
a) sen D e) sen E D
b) cos D f) cos E
c) tgD g) tg E 2
d) cotg D h) cotg E -
E 7 C

3. Calcule as razdes trigonométricas seno, cosseno, tangente e cotangente dos
angulos agudos do triangulo retangulo em que um dos catetos mede 3 e a hipo-
tenusa 2V3.

4. Numtriangulo ABC retoem A, determine as medidas dos catetos, sabendo que a

hipotenusa vale 50 e sen B = %

5. Na figura ao lado, a hipotenusa B
mede 2V17 e cos B = 21—\/?
217
Calcule os catetos.
AL C

6. Seja ABC um triangulo retangulo em A. Sao dados tg B= %e hipotenusa a = 6.
Calcule os catetos b e c.
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ITI. Relagoes entre seno, cosseno, tangente e
cotangente
23. Relacao fundamental

De um triangulo ABC, retangulo em A, sabemos:
C

~ b ~ c -
sen B = —; cos B = —, entao:
a a
b a

b=a-senB;c=a-cosB
A

B
C

De acordo com o teorema de Pitagoras, temos b2 + ¢2 = a2. Entdo:
(@ -senB)? + (a- cos B)? = a2

a2 -sen?B + a2 - cos?B = a2

Portanto, vem a relacdo fundamental: ( sen2B + cos?2B = 1 )

. . _senB
24. Consideremos a razao

cos B
. b
senB _a _b.a_Db_ip
cosB ¢ @
a

25. Consideremos a razao 225 B

sen B
. £
cos B a c a c -~
*:_:_'_:_:COtB
sen B b a b b g
a
Istoé:[cotgl:D::COS?’J
sen B

26. Verifica-se, facilmente, que [COtg e tglé J
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IV. Seno, cosseno, tangente e cotangente de
angulos complementares

Consideremos os angulos A, B e C de um triangulo retangulo.

B

I+

C = 180° B+ C=090°
90°

A+B
{ A ) = B eC sdo complementares)

Como B e C sao complementares, decorrem as seguintes relagoes:

1%) sen B=

> ( enB—cosC)
cosC—
2%) senC=2S%
a = =
>=>( senC=cosB)
cosB=2SC
a
39) ths:%
- - ol
:>(tB=co C)ou te B = —
“_£> g tg e8= ¢
c

4% tgC =

c
b . .
=>( tg C = cotg B )ou tgé:i
cotgB = < (EE
b
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7. Calcule cosseno, tangente e cotangente do angulo B, quando:
a) sen B = 5 c) sen B=0,57
b) sen B = % d) sen B = 0,95
8. Calcule sen B, tg B e cotg B, sendo dado:
a) cos B = % c) cos B = 0,96
b) cos B = % d) cos B = 0,17
9. Sabendo que BeC sdo complementares, calcule sen C, g Ce cotg C, quando:
a) sen B = 0,34 c) senB = %
b) sené=% d) senB:O,9
10. Sabendo que B e C sdo complementares, calcule cos C, tg C e cotg C, quando:
a) cos B = 0,57 Cc) cos B= %
b) cosl§=% d) cosB=0,7
V. Razoes trigonométricas especiais
271. Do angulo de 45°
Consideremos um triangulo retangulo isésceles ABC com catetos de medida
1 (um).
C
A = 90° (angulo reto)
b a B=C=45
b=c=1
Pelo teorema de Pitagoras, vem: a = V2.
A B
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Ent&o:
senl§=%:>sen45°=%:_
005322200545":%:
tgB-2=tgas° =1 -1
cotgl§=%: cotg45°=%=1

28. Do angulo de 30°

Consideremos um triangulo equilatero ABC de lado € = 2 (dois).

EntaoA = B = C = 60°.
Seja CM a mediana relativa ao lado AB.

Da geometria plana sabemos que, no tri-
angulo equilatero, CM é mediana, altura e bis-
setriz do angulo ACB.

Portanto, no AMBC, temos:
M = 90° (CM é altura)
C =30° (CM é bissetriz)

V2
2

V2

2

A H
c=§=1(mé mediana)
2=p2+c2=22=p2+12=p =13
Entao:

sen(A3=i:>sen3O°=i
¢ 2
- b ., 3
cosC—T:cosso =5
Ao C o_ 1 _173
tgC = b = tg 30 —\/é— 3
cotgé=%:cotg30°=$=\@
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29. Do angulo de 60°

Consideremos que, no triangulo MBC, B = 60° e C = 30° sdo angulos comple-
mentares.

Entao:
senl§=cosé=£:>sen60°—ﬁ
4 2

B = c - C o_ 1
cosB—senC—€:>cos6O =5

51 \3
tgeB=—x=— tg 60° —:\/:_-3
€8~ %0 =€ 1

5 1 c 1 V3
cotg B = ~ == cotg 60° = — = —

& cotg C b g V3 3

Essasrazoes trigonométricas especiais podem ser colocadas numa tabela de du-
pla entrada:

angulo o o o
e 30 45 60
seno 1 N2 N3
2 2 2
cosseno N3 N2 1
2 2 2
tangente g 1 V3
cotangente V3 1 N3
3
N J
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11.

12,

13.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Usando a tabela de razoes trigonométricas (pagina 309), dé a forma decimal de:

a) cos 30° e) cos 45°
b) sen 45° f) tg 30°

c) tg 60° g) sen 75°
d) sen 15° h) cos 89°

Usando a tabela de razoes trigonométricas, dé o valor dos angulos:

a) sen A= 0,51504 €e) cos E =0,57358
b) cos B = 0,76604 f) tgF = 0,17633

c) tgC = 4,33148 g) senG = 0,01745
d) sen D = 0,86603 h) cos H = 0,08716

Consultando a tabela de razoes trigonométricas, verificamos que sen 35° =
= 0,57358 e sen 36° = 0,58779, cos 45° = 0,70711 e cos 46° = 0,69466.
Qual é o valor de:

a) sen 35°30'? b) cos 45°20'?

Solucao
a) Avariacao de 1°, de 35° para 36°, corresponde para 0 Seno a uma varia-
¢ao de 0,01421 (0,58779 — 0,57358).
Assim: 1° =60' —= 0,01421
30' —=x
x = 0,00711
Portanto: 0,57358 + 0,00711 = 0,58069.
Entao, sen 35°30' = 0,58069.
b) A variacao de 1°, de 45° para 46°, corresponde para 0 COSSeENo a uma
variacao de —0,01245 (0,69466 — 0,70711).
Assim: 1° =60' —= —0,01245
20' —=y
y = —0,00415
Portanto: 0,70711 + (—0,00415) = 0,70296.

Entdo, cos 45°20' = 0,70296.
(O processo realizado nos itens a e b € chamado interpolacao.)
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14. Calcule consultando a tabela de razoes trigonométricas:

a) sen 20°15' d) sen 50°12'
b) cos 15°30' e) cos 70°27'
c) tg 12°40' f) tg 80°35'

15. No AABC retangulo em A, B=35°ec=4cm. Quais sao os valores de a e b?

C

16. Calcule a medida dos lados de um triangulo retangulo, sabendo que a altura re-
lativa a hipotenusa é h = 4 e um angulo agudo é B = 30°.

17. Calcule a medida dos lados de um triangulo retangulo, sabendo que a altura rela-
tiva a hipotenusa mede 4 e forma um angulo de 15° com o cateto b.
V2 + 6 V6 — 2

i e cos 75° = ———.

Dados: sen 75° = 7

18. Considerando o AABC retangulo em A, conforme figura abaixo, qual € a relacao
entre x e y?

e e = >

19. Uma escada de bombeiro pode ser estendida até um comprimento maximo de
25 m, formando um angulo de 70° com a base, que esta apoiada sobre um cami-
nhao, a 2 m do solo. Qual € a altura maxima que a escada atinge em relagao ao
solo?
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20. Um observador vé um prédio, construido em terreno plano, sob um angulo
de 60°. Afastando-se do edificio mais 30 m, passa a ver o edificio sob angulo de
45°, Qual é a altura do prédio?

Solucao

No triangulo BXY, temos:
h h Y

tg60° =—=¢=— (1 ==

g : = W

No triangulo AXY, temos:

o___h _
1€ 45° = 535 =N =(+30(2)

Substituindo (1) em (2):
h= 4 300n=_3003 i Ao [
V3 V3-1 AT 30mB T X —
30v3
V3 -1

HEEEEEN

Resposta:

21. Calcule a distancia h entre os parapeitos de duas janelas de um arranha-céu,
conhecendo o0s angulos (a e B) sob 0s quais sao observados de um ponto O do
solo, a distancia d do prédio.

22. Para obter a altura H de uma chaminé, um engenheiro, com um aparelho espe-
cial, estabeleceu a horizontal AB e mediu os angulos a € B tendo a seguir medido
BC = h. Determine a altura da chaminé.
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23.

24,

25.

26.

Um observador encontra-se na Via Anhanguera em trecho retilineo, horizontal e
situado no mesmo plano horizontal que contém uma torre de TV, localizada no pico
do Jaragua. De duas posicoes A e B desse trecho retilineo e distantes 60 m uma
daoutra,oobservadorvé a extremidade superior datorre, respectivamente, sob os
angulos de 30° e 31°53". 0 aparelho utilizado para medir os angulos foi colocado
1,50 m acima da pista de concreto que esta 721,50 m acima do nivel do mar. De-
termine a altura da torre em relagao ao nivel do mar.

Dado: tg 31°53' = 0,62.

Um aviao esta a 7000 m de altura e inicia a aterrissagem (aeroporto ao nivel do
mar) em linha reta sob um angulo de 6° com o solo. A que distancia o aviao esta
da cabeceira da pista? Qual distancia o avido vai percorrer?

Uma empresa de engenharia deve construir uma ponte unindo duas montanhas,
para dar continuidade a uma estrada. O engenheiro tomou como referéncia uma
arvore, conforme figura abaixo. Qual sera o comprimento da ponte?

CONCEITOGRAF

Um pedreiro dispde de uma escada de 3 m de comprimento e precisa, com ela,
acessar o telhado de uma casa. Sabendo que o telhado se apoia sobre uma pa-
rede de 4 m de altura e que 0 menor angulo entre a escada e a parede para a
escada nao cair é 20°, a que altura do chao ele deve apoiar a escada?
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Arcos e
angulos

I. Arcos de circunferéncia

30. Definigao

Consideremos uma circunferéncia de
centro O e um angulo central AOB, sendo A
e B pontos que pertencem aos lados do an-
gulo e a circunferéncia.

A circunferéncia fica dividida em duas partes, cada uma das quais € um arco
de circunferéncia:

arco de circunferéncia AXB e
arco de circunferéncia AYB
A e B sao as extremidades do arco.

31. SeAe B saoextremidades de um dia-
metro, temos dois arcos, cada um dos quais
€ chamado semicircunferéncia.

AXB e AYB sao semicircunferéncias.

Y
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32. Em particular, se os pontos A e B coin-

cidem, eles determinam dois arcos: um de-

les € um ponto (denominado arco nulo) € o

outro € a circunferéncia (denominado arco A=B
de uma volta).

33. Senaohouverdivida quanto ao arco a que nos referimos, podemos escrever ape-
nas AB ao invés de AXB ou AYB.

II. Medidas de arcos

34. Se queremos comparar os compri-
mentos de dois arcos AB e 6[3, somos hatu-
ralmente levados a estabelecer um método
que permita saber qual deles é o maior ou
se sao iguais. Esse problema é resolvido A
estabelecendo-se o seguinte método para

medir arcos. D

35. Medida de um arco AB em relacéo a B
um arco unitario u (u nao nulo e de mesmo

raio que AB) é o niimero real que exprime

quantas vezes o arco u "cabe" no arco AB.

Assim, na figura ao lado, o arco u cabe 6

vezes no arco AB, entdo a medida do arco

AB é 6, isto &, arco AB = 6 - arco u.

36. Unidades

Para evitar as confusdes que ocorreriam se cada um escolhesse uma unidade u
para medir o mesmo arco AB, limitamos as unidades de arco a apenas duas: o grau e o
radiano.
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31.
Grau (simbolo °) € um arco unitario igual a % da circunferéncia que

contém o arco a ser medido.

38. Considerando a figura abaixo, verificamos que AOB é um angulo central (porque
tem o vértice O no centro da circunferéncia) e AB € o arco correspondente ao angulo
central AOB.

AOB angulo central .
AB arco subtendido por AOB

39. Tomando-se para unidade de arco (arco unitario) o arco definido por um angulo
central unitario (unidade de angulo), temos:

"A medida (em graus) de um arco de circunferéncia € igual a medida do angulo
central correspondente”.

40. Amedida(em graus) de um arco nao depende do raio da circunferéncia, como se
pode observar nas figuras abaixo:

— —_

mAB = mA'B' = mA/‘_'B\“ = 45° mCD = m(/:B' = mC"D" = 60°
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4]1.
Radiano (simbolo rad) € um arco
unitario cujo comprimento é igual
ao raio r da circunferéncia que con-

tém o arco a ser medido.

mAB = 1 rad

42. E evidente que uma circunferéncia mede 360°, porém j& nao é tao facil dizer
quantos radianos mede uma circunferéncia.

Podemos chegar a uma nocao intuitiva do valor dessa medida, considerando a
seguinte construcao:

1°) Em uma circunferéncia de centro c —_B
O eraio rinscrevemos um hexagono regular
ABCDEF. Cada lado do hexagono tem com- 5 A

primento r:
AB=BC=CD=DE=EF=FA=r \ /

2°9) A circunferéncia fica dividida em 6
arcos de medidas iguais

AB=BC=CD=DE=EF=FR
e, sendo o comprimento do arco sempre
maior que o comprimento da corda corres-

das da circunferéncia), todos esses arcos
sao maiores que 1 rad.

39) Em cada um dos citados arcos "cabe" 1 rad:
AB' - BC' = CD' — DE' = EF = FA' = 1 rad
e ainda sobra uma fracao de radiano.

42) O radiano "cabe" 6 vezes na circunferéncia e mais a soma dessas "sobras".
Mais precisamente demonstra-se que a circunferéncia mede 6,283184... rad (ndmero
batizado com o0 nome de 2).

Tendoemyvistaessas consideracoes, podemos estabeleceraseguinte correspon-
déncia para conversao de unidades:

360° —= 27 rad
180° —= wrrad
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>
\/

27.

28.

29.

30.

31.

Exprima 225° em radianos.

Solucao
Estabelecemos a seguinte regra de trés simples:

180° — = = rad _225-7 _ Br
0050 oy = X~ 7180 4

Exprima em radianos.
a) 210° c) 270° e) 315°
b) 240° d) 300° f) 330°

Exprima HTF" rad em graus.

Solucao
Temos a seguinte regra de trés simples:

11w

T rad —= 180° —— - 180
= X = 5 = 330°
11_11- rad —= X mw
6

Exprima em graus:

™ ™ 3
a) grad c) ?rad e) Trad

™ 2T 51
b) Trad d) ?rad f) ?rad

Um arco de circunferéncia ABmede 30 cm e
o raio R da circunferéncia mede 10 cm. Cal-
cule a medida do arco em radianos.

Fundamentos de Matematica Elementar | 3



32.

33.

ARCOS E ANGULOS

Solucao
[medida de AB em rad] = compnmento do arcq AB = 30 em = 3 rad
comprimento do raio 10 cm
B
Sobre uma circunferéncia de raio 10 cm \
marca-se um arco AB tal que a corda AB A
mede 10 cm. Calcule a medida do arco
em radianos.
Solucao
(0] segmentoﬁé lado do hexagono regularinscrito nacircunferéncia, logo, o
menor arco AB é % da circunferéncia, isto €, mede:
%x 2 rad =%rad

Um grau se divide em 60' (60 minutos) e um minuto se divide em 60" (60 segun-

dos). Por exemplo, um arco de medida 30' é um arco de 0,5°. Converta em radia-
nos os seguintes arcos:

a) 22°30' b) 31°15'45"

Solucao

a) 22°30' =22 X 60' + 30' = 1350’
w rad = 180° = 180 X 60' = 10800’

entao:
10800'— mrrad 1350 - 7 _
1350 ~x X~ 10oso0 & "

b) 31°15'45" = 31 X 3600" + 15 X 60" + 45" = 112545"
 rad = 180° = 180 X 3600" = 648000"
entao:

648000" ——= mrrad
112545" —= x
_ 112545 - @ 112545 - 3,1416

648000 648000 S Ui
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34. Converta em graus o arco 1 rad.

Solucao

3,1416 rad —— 180°
1rad —= x

« = _180° 60° or7agn
3.1416 571744

1800000 | 31416

229200 57°17'44"
09288 ]
X 60
557 280
243120
23208
X 60
1392480 © r
135840
10176

35. Exprima em radianos as medidas dos arcosae btaisquea —b =15°ea+b =

7
=72 rad.

36. Exprima em graus as medidas dos arcos a, b e ctaisquea + b + ¢ = 13°,
m T
a+b+2c= 12radea+2b+c— 5 rad.

III.Medidas de angulos

43. Consideremos as circunferéncias concéntricas (de mesmo centro) de raio r.re
r;. Seja o 0 angulo central aOb, tal que « = 60°, determinando sobre as circunferén-
cias arcos ¢,,€, e €, respectivamente.

a
Determinemos esses comprimentos:

< ¢, 360° —= 2, f b
T e
60° —= (, 3 n
b

(NE]
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360°—~ 217r2

co° > €, = “_r2 Ll _me analogamente X3 b _m

v
r, 3 ry 3
Istoé,ﬁzﬁzﬁzﬂ.
R, r, rg 3

Entao, % € a medida em radianos do angulo a = 60°.

44. Portanto, quando queremos medirem ra-

dianos um angulo aOb, devemos construir uma a
circunferéncia de centro O e raio r e verificar
quantos radianos mede o arco AB, isto €, calcu-
lar o quociente entre o comprimento € do arco 14
AB e o raio r da circunferéncia:

[ a = % (e em radianos) J

Por exemplo, se o angulo central aOb é tal que determina numa circunferéncia

de raio r = 5 cm um arco AB de medida ¢ = 8 cm, entao a medida de aOb é:

a=£=§=1,6rad

37. Calcule, em graus, a medida do angulo a0b da figura.

Solucao a
_t_3
«="=75 rad.
Convertendo em graus: o 3cm
0
2
b
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o 3
mrad — 180 = o
e X180 = s = 17°11'19"
3 = X= - ~ 31416
—rad —= X
10

38. Calcule o comprimento ¢ do arco AB definido numa circunferéncia de raio
r = 10 cm, por um angulo central de 60°.
Solucao

Convertido em radianos, o angulo central aOb

tem medida a = % rad. A
Entao:
o
r 3
Portanto: r\
B

31,416
-7 3

4 = 10,472 cm.

39. Calcule a medida do angulo central a0b que determina em uma circunferéncia de

raio r um arco de comprimento %

40. Calcule o comprimento € do arco AB definido em uma circunferéncia de raio 7 cm
por um angulo central de 4,5 rad.

41. Calcule o menor dos angulos formados pelos ponteiros de um relégio que esta
assinalando:

a) 1h b) 1h15min ¢) 1h40min

Solucao

a) Notemos que os nimeros do mostrador de um
relégio estao colocados em pontos que dividem
acircunferénciaem 12 partesiguais,cadauma
das quais mede 30°. Assim, a 1 h os ponteiros
do relégio formam um angulo convexo de 30°.
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b) Sabemos que em 60 minutos o pon-
teiro pequeno percorre um angulo de
30°, entao em 15 minutos ele percor-
re um angulo « tal que:

o _30°

15 = 60
Portanto o = 7,5° = 7°30".
Assim, temos:

0 =60° — a =60° — 7°30' = § = 52°30'

c¢) Notemos que em 40 minutos o pon-
teiro pequeno percorre o angulo B tal
que:

B _30
40 60
Portanto B = 20°.

Assim, temos:

¢ = 150° + B = 150° + 20° = ¢ = 170°

ou ainda:

¢ = 180° — y = 180° — 10° = ¢ = 170°.

ARCOS E ANGULOS

42. Calcule o menor dos angulos formados pelos ponteiros de um relégio que marca:

a) 2h40min; b) 5h55min; c¢) 6h30min;

IV. Ciclo trigonométrico

45. Definicao

Tomemos sobre um plano um sistema cartesia-
no ortogonal uOv. Consideremos a circunferéncia A de
centro O e raio r = 1. Notemos que o comprimento
dessa circunferéncia é 2, pois r = 1.

Vamos agora associar a cada ndmero real x,
com 0 < x < 21, um Unico ponto P da circunferéncia
A\ do seguinte modo:
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1°) se x = 0, entao P coincide com A;

A A=P ;
\
2¢) se x > 0, entao realizamos a partir de
A um percurso de comprimento x, no sentido P
anti-horario, e marcamos P como ponto final do X
percurso. =
A' Ay

LI

46. A circunferéncia N anteriormente definida, com origem em A, é chamada
ciclo ou circunferéncia trigonométrica.

47. Seoponto P estéd associado ao nimero x, dizemos que P é a imagem de x na cir-
cunferéncia. Assim, por exemplo, temos:

VA VA
B B
Al A _ A A
6 u 0 u
B' Vi B'
T B . A
a imagem de ?éB aimagemde wé A
A A
o u
aima emde3—ﬂéB'
B 9 2
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43. Divide-se o ciclo em 12 partes iguais, utilizando-se A como um dos pontos diviso-
res. Determine o conjunto dos x (x € [0, 21[) cujas imagens sao os pontos divisores.

Solucao

i

1
Notando que cada parte mede 17 27 = 3

e que P é a imagem de x quando AP = X, pO-
demos construir a seguinte tabela:

Vi
P,
P,
A
Pk‘
Ps

A

B_p,
N‘I
’/
5 P

cy

A

8

-
ﬁmagemdex AP [P, | B|P,|P, |A [P, |P;|B |P,|Pg
X o | ™ |X| & |27 5 Jw|Am 3w | Sw 1lw

6|1 3|2|3|6|"| 6| 3| 2|3 6

44. Divide-se o ciclo em 8 partes iguais, utilizando-se A como um dos pontos divisores.
Determine o conjunto dos x (x € [0, 2m() cujas imagens sao os pontos divisores.

45,
ndmeros:
a) 3_,“- C) 5_TI'
4 6
51 ™
b) - d) 5
Solucao
3m 3
a) T ) 21
Marcamos, a partir de A, um percurso
AP igual a % do ciclo, no sentido anti-
horario.
A imagem de %TF" éPr
3 | Fundamentos de Matematica Elementar

e)

f) —

Desenhe e indique no ciclo trigonométrico a imagem de cada um dos seguintes

N

cy

™,
¥




ARCOS E ANGULOS

LEITURA

Hiparco, Ptolomeu e a Trigonometria

Hygino H. Domingues

Atrigonometria, como a conhecemos hoje, na sua forma analitica, remonta
ao século XVII. Seu florescimento dependia de um simbolismo algébrico satisfa-
t6rio, 0 que nao existia antes dessa época. Mas, considerando o termo trigono-
metria no seu sentido literal (medida do triangulo), a origem do assunto pode ser
situada ja no segundo ou terceiro milénio antes de Cristo.

O papiro Rhind, importante documento sobre a matematica egipcia (apro-
ximadamente 1700 a.C.), menciona por quatro vezes o seqt de um angulo, em
conexao com problemas métricos sobre piramides. O seqt do angulo OMV na fi-
gura abaixo € a razao entre OM e OV e, portanto, corresponde a ideia atual de co-
tangente. As piramides egipcias eram construidas de maneira a que a inclinagao
deumaface sobre abase (medidade OI\7IV) fosse constante —aproximadamente

52°.

Egipcios e babilonios (aproximadamente 1500 a.C.) e posteriormente os
gregos usavam relogios de sol em que era utilizada a mesma ideia. Tais relogios
consistiam basicamente de uma haste BC, chamada pelos gregos de gnomon,
fincada verticalmente no chao. O exame da variacao da amplitude da sombra AB
projetada pela haste propiciava a determinacao de parametros, como a duracao
do ano.

>
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
\
—_—
w N

A trigonometria como auxiliar da astronomia, em que certas funcoes
angulares sao usadas para determinar posigoes e trajetorias de corpos celes-
tes, surge no século Il a.C. O pai dessa abordagem foi o grego Hiparco de Niceia
(séc. Il a.C.), o mais importante astronomo da Antiguidade, que, em razao dis-
so, costuma ser chamado de “o pai da trigonometria”. Ao que consta, Hiparco
passoualguns anos de suavida estudando em Alexandria, mas acabou se fixando
em Rodes (Grécia), onde desenvolveu a maior parte de seu trabalho.



Contam-se entre as principais contribuicoes de Hiparco a astronomia: a ela-
boracao de um amplo catalogo de estrelas (o primeiro do mundo ocidental); a me-
didadaduracaodoanocomgrande exatidao (365,2467 diascontra 365,242199
dias segundo avaliagdes modernas); calculo do angulo de inclinagao da ecliptica
(que atualmente € o circulo (6rbita) descrito pela Terra em torno do Sol em um
ano) com o plano do equador terrestre. A trigonometria de Hiparco surge como
uma “tabela de cordas” em doze livros, obra que se perdeu com o tempo. Aiteria
sido usado pela primeira vez o circulo de 360°.

Felizmente, porém, a obra de Hiparco foi preservada e ampliada de manei-
ra brilhante por Claudio Ptolomeu (séc. 11d.C.). Sobre a vida de Ptolomeu pratica-
mente o que se sabe € que fez observacoes astrondmicas em Alexandria entre
127 e 151 d.C. Sua obra-prima € o Aimagesto, um compéndio de astronomia em
treze livros, do qual ainda ha cépias hoje em dia. A teoria astronémica apresen-
tada por Ptolomeu nessa obra coloca no centro do Universo a Terra, em torno
da qual giram o Sol, a Lua e os cinco planetas entao conhecidos, segundo uma
concepcao que foibastante,comas adaptacoes devidas, utilizada paradescrever
o comportamento do sistema solar por quatorze séculos.

(%)
u
<
=
|
g
x
o
o
=
7]
<
z
T
=

Ptolomeu, orientado pela
musa da Astronomia Urania,
utiliza um quadrante. Abaixo,
a esquerda, € mostrada uma
esfera armilar. (Margarita
philosophica, xilogravura de
Gregar Reisch, 1508.)
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Raz6es trigonomeétricas
na circunferéncia

I.

Nocodes gerais

48. Consideremos um ciclo trigonométrico de origem A e raio OA, em que OA = 1.
Para o estudo das razdes trigonométricas na circunferéncia, vamos associar ao
ciclo quatro eixos:

19)

29)

3°)

42)

eixo dos cossenos (u)
direcao: OA
sentido positivo: 0 — A

eixo dos senos (v)

direcao: perpendicular a u, por O
sentido positivo: O — B

™

sendo B tal que AB = >

w <

eixo das tangentes (c)
direcao: paralelo a v por A
sentido positivo: 0 mesmo de v

eixo das cotangentes (d)
direcao: paralelo a u por B
sentido positivo: 0 mesmo de u

3 | Fundamentos de Matematica Elementar




RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

49. Oseixos u e vdividem a circunferéncia em quatro arcos: AB, BA', A'B' e B'A. Dado
um ndmero real x, usamos a seguinte linguagem para efeito de localizar aimagem P de
X no ciclo:

x esta no 1° quadrante < P &€ AB

X esta no 2° quadrante & P & BA
x esta no 3¢ quadrante < P &€ A'B'
x esta no 4° quadrante < P € B'A

II. Seno

vi
50. Definicdo : \
D N
Dado um numero real x € [0, 2], seja P \
A

sua imagem no ciclo.

Denominamos seno de x (e indicamos © A u
sen x) a ordenada OP, do ponto P em relagao

ao sistema uOwv.

B
51. Para cada nimero real x € [0, 2] existe uma Unica imagem P e cada ima-
gem P tem um unico valor para sen x (OP, = sen x).

cy

\
N .
A u
P,
Y= 2m
4
\
A u

3
\y
. o
A u
[ p
= 3@ ~ 13w
X76 X = 7
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

52. Propriedades

1%) Se x € do primeiro ou do segundo quadrante, entao sen x é positivo.
De fato, neste caso o ponto P esta acima do eixo u e sua ordenada € positiva.

VA VA

< OP, =

1
x<1

Al

OP, =

1
ssenx=1

[N

0
0

0
0

= se

=

2%) Se x € do terceiro ou do quarto quadrante, entdo sen x € negativo.

De fato, neste caso o ponto P esta abaixo do eixo u e sua ordenada é negativa.

VA VA

PY ..

OP, =

0
senx<0 -

I

OP, =

1 0
1<senx=<0

-1=<
1=

Portanto, para todo x € [0, 27], temos —1 < sen x < 1. Entdo —1 é o valor
minimo e 1 é o valor maximo de sen x.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

3%) Se x percorre 0 primeiro ou o quarto quadrante, entao sen x é cres-
cente.

o
>
cy

P

Os arcos AB, AC e AD sao todos do 1° quadrante.

mAB < mAC < mAD

Em correspondéncia, verificamos que: 0B, < 0C, < 0D,, ou seja, sen x cresce
quando x percorre o0 1° quadrante.

(]
< V>

Os arcos Z\E, AF e AG sdo todos do 42 quadrante.

MAE < mAF < mAG

Em correspondéncia, verificamos que OE, < OF, < OG,, ou seja, sen x cresce
quando x percorre o 4° quadrante.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

4%) Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, entdao sen x €

decrescente.

A

>

\y
B
/‘ o
!

Os arcos Ké, AC e AD sdo todos do 2° quadrante.

mAB < mAC < mAD

u

OB, > 0C, > 0D, ou seja, sen x decresce quando x percorre o 2° quadrante.

VA

\y

\y

Os arcos KE, AF e AG sao todos do 3° quadrante.

\
N;
Au
G,

OE, > OF, > 0G,, ou seja, sen x decresce quando x percorre o 3° quadrante.

53. Emsintese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo [0, 2], a imagem de
X (ponto P) da uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horario, e a ordenada de P

varia segundo a tabela:

1y 3
X 0 — —_— 21
L sen X 0 cresce 1 |decresce decresce| —1 | cresce 0 J
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

54. 0 sinal de sen x também pode ser assim sintetizado:

VA

cy

R £ :
(4
" } VOV N

46. Localize os arcos —— Sm 5m e7—ﬂ. Em seguida, dé o sinal do seno de cada um

47474 4
deles.
Solucao
Vi
i - T >0: 5 g
4 4 sen T ; sen T
-~ 3w . 7
5 > senT>O,senT<0
el Im
4 4
47. Localize os arcos % %" %”e%. Em seguida, dé o sinal do seno de cada um
deles.
48. Localize os arcos — 2w Am e 5—Tr. Qual é o sinal do seno de cada um desses

3373 3
arcos?
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49.

50.

51.

52.

53.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Vocé pode observar no exercicio 46 que % e %Tw sao simétricos em relacao ao
€ixo v, assim como Sm e s Sabendo que sen = Q e sen Sm_ _—\/—2 déo
v 7 ¢4 q 22 7 T2

valor de sen 3m e sen Im
4 4"
. . . ™ 1 . 57 7w
Utilizando simetria e sabendo que sen 5" dé o valor do seno de 56
11
e <
T V3 2m 4w 5m
Sabendo que sen 3" dé o valor do seno de 33 e 3
Calcule as expressoes:
™ ™
a) sen 3 + sen -~ sen 2m
1 1 V&
b) 2sen€ +7senT
1 51 1
c) 3sen?—2senT+?senfrr
d) —isena—wJrisen“r)—qT —EsenY—qT
3 2 5 3 7 6

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s nime-
ros sen 60°, sen 150°, sen 240° e sen 330°.

III. Cosseno

55.

sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno
de x (indicamos cos x) a abscissa OP, do ponto
P em relacao ao sistema uOwv.

Definigao vi

Dado um numero real x € [0, 2], seja P
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

56. Para cada nimero real x € [0, 2] existe uma Unica imagem P e cada ima-
gem P tem um unico valor para cos x (OP, = cos x).

A
JA TJ
x =20
3
A
\

51. Propriedades
1%) Se x € do primeiro ou do quarto quadrante, entao cos x é positivo.

Neste caso, o ponto P esta a direita do eixo v e sua abscissa € sempre positiva.

VA v

A‘ o

(6] Pz G u
O0<OP,<1 O0<O0P,<1
O<cosx=1 O<cosx=<1
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

2%) Se x € do segundo ou do terceiro quadrante, entao cos x € negativo.

Neste caso, o ponto P esta a esquerda do eixo v e sua abscissa é sempre
negativa.

VA VA

-1<O0P,<0 -1
—1=<cosx=0 —1=<cosx=0

Portanto, para todo x € [0, 27], temos —1 <cosx =<1, istoé, —1 e +1 sao
os valores, respectivamente, minimo e maximo da abscissa OP,, ou seja, do
cosseno.

3%) Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante, entao cos x é decres-
cente.

e

Os arcos AB, AC e AD sao todos do 1° quadrante.

mAB < mAC < mAD

OB, > OC, > OD,, ou seja, cos x decresce quando x percorre o 1° quadrante.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

VA VA

Os arcos AE, AF e AG sao todos do 2° quadrante.

MAE < mAF < mAG

OE, > OF, > 0G,, ou seja, cos x decresce quando x percorre o 2° quadrante.

4?) Se x percorre o terceiro ou o0 quarto quadrante, entao cos x € crescente.

>
cV
>
c

ARV
N

,@, ,&E e AD sao todos do 3° quadrante.

mAB < mAC < mAD
0B, < 0C, < 0D, ou seja, cos x cresce quando x percorre o 3° quadrante.

\y

AE, AF e AG sao todos do 4° quadrante.

OE, < OF, < 0G,, ou seja, cos x cresce quando x percorre o 4° quadrante.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

58. Emsintese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo [0, 2], a imagem de
X (ponto P) da uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horario, e a abscissa de P
varia segundo a tabela:

s 3w
L COS X 1 |decresce| O |decresce| —1 | cresce 0 cresce 1 J

59. 0 sinal de cos x também pode ser assim sintetizado:

9
54. Localize osarcos % %‘T%‘T e %r Em seguida, dé o sinal do cosseno de cada um
deles.
Solugao
VA =
3w ud aa . o
7 7 cos4>0,cos4<0
. cos 2™ < 0: cos L= > 0
o o 4 4
el Im
4 4
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Localize os arcos % %” %" e MTW Em seguida, dé o sinal do cosseno de cada
um deles.

Qual € o sinal do cosseno de cada arco abaixo?

a)% e)%
b)%qT ) %“
o) g 1T
6 5T ) 2T

R .. L - .
Vocé pdde observar no exercicio 54 que vy e x sao simétricos em relagao ao eixo u,
kK \2 3m -2

3w

. 5 _ _ "
assim como 7 e - Sabendo que cos 1" 5 € cos Z -5 dé ovalorde
cos Im e cos Sm
4 4
Utilizando simetria e sabendo que cos % = % dé o valor do cosseno de %‘T
7w e 11
6 6
™ 1 21 41 51
L 5 il _— =2
Sabendo que cos 3 5 qual é o valor de cos 3 cos 3 e cos 3
Calcule as expressoes:
™ m
a) cos 3 + cosT — CO0S 2T
™ 1 T
b) 2 cosg + 70057
™ 51 1
c) 3cos?— ZCOST +?COS1T
d) —gcos?’—ﬂﬂticosfs—Tr —ECOSY—W
3 2 5 3 7 6

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s ndme-
ros cos 60°, cos 150°, cos 240° e cos 330°.
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62.

63.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Determine o sinal da expressaoy = sen 107° + cos 107°.

Solucao

Examinando o ciclo, notamos que:
|sen 135°| = |cos 135°|

e

90° < x < 135° = |sen x| > |cos x|
Como sen 107° > 0, cos 107° < 0O
e [sen 107°| > |cos 107°|, decorre:
sen 107° + cos 107° > 0

Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressdes?

a) y, = sen 45° + cos 45° ) y; = sen %ﬂ + cos %T

b) y, = sen 225° + cos 225° d) y, = sen 300° + cos 300°

IV. Tangente

60.

X # %e X # 37“ seja P sua imagem no ciclo. B

Consideremosareta E)_Ise sejaTsuaintersecao
com o eixo das tangentes. Denominamos tan-
gente de x (e indicamos tg x) a medida algébri- >
ca do segmento AT.

Definig¢ao

Dado um numero real x € [0, 2], va 4

I

> PestaemB e, parax = STTF P esta em B', entao

Notemos que, para x =

areta OP fica paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nao existe o ponto T, a
tg x nao esta definida.
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61. Propriedades

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

1%) Se x é do primeiro ou do terceiro quadrante, entao tg x € positiva.

De fato, neste caso o ponto T esta acima de A e AT é positiva.

CA

AT >0

cy

VA

&y

AT >0

2%) Se x € do segundo ou do quarto quadrante, entao tg x é negativa.

De fato, neste caso o ponto T esta abaixo de A e AT € negativa.

VA

CA

AT <O

cy

V4

cy

AT <O
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

3?) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entao tg x € crescente.

Consideremos estas figuras:

VA ch

s fe Z I

T A u
X\ - X
SRS

1° quadrante 4° quadrante
Dados x, e x,, comx, <X,, temos o, <a, €, por propriedade da Geometria Plana,

vem AT, < AT, isto &, tg x;, < tg x,.

62. Em sintese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo [0, 2], aimagem de
x (ponto P) déa uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horario, e a medida algébrica
de AT varia segundo a tabela:
3w
2 21T
0

( X 0
cresce 0 cresce # cresce J

™ | N|a
3

k g x 0 cresce

63. O sinal de tg x também pode ser assim esquematizado:

3 | Fundamentos de Matematica Elementar



RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

EXERCICIOS

m 3w 5w 7w

64. Localize os arcos A eT. Em seguida, dé o sinal datangente de cada
um deles.
Solucao
VA CA
™ g™ >0t 2" >0
3Tfr 7 4 =4
37 T
— <0 tg—<
tg 7 0; tg 7 0
A u
5m
4 I
4

65. Dé o sinal de cada um dos seguintes nimeros:

0y 11w
a) tg 3 d) tg =
27 4
ey s
T 5
0 eg hes
66. Sabendo que tg% =letg %Tﬂ = —1 e verificando que % e %ﬁ sao simétricos

em relagao ao eixo u, assim como %Tﬂ e %" dé o valor de tg %‘T etg %‘T

67. Usando simetria e sabendo que tg % = g dé o valor da tangente de 5% %‘T
11w
e %
) p 2w 4w 5w
68. Sabendo que tg 3= \'3, qual é o valor da tangente de 33 e ??
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69.

70.

71.

V.

64.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Calcule as expressoes:

a) tg%+tg%—tg2w
b) 2tg%+%tg%ﬁ
0 23+ Liga - LyST

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s nimeros
tg 60°, tg 120°, tg 210° e tg 330°.

Qual € o sinal de cada uma das seguintes expressoes?
a) y, = tg 269° + sen 178°

b) vy, ztgﬂ%-(sen%+coszf—2ﬂ>

Cotangente

Definig¢ao

. VA
Dado um nudmero real x € [0, 2],

x & {0, m, 27}, seja P sua imagem no ciclo. B D

Consideremos a reta OP e seja D sua interse- P

¢ao com o eixo das cotangentes. Denominamos

cotangente de x (e indicamos cotg x) a medida A’ A

algébrica do segmento BD.

Notemos que, parax = 0,x = moux = 2m,Pestaem AouA' e, entao, areta

OP fica paralela ao eixo das cotangentes. Como neste caso nao existe o ponto D,
a cotg x nao esta definida.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

65. Propriedades

1%) Se x € do primeiro ou do terceiro quadrante, entao cotg x € positiva.
2?%) Se x é do segundo ou do quarto quadrante, entao cotg x € negativa.
3%) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entao cotg x é decres-

cente.
(A verificacao dessas propriedades fica como exercicio para o leitor.)

“//,,/ 7
72. Localize os arcos % %Tﬂ %ﬂ e %‘T Em seguida, dé o sinal da cotangente de
cada um deles.
Solucao
v
B 3 51
> d — > 0; == >
32 7 cotg 7 0; cotg 7 0
4 4 3 -
T m
— <0 —<
i cotg 7 0; cotg 7 0
5 Im
4 4

73. Dé o sinal dos seguintes nimeros:

a) cotg% d) cotg ﬂTﬂ
b) cotg%"r e) cotg 4%
c) cotg%"r f) cotg 5%

74. Sabendo que cotg% =1le cotg::iTﬁ‘T = —1 e verificando que % e %ﬂ sa0 simétricos

~ . . 37 5w . T S5
em relacéo ao eixo u, assim como a e oz dé o valor de cotg T e cotg >z
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

75. Usando simetria e sabendo que cotg% =3, déovalorda cotangente de %T,
13(311ﬂ
6 6

&l

76. Sabendo que cotg % =3

77. Calcule as expressoes:

a) cotg% + cotg % + cotg %

, qual é o valor da cotangente de

27 47 5ﬂ7
— e ="
3’3 3

27 1 5t
b) 2cotg? ?cotgf
c) sen1+cosl—tg2—w~|—cotg7—1T
3 4 3 6
3 S5 6 T 2 3w 4 51
gz oty Ty sy ty sy

78. Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente os nimeros

cotg 60°, cotg 120°, cotg 210° e cotg 330°.

79. Qual é o sinal das seguintes expressoes?

a) y, = cotg 269° + sen 178°

VI. Secante

66. Definicao

Dado um numero real x € [0, 2],
X & {1 3_“} seja P sua imagem no ciclo.
2 2
Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P
e seja S sua intersecao com o eixo dos cosse-
nos. Denominamos secante de x (e indicamos
sec x) a abscissa OS do ponto S.

b) y, = cotg7

sen —— + cos

12w‘ 57 237
11 12

3 p ~ )
Notemos que, para x = % oux = == P esta em B ou B', entdo a reta s fica

2 ’

paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso nao existe o ponto S, a sec x nao

esta definida.
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671. Propriedades

R AN
K

80.

81.

82.

83.

84.

1%) Se x € do 1° ou do 4° quadrante, entao sec x € positiva.

2%) Se x é do 2° ou do 3° quadrante, entao sec x € negativa.

3%) Se x percorre 0 1° ou 0 2° quadrante, entao sec x € crescente.
4%) Se x percorre o0 32 ou 0 4° quadrante, entao sec x € decrescente.
(A verificacao dessas propriedades fica como exercicio para o leitor.)

Localize os arcos relacionados abaixo e, em seguida, dé o sinal da secante de
cada um deles.

a) % e) %”

b) %“ f) %“

o) 2% g =T

6 °F ) 2T

Sabendo que sec % = 23& localizando os arcos e utilizando simetria, dé o valor
da secante de %‘T %T e MTTr

Quais sao os valores da secante de %‘T g—ﬂ e %ﬁ sabendo que sec % = 27

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s nimeros
sec 60°, sec 120°, sec 210° e sec 330°.

Qual é o sinal das seguintes expressoes?

127 5 237
o o — .
a) y, = sec 269° + sec 178 b) y, = sec —— (sen 11 + cos =V )
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VII. Cossecante

68. Definicao

Dado um numero real x € [0, 2],
x & {0, m, 2w}, seja P sua imagem no ciclo.
Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P
e seja C sua intersecao com o eixo dos senos.
Denominamos cossecante de x (e indicamos ,
cossec x) a ordenada OC do ponto C. S

m/f
N

cy

B'

Notemos que, para x = 0, x = mm ou x = 2, P esta em A ou A' e, entao
a reta s fica paralela ao eixo dos senos. Como neste caso nao existe o ponto C, a
cossec x hao esta definida.

69. Propriedades

1%) Se x € do 1° ou do 2° quadrante, entao cossec x € positiva.

2%) Se x é do 3° ou do 4° quadrante, entao cossec x € negativa.

3%) Se x percorre o 2° ou 0 3° quadrante, entao cossec x é crescente.
4%) Se x percorre 0 1° ou 0 4° quadrante, entao cossec x € decrescente.
(A verificacao dessas propriedades fica como exercicio para o leitor.)

85. Localize os arcos relacionados abaixo e, em seguida, dé o sinal da cossecante
de cada um deles.

™ 51 B 11
a) 3 c) Z e) 3 g) 5
21 51 7 7
- 9% Ky "
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86.

87.

88.

89.

90.

m . . . . ~
Sabendo que cossec B~ 2, localizando os arcos e utilizando simetria, dé o

57 T 11

| 200 e ==

valor da cossecante de 5 6 e 5

Quais sao os valores da cossecante de—2§7,—lgr e—5;,sabendo que a cossecante
m™ . 2V3
— la —="7

de 3 € igual a 3

Localize os arcos no ciclo trigonomeétrico e coloque em ordem crescente 0s nimeros
cossec 60°, cossec 150°, cossec 240° e cossec 300°.

Qual € o sinal das seguintes expressoes?
a) y, = cos 91° + cossec 91°
b) y, = sen 107° + sec 107°

O 7T )
C) Y3 = sec 5 (tg 5 + cotg 7)

ual é o valor de | cossec = + sen 1) (sen T — sec l)?
Q ( 6 6 4 3
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Relacoes
fundamentais

I. Introducao

Definimos senx, cos x, tg X, cotg x, sec x e cossec x no ciclo trigonométrico, ou seja,
para x pertencente ao intervalo [0, 2].

Vamos mostrar agora que esses seis nimeros guardam entre si relagcdes deno-
minadas relacoes fundamentais. Mais ainda, mostraremos que a partir de um deles

sempre € possivel calcular os outros cinco.

II. Relagdes fundamentais

70. Teorema

Para todo x real, x € [0, 2], vale a relagao:

( sen?x + cos?2x =1 J
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RELACOES FUNDANMENTAIS

Demonstracao:

a) No caso especial em que x € 10, % T, 37“ 2w}, podemos verificar
diretamente:

a X senx | cos x | sen?x + cos? x\
0 0 1 1
= 1
) 1 0
Ly 0 -1 1
3m 1
2 -1 0
K2'1T 0 1 1 /

b) Se x & {0, % , 37“ 217}, a imagem

\%
de x é distinta de A, B, A' e B' e, entdo, existe o “B
triangulo OP,P retangulo. P
Portanto:
A a1l A
2 2 — 2 & T
|OP,|? + |P,P[?> = |OP| o) P, u
ou seja:
cos?2x +sen?x =1
B

71. Teorema

Para todo x real, x € [0, 2w] e X & {% 371 vale a relaggo:

2
_senx
[tgx— COS X J
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Demonstracao: vi c n/
B
a) Se x & {0, w, 2w}, aimagem de x é distinta P AT
de A, B, A’ e B', entao temos:
AOAT ~ AOP,P o aba
AT _ [P, A )
|OAl 0P|
sen x
ltg x| = | | (1) B’
|cos x|
Utilizando o quadro de sinais ao lado, /~ \
observemos que o sinal de tg x é igual ao do Q | sinal de tg x | sinal de X
. sen x COS X
quociente . (2)
COS X
10 + +
De (1) e (2) decorre a tese.
2° - -

b) Se x € {0, m, 2w}, temos:
sen X 30 + +

COS X
Nl -

tgx=0=

72. Teorema

Para todo x real, x € [0, 27] e x & {0, , 27}, vale a relagao:

[ Cotgxzw}
sen X

Demonstracao:
vi
a) Sex%{%,%},aimagem de x é B[ D/ .
; d
distinta de A, B, A’ e B', entao temos: P N
AOBD ~ AOP4P o
BD| _ |P4P| A AU
|OB|  |OPy]
|cos x|
|cotg x| = B
|sen x|
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Utilizando o quadro de sinais ao lado, f _ \
observemos que o sinal de cotg x & igual a0 | q sinalde | . 4o COSX
] COS X cotg x sen x
do quociente . (2)
sen x
1e + +
De (1) e (2) decorre a tese.
2° - -
30 + +
& B ~
. w _ 3m . COSX
b) Se x = 5 OUX =— ,temos cotgx = 0 = sen x

73. Teorema

Para todo x real, x € [0, 2w] e x & {% 3m ] vale a relagao:

2
sec x = S
"~ coSs X 7

a) Se x € {0, w, 2w}, a imagem de x é
distinta de A, B, A' e B', entao temos:

Demonstracao:

A -
AOPS ~ AOP,P A o NN
S
jos| _ lop|
|OP|  |OPy|
B
|sec x| = 1 (1) e
|cos x| . _ \
Q |[sinal de sec x| sinal de sen x

Utilizando o quadro de sinais ao lado,

observemos que o sinal de sec x € igual ao

10 +

sinal de cos x. (2)
De (1) e (2) decorre a tese. 28 -
S -

\4° +

M
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b) Se x € {0, m, 2m},temos:

secx=1= 1 »(x =0o0ux=2m)
COoS X

secx =—1= 1 » (X = )
COS X

74. Teorema

Para todo x real, x € [0, 27] e x & {0, w, 27}, vale a relagao:

1
COSSeC X =
[ sen x

Demonstracao: vi
C
a) Sex ¢ [1 3_“} a imagem de x é
2 2 B
distinta de A, B, A’ e B', entao temos: b p
|
AOPC ~ AOP,P
loc| _ lopl A o A m
loP|  [OP] s
|cossec x| = (1)
|sen x| B'
Utilizando o quadro de sinais ao lado, f sinal de
observemos que o sinal de cossec x € igual Q sinal de sen x
. COSSec X
ao sinal de sen x. (2)
De (1) e (2) decorre a tese. 10 + +
2¢ + +
3¢ - -
b) Se x € {1, 3_w},temos:
2 2

Nl -

1 1T
cossecx =1 = »|x =-—=]oucossecx=—-1= X =——
sen X 2
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75. Corolario

Para todo x real, x € [0, 2w] e X & {O, % M, 37“ QTF}, valem as relacdes:

( \

1%) cotg x = e x

28) tg2 x + 1 = sec? x

3%) 1 + cotg? x = cossec? x

4%) cos? x = 1+;tg2x
| 52) sen? x = Jf;tgzx |
Demonstracao:
17) cotg x = ggii - sejr_}x - tg:’Lx
oS X
2 tg?x+1= %2;( 1= SenQS(O;iOSQ - = co;L2 ' sec? x
3% 1 +cotg?x =1+ ggf‘zi = senzg(e;—z(;os2 X = ser%z = cossec? x
4%) cos? x = se<::L2 x 1 Jrltg2 X
52) sen? x = cos? X - iggj: = 0052x-tg2x=1+tg2x-tg2x :1%;'[;:2)(

R AN
4K
>

<

91. Sabendo que senx = % e % < x < 1r, obtenha as demais razoes trigonomé-

tricas de x.
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Solucao

Notando que % < x < m = cos x <0, temos:

RELACOES FUNDANMENTAIS

/ 16 [ 9 3

= —\1 — 2y = — =2 — = = =

COS X sen 1 55 55 5
4

_senx__5 __4
g COS X 3 3
5
_3
COS X 5 3
cotg x = senx 4 4
5
Sec x = S S
© cosXx 3 -3
5
1 5
cossec X = =—=—
sen x 4 4
5
25 3 . ~
92. Sabendo que cossec x = Yy em<x< -5 obtenha as demais razbes
trigonométricas de x.
12 3w . - . .
93. Sabendo que tg x = Fem <x< -5 obtenha as demais razoes trigonométricas
de x.
Solucao
_1_1_5
cotg x = tgx 12 12
5
3
Notando que ™ < x < -5 = sec x < 0, temos:
144 169 13
= — 2 = — — T — — T —
Sec X 1+ tg<x \/1+ 55 55 5
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COS X = & L 9
~ secx 13 13
5
senx = tgx - cosx = (1—2)<—i)— —1—2
- % G 13) - " 13
COSSEC X = S )
~senx 12 12
13
94. Calcule cos x, sabendo que cotg x = mz%_ﬁl comm > 1.
95. Calcule sec x, sabendo que sen x zaz%bbz' coma>b >0.

96. Sabendo que sec x = 3, calcule o valor da express@oy = sen? x + 2 - tg2 x.

Solucao
COS X = -1

Sec x 3l
sen2x=1—0052x=1—%:%
tg2x =sec?x—1=9-1=8
entao
y=sen2x+2'tg2x=%+16=%

97. Sendo sen x = % e <x< s calcule o valor de

2 ’
. 1 n 1
Y= Cossecx + cotg x  cossec x — cotg x’
24 3w ~
98. Sabendo que cotg x = = em<x< -5 calcule o valor da expressao
_ tg x - cos X
y (1 +cosx)(1 —cosx)’
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Solucao 1

Calculamos tg x, cos x e finalmente y:

tgx=—1 =l
cotgx 24
cos2 x = 1 = 1 = XA = COS X = —ﬁ(pois cos x < 0)
1+ tg2x 1+£ 625 25 ’
576
(%) =
tg X - COS X B 24)\ 25 _ 25 _ 25

1-%55)\1*25) @25

“ @+ cosx(L—cosx 24 24\ 49
25 25

Solugao 2
Simplificamos y e depois calculamos o valor da expressao:

sen x

- COS X
_ _CosXx _ senx _ 1 — COSSEC X —
y 1 — cos? x sen?x senx
25
=1+ Tx=—[1+28 - _2
cotg 1 79 7
99. Dado que cos x = = e 3% < x < 2, obtenha o valor de

y = (1+tg2x)? + (1 — tg2 x)°

100. Calcule sen x e cos x, sabendo que 3 - cos x + sen x = —1.

Solucao

Vamos resolver o sistema:
3-cosx+senx=—-1 (1)
cos?x + sen?x =1 (2)

De (1) vem: senx = —1 — 3 - cos x (3)
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Substituindo (3) em (2), resulta:
cos?2x+ (-1 —3-cosx)2=1=
=c0s2x +1+6-cosx+9-cos?2x=1=

0

= 10 - cos? x + 6 - cos x

= 3
entdo: cos x = 0 ou cos x = —5-

Substituindo cada uma dessas alternativas em (3), encontramos:

. 41_3.0=_ __1_3(_3\_4
senx=-1—-3:-0=—-1ousenx=—1 3( 5)—5.

Assim, temos duas solucoes:

1®)cosx =0esenx = —1
ou

. __3 _4
2%) cos x = 5 esenx = 5

101. Calcule sen x e cos x, sabendo que 5 - sec x — 3 - tg2 x = 1.

102. Obtenha tg x, sabendo que sen?x — 5 - sen x * cos X + cos? x = 3.

103. Calcule m de modo a obter sen x = 2m + 1 ecos x = 4m + 1.
Solucao

Como sen? x + cos? x = 1, resulta:
2m+ 12+ @m+12=1=@4m2+4m + 1) + (16m2 + 8m + 1) = 1

=20m2+12m+1=0=m = _12i4%44_80=
=128 1 1
T 40 < MTopoum=—9g

104. Calcule m de modo a obtertg x = m — 2 e cotg x = %

a+1
e cossec X =

105. Determine a de modo a obter cos x = .
a+1 a+2
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106. Determine uma relacao entre x e y, independente de t, sabendo que:
Xx=3-sentey=4-cost

Solugao

Como sen?t + cos?t = 1, resulta:

X \2 y\2 X2y > 5
(3) +<4> —1:>9 +16—1:> 16x< + 9y = 144

107. Determine uma relacao entre x e y, independente de t, sabendo que:
x=5-tgtey =3 -cossect

Solucao

Como cossec2t=cotg2t+1ecotgt=tgit, resulta:
YV _(5Y ¥ _25 202 2
<3) —<X> +1= 9 "2 + 1= xy° =225+ 9x* =

= x2%y2 — 9x2 = 225

108.Se senx + cosx = ae senx-cos x =b, obtenha uma relacao entre a e b, in-
dependente de x.

109. Dado que sen x - cos x = m, calcule o valor de y = sen* x + cos* x e
z = sen® x + cos® x.

Solucao

Como a2 + b2 = (a + b)2 — 2ab, temos:

y = (sen? x)2 + (cos? x)2 = (sen?x + cos?2x)2 — 2 - sen? x - cos2 x =

=12 — 2 -(senx - cos x)2 =1 — 2m?

Como a3 + b3 = (a + b)(@2 — ab + b2?), temos:

z = (sen?x)3 + (cos?x)3 = (sen?x + cos?x)(sen*x — sen?x - cos2x + cos*x) =
= sen? x + cos?* x — sen?x - cos2x =y — (sen x - cos x)2 =
=1-2m? —m? =1 — 3m?

110. Sabendo que sen x + cos x = a (a dado), calcule y = sen® x + cos® x.
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notaveis

e ~ . P . m
Verificaremos no que segue que as razoes trigonométricas dos reais x = —

n ’
n € N en = 3, podem ser calculadas a partir de €,, que é o lado do poligono regular de
n lados inscrito na circunferéncia.

I. Teorema

Paratodon €N e n = 3, vale a relagao:

sen = = £
n 2
Demonstracao:
Seja AOP = AOP' = % 4
P
Como P'OP = 2% decorre que P'P = ¢,. !
|
No triangulo isésceles P'OP, o segmento \T:q A
DP, contido no eixo dos cossenos é bissetriz in- ONJ= P, [ u
terna e também altura e mediana, isto é, P'P L u { 1
e P, é ponto médio de P'P. Entao: r
T _pp_tn
sen-—- = P,P = >
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II. Aplicagdes

Os casos mais comuns de aplicacao desta teoria sao aqueles em que n = 3,
4 e 6.

Esses casos ja foram vistos sob outro aspecto nos itens 27, 28 e 29 do capi-
tulo II.

16. Valores das razoes trigonomeétricas de %

Aplicando o teorema de Pitagoras ao trian-
gulo assinalado na figura, temos €3 = RV3.

Notando que o raio do ciclo é R = 1, temos:

s €3:R\/§ V3

sen 5 = —&- =

3" 2" 2 2 \Z
s

Em consequéncia, vem:

i
tg = = =< =43
3 cos I S
3 2

17. Valores das razoes trigonométricas de %

Aplicando o teorema de Pitagoras ao trian-
gulo assinalado na figura, temos €, = RV2. €,

Ent&o: 0
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18. Valores das razoes trigonométricas de %

Sendo PQ = €5 o lado do hexagono regular
inscrito, o triangulo OPQ € equilatero e, entao:

€6=R
Logo:
6 2 2 2
6 2 °®% "3

79. concluindo, podemos sintetizar esses resultados na seguinte tabela:

angulo \
T T .
razao 6 4 3
seno Y N2 N3
2 2 2
c0sseno ﬁ Q 1
2 2 2
tangente ﬁ 1 NE
3
\ J

RV10 — 25

80. Da geometria plana vem a informacdo que €5 = — 5 (lado do
pentagono) e {10 = @ (lado do decagono), de onde podemos obter:
7 € N10 - 245
sen— = — = ————F——
5 2 4
sen Tt _5-1
10 2 4
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Além disso, existe a formula €5, =\/R(2R — V4R2 — (2), que permite obter o valor
de {g, conhecendo €,; obter o valor de €45, conhecendo {g; obter o valor de ¢,,4, conhe-
cendo €5, € assim por diante.

Mas nem todos €,, podem ser expressos exatamente em fungao do raio, como,

por exemplo, £7. Nesse caso, as razoes trigonométricas de % devem ser calculadas

por outros métodos.

EXERCICIOS

111. Calcule sen 15°, cos 15° e tg 15°.

Solucao

o — gon = f12
sen 15° = sen 10~ 5

Usando a formula €2, = VR(2R — V4R? — €2). em que €, = ¢ = R, vem
¢ = RV2 — V3 e, como R = 1 (raio do ciclo trigonométrico), entao

o = 2 —+3.
im:sen & = 2 _ N2 —\3
Assim:sen - > = 5
m m 2 —+3 2 +43
—_— 1— 2—: — =
cos 75 \/ SeN" 75 \/1 Z 2
v

"2 _2-v3_[2-13
cos ™ V2+V3 V2+43

112, U Tetg L,
Calcule sen g cos 3 etg 3
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113. Reproduza a tabela abaixo em seu caderno e complete-a:

Vol |l | oo x| o )
G 12 10 8 6 5 4 3
sen X
COS X
N J

114. Determine os elementos do conjunto A = {x = tg%l k=0,1,2,.., 6}.

Solucao
Dando valores a k, temos:
k=0=x=tg0=0

k=1:>x:tg%=\/§

k=2:>x=tg2?ﬂ=—\/§
k=3=>x=tgm=0
k=4:x=tg%”=\/§

k=5:>x=tg5%=—\/§
k=6=>x=tg2m =0
entdo A = {—+3, 0, V3}

115. Determine A N B, sabendo que:

A={xzsen%”|k=0,1, 12]

={x=cos%|k=0,1,2, ...,8}
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LEITURA

Viéete, a Notacao Literal e a
Trigonometria

Hygino H. Domingues

0 uso de letras em matematica, para designar grandezas conhecidas
ou incognitas, remonta ao tempo de Euclides (séc. Ill a.C.) ou antes. Assim
mesmo a algebra, perto do final do século XVI, resumia-se basicamente a um
receituario pararesolverequacoes numa incoégnita ou sistemas de duas equa-
¢oesaduasincognitas, com coeficientes numéricos, derivados de problemas
comerciais ou geométricos. E a trigonometria até entao era essencialmente
geométrica.

Embora nessa épocaja fosse pratica velha um gedbmetra representar indis-
tintamente todos os triangulos por ABC (por exemplo) e dai deduzir propriedades
genéricas, um algebrista considerava as equacoes de segundo grau, por exem-
plo, uma a uma, embora soubesse que para todas valia 0 mesmo método de
resolugao. Além disso, como 0s nimeros negativos nao eram bem aceitos, uma
equacado como x2 — 5x + 6 = 0 (usando a notacdo atual) era tratada sob a forma
X2 + 6 = bx.

Quem deu o passo que pela primeira vez
permitiu a abordagem generalizada do estudo das
equacoes algébricas foi o francés Frangois Viete
(1540-1603), considerado o mais eminente mate-
matico do século XVI. Viete ndo era um matemati-
co profissional. Formado em Direito, exerceu esta
profissao na mocidade, tornando-se mais tarde
membro do conselho do rei, primeiro sob Henri-
que lll, depois sob Henrique IV.

Seu hobby, o estudo da matematica, pdde ser
especialmente cultivado num periodo aproximado
de 5anos, antes daascensao de Henrique IV, quan-
do esteve em desfavor junto a corte. Viéte financia-
va, ele préprio, a edicao de seus trabalhos, o que poe em relevo sua devocao
a matematica. Dentre seus feitos de engenhosidade conta-se o de “quebrar” o
sistema criptografico usado pela Espanha (entao em guerra com a Franga), atra-
vés de mensagens interceptadas. Decifrar um cédigo que envolvia cerca de 600
caracteres, periodicamente mudados, foi considerado pelos espanhdis obra de
magia.

ART IMAGES ARCHIVE / GLOW IMAGES

Francois Viéete (1540-1603).



A convencao de Viéte para tirar o estudo das equacoes do terreno dos
casos particulares consistia em indicar por vogais maiusculas as quantidades
incognitas e por consoantes maiusculas as quantidades supostamente conheci-
das. Foi assim que pela primeira vez na histéria da matematica se fez a distincao
formal entre variavel e parametro.

A época de Viete a matematica carecia de uma simbologia universal. Na
algebra, por exemplo, coexistiam lado a lado procedimentos retéricos (sem sim-
bolos) com notagbes parciais e particulares. Se reunisse as notacoes ja sur-
gidas, e que acabaram vingando, com a sua, as equacoes do segundo grau
teriam para Viéte a forma BA2 + CA + D = 0, em que B, C e D sdo parametros
e A, a incégnita. Mas os progressos nao vém todos juntos e Viete, embora ja
usando o sinal +, escrevia A quadratum e posteriormente Ag para o quadrado
de A e aequal em vez de =. Além disso, posto que rejeitasse os nimeros nega-
tivos, seus coeficientes representavam apenas quantidades positivas. Nao foi
senao a partir de 1657, gracas a John Hudde (1633-1704), que os coeficientes
de uma equacao passaram a representar indistintamente nimeros positivos e
negativos.

Viete também contribuiu bastante para a trigonometria. Defensor da re-
presentacao decimal (contra a sexagesimal, ainda muito em uso), calculou o
seno de um grau com 13 algarismos e com base nesse valor preparou extensas
tabuas para as seis fungdes trigonométricas. Mas o mais importante é que se
alguém merece a honra de ser considerado o pai da abordagem analitica da
trigonometria, sem duvida esse alguém € Viete. Em particular foi ele o primeiro
a aplicar transformacodes algébricas a trigonometria.

A notacao de Viéete nao demorou a ser superada pela de Descartes
(1596-1650), em que a, b, c, ... indicam parametros, X, y, z, ..., variaveis
e x", a poténcia enésima de x. Mas suas ideias renovadoras, essas Sao
indeléveis.
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Reducao
ao 1° quadrante

Vamos deduzir formulas para calcular as razoes trigonométricas de x, com x nao

pertencente ao 1° quadrante, relacionando x com algum elemento do 1° quadrante. A

meta € conhecer sen x, cos x e tg x a partir de uma tabela que dé as razoes circulares

dos reais entre O e %

I. Reducgao do 2? ao 1° quadrante

81. Dado o ndmero real x tal que % < x <,

seja P aimagem de x no ciclo. Seja P' o ponto do
ciclo, simétricode Pemrelacao ao eixo dos senos.
Temos:

AP + PA" = m (no sentido anti-horario) e, como
AP' = PA', vem:
AP + AP = 7
portanto AP" = m — x.
E imediato que:
sen x = sen (m — X)
COS X = —CO0S (T — X)

3 | Fundamentos de Matematica Elementar
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REDUCAO AO 1* QUADRANTE

82. Levando em conta as relacdes fundamentais, decorre:

sen X sen (m — X)

BX= 05X ~ —cos(m—x —tglm=x
cotg x = —cotg (m — x)
sec x = —sec (m — X)

COSSEeC X = cossec (m — X)

83. Assim, por exemplo, temos:
sen 115° = sen (180° — 115°) = sen 65°
cos 130° = —cos (180° — 130°) = —cos 50°

2w 2w LT
g5 = tg(r —3)_ € 3
ity At K
cotg - = —cotg (Tr - ?> = —cotgg

II. Reducao do 3% ao 1? quadrante

84. Dado o nimero real x tal que ™ < x < 37“ vi
seja P a imagem de x no ciclo. Seja P' o ponto P!
do ciclo, simétrico de P em relagao ao centro.
Temos:
—_ = . ) . A ) A
AP — PA" = 7 (no sentido anti-horario) u
portanto AP' =x — .

E imediato que:

P
sen x = —sen (X — )
COS X = —COS (X — 1)
85. Em consequéncia, temos:
_senx _ —sen(Xx—m) _
X =osx —cos (X — ) =gx—m

cotg x = cotg (x — )
sSec x = —sec (X — )

COSSEC X = —COSSecC (X — )

@ Fundamentos de Matematica Elementar | 3



REDUCAO AO 1* QUADRANTE

86. Assim, por exemplo, temos:
sen 210° = —sen (210° — 180°) = —sen 30°
cos 225° = —cos (225° — 180°) = —cos 45°

tg%:tg(t—ﬂ—w):tg%

III. Reducao do 4? ao 1? quadrante

87. Dado o nimero real x tal que 3717 < x < 2m,

seja P aimagem de x no ciclo. Seja P' o ponto do
ciclo, simétrico de P em relacao ao eixo dos cos-
senos. Temos:

AP + PA = 2@ (no sentido anti-horario) e, como
AP' = PA, vem:

AP + AP = 2m
portanto AP' = 2m — x.
E imediato que:
sen x = —sen (2 — X)

COS X = CO0S (2m — X)

88. Em consequéncia, temos:

sen X —sen (27 — X)
tgx = = = —tg (2w — x
& COs X cos (27 — X) g (2m )

cotg x = —cotg (2w — X)
sec x = sec (2m — X)

COSSec X = —cossec (2m — X)

3 | Fundamentos de Matematica Elementar
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REDUCAO AO 1* QUADRANTE

89. Assim, por exemplo, temos:
sen 280° = —sen (360° — 280°) = —sen 80°
cos 340° = cos (360° — 340°) = cos 20°

tgﬂTﬂz —tg(2¢r —11—“> = —tg L

6 6
Sm _ _5m)_ s
cossec - = —cossec (217 3 ) = —Ccossec -
R/
V
4
116. Reduza ao 1¢ quadrante:
a) cos 178° e) sen 251° i) tg290°
b) cotg%" f) sec 124° i) cossecllTTr
T 51 3
" = K) tg =—
c) sen6 g) cos3 ) g4
51 T 5
d = h — ) tg=—
) sen 7 ) cos 5 ) tg 3
~ LI Y) q(
IV. Redugcaode|—, - |al|0,—
4° 2 4
90. Dado o ndmero real x tal que % <x< % vi

seja P a imagem de x no ciclo. Seja P' o ponto
do ciclo simétrico de P em relacdo a bissetriz do
1°¢ quadrante. Temos:

AP + PB = % (no sentido anti-horario) e, como
PB = AP', vem

AP +AP' = L entdo AP' =%—x.

2
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REDUCAO AO 1°* QUADRANTE

Considerando a congruéncia dos tridngulos OPP, e OP'P', temos:

OP, = OP'; = sen x = cos (% — x)

2

P,P = P4P' = cos x = sen (E - x)

91. Em consequéncia, temos:
'1T
cos (? - x)
sen x y
tgx_cosx_ - _cotg<§—x)
sen |5 — x)
= LU
cotg x —tg(2 x)
Sec X = cossec (% — x)
cossec X = sec (% — x)
92. Assim, por exemplo, temos:
sen 71° = cos (90° — 71°) = cos 19°
cos 60° = sen (90° — 60°) = sen 30°
tg 50° = cotg (90° — 50°) = cotg 40°
sen — = cos (= = cos —
3 2 3 6
cos 3T — sen (1_5_“) _sen T
12 2 12 12
T 37
tg e cotg (7 — ?) = cotg g
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REDUCAO AO 1* QUADRANTE

EXERCICIOS

117.Reduza ao intervalo [O, %]

a) sen 261° d) sen %" g) cos% j) tg5—Tr
b) sen 4% e) cos 341° h) cos 4% K) tgliT1T
c) senE%qT f) cos2TqT i) tg151° l tg,2TqT
118.Se cos x = % calcule sen (x + %)
119. Sabendo que sen x = % ed=sx=< 2 calcule:
a) cos X d) tg(x+% f) sec( +%>
b) cos (X + %) e) cotg (X + %) cossec ( %)
C) sen (x + %)
120. Calcule:

a) [sen X + cos (1 - X ) [cotg (x — m) — cotg (27 — X)]

2
tg (x — m) + sec (m — X)
[cotg (% — x) — cossec (2w — x)] - coS (% — x)
121. Calcule:
sen (m — Xx) — cos <?—x) —tg (2w — x)

b)

tg(w—x)—cos(2w—x)+sen<%—x>

122. Calcule:

cos (90° + x) + cos (180° — x) + cos (360° — x) + 3 - cos (90° — x)
sen (270° + x) — sen (90° + x) — cos (90° — x) + sen (180° — x)
em funcao de tg x.
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Funcoes
circulares

I. Nogoes basicas

93. Dados dois conjuntos A e B, chama-se relagao binaria de A em B todo subconjun-
to Rde A X B.

( R é relacao binaria de Aem B< R C A X B. )

94. Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relacédo f de A em B recebe o0 nome
de aplicacao de A em B ou funcao em A com imagens em B se, e somente se, para todo
X € A existe um s6y € B tal que (x,y) € f.

( f é aplicacdo de Aem B < (Vx €A, 3|y EB|(x,y) Ef) )

95. Geralmente, existe uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei mediante a
qual, dado x € A, determina-se y € B tal que (x, y) € f.
Entao:

f={xy |xEAyEBey=fx)}

Isso significa que, dados os conjuntos Ae B,afuncao f tem a lei de correspondén-
ciay = f(x).
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FUNCOES CIRCULARES

96. Para definirmos uma funcdo f, definida em A com imagens em B segundo a lei de
correspondéncia y = f(x), usaremos uma das seguintes notagoes:

¢
f:A—B ou A—B
X — f(x) X — f(x)

97. Chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para os quais existe
y € B tal que (x,y) € f. Como, pela definicao de fungao, todo elemento de A tem essa
propriedade, entdo D = A.

98. Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y € B para os quais existe
x € A tal que (x, y) € f. Portanto, Im C B.

II. Fungdes peridédicas

99. Exemplo preliminar

Dado o nimero real x, sempre existem dois niimeros inteiros consecutivos n e
n + 1 tais que n < x <n + 1. Consideremos a fungao f que associa a cada real x o
real x — n, em que n € 0 maior niimero inteiro que nao supera x. Temos, por exemplo:

f(0,1) = 0,1; f(1,1)=1,1-1=0,1; f(2,1) =2, -2=0,1;
f(3) =3 -3=0; f(—5) = (=5) — (-5) = 0; f(7)=7—-7=0.
De modo geral, temos:
O0=x<1=fx)=x—0=x
1=s=x<2=fx)=x—-1
2=x<3=fx)=x—-2

etc.

—-1=x<0 =fx)=x—(-1)=x+1
X—(—2)=x+2

X—(=3)=x+3

—2=<x< —1= f(x)

-3 =x< —2=f(x)

etc.
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FUNGCOES CIRCULARES

Seu grafico é:

xy

Temos:
fix) =fx+1)=fx+2)= fx+3)=fix+4) =..YxER
portanto existem infinitos ndmeros p inteiros tais que f(x) = f(x + p), Vx € R.

100. 0 menor nimero p > 0 que satisfaz a igualdade f(x) = f(x + p), Vx € R é o nu-
mero p = 1, denominado periodo da fungao f. A fungao f € chamada fungao periodica
porque foi possivel encontrar um ndmero p > 0 tal que, dando acréscimos iguais a p em
X, 0 valor calculado para f nao se altera, isto €, o valor de f se repete periodicamente para
cada acréscimo de p a variavel.

101. Definicao

Uma funcao f: A — B é periédica se existir um nimero p > O satisfazendo a
condicao
f(x + p) = f(x), Vx EA

O menor valor de p que satisfaz a condicdo acima é chamado periodo de f.

102. 0 grafico da funcao periédica se caracteriza por apresentar um elemento de cur-
va que se repete, isto &, se quisermos desenhar toda a curva bastara construirmos um
“carimbo” onde esteja desenhado o tal elemento de curva e ir carimbando. Periodo € o
comprimento do carimbo (medido no eixo dos x).

y

x Y

periodo
III. Ciclo trigonométrico

103. Definigao

Tomemos sobre um plano um sistema cartesiano ortogonal uOv. Consideremos
a circunferéncia \ de centro O e raio r = 1. Notemos que o comprimento dessa circun-
feréncia é 2, pois r = 1.
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FUNCOES CIRCULARES

Vamos agora definir uma aplicagao de R v
sobre \, isto €, vamos associar a cada ndmero
real x um unico ponto P da circunferéncia \ do
seguinte modo:

1°) se x = 0, entao P coincide com A; 1

2°) se x > 0, entao realizamos a partir de A um percurso de comprimento x, no
sentido anti-horario, e marcamos P como ponto final do percurso;

39) se x < 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento |x|, no
sentido horario. O ponto final do percurso é P

A circunferéncia \ acima definida, com origem em A, é chamada ciclo ou circun-
feréncia trigonométrica.

Se o ponto P esta associado ao nimero x, dizemos que P é aimagem de x no ciclo.
Assim, por exemplo, temos:

aimagem de = é B a imagem de —% éB'

cy
cy

a imagem de %‘T éB' a imagem de —%T éB
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FUNCOES CIRCULARES

104. Notemos que, se P é a imagem do nimero x,, entdo P também é a imagem dos

numeros:
X0, Xo + 2w, Xo + 4w, Xo + 6, etc.
e também de:

Xo — 2m, Xo — 4w, Xo — 6, etc.

105. Em resumo, P é a imagem dos elemen- vi

tos do conjunto:
X, + 2k

{xER|x=xy+ 2km, k € Z}.

Xo

cy

106. Dois nimeros reais x; = Xo + 2ky1 (k1 € Z) € Xo = Xo + 2kom (ko € Z) que tém a
mesma imagem P no ciclo sao tais que x; — X5 = 2k (em que k = k; — k») €, por isso,
diz-se que x4 e x, sao congruos modulo 21 ou, simplesmente, x; € x, Sa0 cOngruos.

107. Os eixos u e v dividem a circunferéncia em quatro arcos: AB, BA', AB' e B'A.
Dado um numero real x,usamos a seguinte linguagem para efeito de localizar aimagem
P de x no ciclo:

x estano 1° quadrante < P& AB & O+ 2km<x< % + 2k
X estd no 2¢ quadrante < P € BA' & % + 2km<x < + 2km
xestdno 3° quadrante & PEAB e =+ 2km<x< = + 2Kt

X estd no 4° quadrante < P EBA o 7+2k7r<x£21'r+2k1'r
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FUNCOES CIRCULARES

123. Indique no ciclo a imagem de cada um dos seguintes ndmeros:

3w 5 25t 197
Solucao
3m 3 o
™
A =g

Marcamos, a partir de A, um percurso AP

an
=

igual a % do ciclo, no sentido anti-horario.

S5 5
—Z - g "

Marcamos, a partir de A, um percurso AP

<

igual a % do ciclo, no sentido horario.

(1%

¢) 11w =m + 10w

Como 11w — a é mdltiplo de 2, entao
117 e w tém a mesma imagem (A").

<

d —-3w=m—4=w
Como (—3m) — @ € multiplo de 2, en-
tao —3w e w tém a mesma imagem (A').

.
S

25 _ w 24w _ m
@) = —3+ 3 —3+81'r
257 @ v

Assim, 35 e 3 tém a mesma imagem

P que é obtida marcando um percurso

<y

AP igual a % do ciclo, no sentido anti-

anY
N

horario.
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FUNGCOES CIRCULARES

~19m 5w 24w _ 5w

5 6 6 6 97

\y
: 197 51 . ) P
Assim, =g € témamesma ima-
59 5 \\j i

f)

<

gem. Como 5 " 12 21, a imagem
procurada é a extremidade do percurso

AP igual a % do ciclo medido no sentido anti-horario.

m 11w 3w T

124.Indiquenocicloasimagensdosseguintesnimerosreais: s 8 ' 8 8"

137 _1511' 17w _311T

6 2' 4 ° Ta-
125. Represente, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de nimeros:
E={x€R|x=%+kmk€Z} F={x€R|x=k1,kEZ}
Solucao

= 0
X = > + K

k=0 = x= %(imagem: B)

k=1 = x= 37” (imagem: B')

RS
NZN ¥

k=2 = x= 5777 (repeticao: B)

O conjunto E tem como imagem os pontos B e B' do ciclo.

. vi
x =K 5 5
k=0 = x = 0 (imagem: A) /
_ _ T .
k=1 = x= 2(|magem. B) Al A
k=2 = x = m (imagem: A") u
k=3 = x= 3Tﬁ”(imagem: B")
B

k=4 = x = 2 (repeticao: A)
O conjunto F tem como imagem os pontos A, B, A' e B' do ciclo.
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FUNCOES CIRCULARES

126. Represente, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de nimeros reais:

E=XXER|x=kmkeEZ}

F={x€[R§|x=kTTr,kEZ}

G={x€R|x=%+kw,kEZ}

_ - T U
H—{XER|X— 7 +k2,k€Z}

127.Qual dos nimeros é o maior? Justifique.

a) sen 830° ou sen 1195°
b) cos (—535°) ou cos 190°

IV. Funcao seno

108. Definigao

Dado um numero real x, seja P sua ima- T ON\P
gem no ciclo. Denominamos seno de x (e indi-
camos sen x) a ordenada O_Pl do ponto P em
relacao ao sistema uOv. Denominamos funcao
seno a funcado f: R — R que associa a cada
real x o real OP; = sen x, isto é: B'

]
cy

f(x) = sen x.

109. Propriedades

As propriedades da razao trigonométrica seno, ja vistas no capitulo IV, item 52,
a saber: (a) se x é do primeiro ou do segundo quadrante, entao sen x é positivo;
(b) se x € do terceiro ou do quarto quadrante, entao sen x é negativo; (c) se x percorre
0 primeiro ou o quarto quadrante, entdo sen x € crescente; (d) se x percorre 0 segundo
ou o terceiro quadrante, entao sen x é decrescente, sao também validas para a funcao
seno.
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Além dessas, temos para a fungao seno:

1#)Aimagemdafungaosenoéointervalo[—1,1],istoé,—1 <senx =< 1 paratodo
X real.

E imediata a justificacao, pois, se P esta no ciclo, sua ordenada pode variar apenas
de —1a +1.

2%) A funcao seno € periodica e seu periodo € 21r.
E imediato que, se sen x = OP; e k € Z, entdo sen (x + k - 2m) = OP4, pois x e
X + k - 27 tém a mesma imagem P no ciclo. Temos, entao, para todo x real:
sen x = sen (x + k - 2m)

e, portanto, a funcao seno € periddica. Seu periodo € o menor valor positivo de k - 2,
isto €, 2.

110. Grafico o y — sen )
Fazendo um diagrama com x em abscissas e
sen x em ordenadas, podemos construir 0 seguin- 0 0
te grafico, denominado senoide, que nos indica - 1
como varia a funcao f(x) = sen x. 3 >
a N2
4 2
a V3
3 2
m
— 1
2
a 0
3w
= -1
2
21 0
YA K j
1 T 1
0| &mx = 2udmbw
6 4 3 2 3 4 6
_1_
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Observemos que, como o dominio da funcdo seno é R, a senoide continua para
a direita de 2 e para a esquerda de 0. No retangulo em destaque esta representado
apenas um periodo da fungdo. Notemos ainda que as dimensoes desse retangulo sao
27 X 2, isto &, aproximadamente 6,28 X 2 e, em escala, 10,5 X 3,2.

. y

R |

Determine o periodo e a imagem e faga o grafico de um periodo completo das
funcoes dadas nos exercicios 128 a 147.

128.f: R — R dada por f(x) = —sen x.

Solucao

Vamos contruir uma tabela em trés etapas:
12) atribuimos valores a x;

2%) associamos a cada x o valor de sen x;
3%) multiplicamos sen x por —1.

Kx sen x y\ Kx sen x y\ Kx sen x y\
0 0 0 0 0 0
m D m
- - 1 - 1 | -1

0 0 0
3 37 3
> 2| 1 2| "t |1
\27 Joo\& ] 0] J ] 9 1Y

Com essa tabela podemos obter 5 pontos do grafico, que é simétrico da
senoide em relacao ao eixo dos x.
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E imediato que: y

Im(f) = [~1, 1] [ PR N /\
p(f) = 27 al ™

129.f: R — R dada por f(x) = 2 - sen x.

Solucao

Vamos construir uma tabela em trés etapas:
12) atribuimos valores a x;

2%) associamos a cada x o valor de sen x;
3?) multiplicamos sen x por 2.

Kx sen x y\ Kx sen x y\ Kx sen x y\
0 0 0 0 0 0
% % 1 % 1 2

0 0 0
E Y E3 R
\2n J\a] o ) \zm] o] o

Com essa tabela podemos obter 5 pontos do grafico, que deve apresentar
para cada x uma ordenada y que € o dobro da ordenada correspondente da
senoide.

17
E imediato que: 24
senoide
Im(f) = [—2, 2] Y .
p(f) = 2m AR
0 IE AN ' 2 X
. > S
_2_
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130.f: R — R dada por f(x) = —2 - sen x.
131.f: R — R dada por f(x) = |sen x|.

Solucao

Recordemos inicialmente que, para um dado ndmero real a, temos:
a=0= |la=a

a<0 = la=-a

Aplicando essa definicao, temos:

senx = 0 = [sen x| = sen x

(quando sen x = 0, os graficos y = |sen x| e y = sen x coincidem)
senx < 0 = |sen x| = —sen x

(quando sen x < 0, os graficos y = |sen x| e y = sen x s@o simétricos em relacdo
ao eixo dos x).

E imediato que:
Im(f) = [0, 1]
p(f) = m 17

o
ISIEE
3
e
4
w
3
AN
AY
N
3
xY

132.f: R — R dada por f(x) = |3 - sen x|.

133.f: R — R dada por f(x) = sen 2x.

Solugao

Vamos construir uma tabela em trés etapas:
12) atribuimos valores a t = 2x;
2%) associamos a cada 2x o correspondente sen 2x;

3%) calculamos x (x = %)
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Kx t=2x y\ Kx t=2x y\ Kx t=2x y\
0 0] 0 0 0 0
T ™ 0 % ™ 0
N . I N . NGl B B

Com base nessa tabela, podemos obter 5 pontos da curva. Notemos que o
grafico deve apresentar para cada x uma ordenada y que € o seno do dobro
de x. Notemos ainda que para sen t
completar um periodo € necessario que
t = 2x percorra o intervalo [0, 2], isto 1
é, X percorra o intervalo [O, ].

Assim, o periodo de f é: 0
pf)=w—-0=m
E imediato que: Im(f) = [—1, 1]

YA

INER
ISTE]

134.f: R — R dada por f(x) = sen —=.

2
Solucao
C t= % y\ Kx t= % y\ Kx t= % y\
0 0 0 0 0 0
m K ™
™ ™ 0 2 ™ 0
3 3 3
> - |1 SEI B
K 2m j k 2 Oj K41T 2m 9
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E imediato que:
Im(f) = [—1, 1]
p(f) = 4w

FUNCOES CIRCULARES

135.f: R — R dada por f(x) = sen 3x.

Solucao
Kx t = 3x y\ Kx t=3x y\ Kx t = 3x ﬁ
0 0 0 0 0 0
e I T T
2 2 | 1 5| 2 | 1!
Tr o 0 % 1T 0
31 3 1y 3
> - |1 2| 2 |1
2m 2m 0 2T on 0
\_ NG 3 /
E imediato que:
Im(f) = [-1, 1] A
2
p(f) = 3 14-
T 2w
3 3
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136.f: R — R dada por f(x) = —sen %

137.f: R — R dada por f(x) = 3 - sen 4x.

138.f: R — R dada por f(x) = 1 + sen x.

Solucao

Kx sen x y\ Kx sen x y\ Kx sen x y\
0 0 0 0 0 1
[ ™ m
a0y 0y 0 a 0 1
3 37 3

> 2| 2| "t ]

\2s JoNem| o] J ] o |9

Notemos que o grafico deve apresentar para cada x uma ordenada y que €
igual ao seno de x mais uma unidade. Se cada seno sofre um acréscimo de
1, entdo a senoide sofre uma translacao de uma unidade "para cima".

E imediato que:
Im(f) = [0, 2]
p(f) = 2w yA

senoide

139.f: R — R dada por f(x) = —2 + sen x.
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140.f: R — R dada por f(x) =1 + 2 - sen x.
1441.f: R — R dada por f(x) = 2 — sen x.

142.f: R — R dada por f(x) = —1 + sen 2x.
143.f: R — R dada por f(x) =1 + 3 - sen %

144.f: R — R dada por f(x) = sen (x - 1)

4
Solucao
Kx t=x-=2 y\ Kx t=x- = y\ Kx t=x—-2 y\
4 4 4
™
0 0 0 T 0 0
™ ™ 3 ™
2 2 = =2 1
T T 0 % ™ 0
3w 3 7 3
= > |Y =] =z |?
2m 2m of [2m| o 0
\_ L 4 J

Notemos que o grafico deve apresentar para cada x uma ordenada y que € o
senode x — % Notemos que para sen t completar um periodo € necessario
quet =x — % percorra o intervalo [0, 2], isto €, x percorra o intervalo
o Om
47 4 |
Assim, o periodo de f é:
O w

p(f) = 5 — - =2

3 | Fundamentos de Matematica Elementar 101



FUNGCOES CIRCULARES

E imediato que:
Im(f) = [~1, 1]

ya senoide

SAN

145.f: R — R dada por f(x) = sen (x + %)

146.f: R — R dada por f(x) = sen <2x - ?>

147.f: R — R dada por f(x) =1 + 2 - sen (% - %)

148. Sendo a, b, ¢, d ndmeros reais e positivos, determine imagem e periodo da
funcao f: R — R dada por f(x) =a + b - sen (cx + d).

Solucao

Facamos cx + d = t. Quando x percorre R, t percorre R (pois a funcao afim
t = cx + d é sobrejetora) e, em consequéncia, sen t percorre o intervalo
[—4,1],b - sent percorre o intervalo [—b,b]ey = a + b - sen t percorre o
intervalo [a — b, a + b], que é a imagem de f.

Para que f complete um periodo é necessario que t varie de O a 21, entao:

t=0 = cx+d=0 :x=—%
t=2m =>cx+d=2ﬂrr:>x=2——i
© @
Portanto:
p:AX:<2_ﬂ_i>_<_i>:2_ﬂ_
© © © c
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149. Determine o periodo da funcao dada pory = 3 sen (27rx + %)

150. Construa o grafico de um periodo da funcao f: R — R tal que

flx) =1 — 2 - sen <2x _%)

151. Para que valores de m existe x tal que sen x = 2m — 57

Solucao
Para que exista x satisfazendo a igualdade acima, devemos ter:

—1s2m —-5=<=1 ©4=2mM=06 © 2=m =< 3.

152. Em cada caso abaixo, para que valores de m existe x satisfazendo a igualdade:

m—:L,P

a) sen x =2 — 5m; b)senx=m_2.

V. Func¢do cosseno

111. Definigao

Dado um numero real x, seja P sua ima-
gem no ciclo. Denominamos cosseno de x (e

indicamos cos x) a abscissa 0_I32 do pontoPem A

relacao ao sistema uOv. Denominamos funcao

cosseno a funcao f: R — R que associa a cada

real x o real OP, = cos X, isto &, f(x) = cos x. B’

112. Propriedades

As propriedades da razao trigonométrica cosseno, ja vistas no capitulo 1V, item
57, a saber: (a) se x & do primeiro ou do quarto quadrante, entao cos x é positivo; (b)

se x é do segundo ou do terceiro quadrante, entao cos x € negativo; (c) se x percorre o
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primeiro ou o segundo quadrante, entao cos x € decrescente; (d) se x percorre o tercei-
ro ou o quarto quadrante, entao cos x é crescente, sao também validas para a funcao
cOSsseno.

Além dessas, temos para a funcao cosseno:

1%) A imagem da funcao cosseno € o intervalo [—1, 1], isto €, —1 < cos x < 1 para
todo x real.

2%) A funcao cosseno € periddica e seu periodo € 2.

113. Grafico
Fazendo um diagrama com x em abscissas e ( \
cos x em ordenadas, podemos construir o seguinte X y = COS X
grafico, denominado cossenoide, que nos indica
como varia a fungao f(x) = cos x. Y 1
ul RE]
6 2
ul N2
4 2
sl 1
3 2
™
— 0
2
o -1
37
— 0
2
K 2 1 /

27 X
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Observemos que, como o dominio da fungdo cosseno é R, a cossenoide continua
para a direita de 27 e para a esquerda de zero. No retangulo em destaque esta repre-
sentado apenas um periodo da fungao. Notemos ainda que as dimensoes desse retan-
gulo devem manter a proporcao na escala 2w X 2, isto €, aproximadamente 6,28 X 2
(em escala, 10,6 X 3).

Determine o periodo e a imagem e faga o grafico de um periodo completo das
funcOes dadas nos exercicios 153 a 167.
153.f: R — R dada por f(x) = —cos x.
154.f: R — R dada por f(x) = 2 - cos Xx.
155.f: R — R dada por f(x) = —3 - cos x.
156.f: R — R dada por f(x) = |cos x|.

157.f: R — R dada por f(x) = cos 2x.

158.f: R — R dada por f(x) = cos %

159.f: R — R dada por f(x) =1 + cos x.

160.f: R — R dada por f(x) =1 + 2 - cos 3x.

161.f: R — R dada por f(x) = cos (x - %)

162.f: R — R dada por f(x) = 2 - cos (x - %)

163. Determine imagem e periodo da funcao f: R — R dada por

f(x) = -1 + 2 - cos (3x—%>.
t+2

P
2t—1-

164.Para que valores de t existe x satisfazendo a igualdade cos x =
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165. Esboce o grafico da funcao f: R — R tal que f(x) = sen x + cos x.

Solugao

Notemos que para cada x esta funcao associa um y que € a soma do seno
com o cosseno de x. Vamos, entao, colocar num diagrama a senoide € a
cossenoide e, para cada x, somemos as ordenadas dos pontos encontrados

em cada curva.

. . YA
Veremos mais adiante que: Sgn @

Im(f) = [-V2, V2] g

p(f) = 2m cos e~ 1} /

166. Esboce o grafico de um periodo da funcao f: R — R dada por f(x) = cos x — sen x.

167.Prove que,se 0 < x < % entao sen x + cos x > 1.

Sugestao: ciclo trigonométrico e desigualdade triangular.
168. Determine o periodo da funcao y = 3 cos 4x.

169. Calcule a soma dos 12 primeiros termos da série cos a, c0s (a + 1), c0s (a + 27), ...

VI. Func¢do tangente

114. Definigcao
Dado um ndmero real x, y C
. s W
X # —= + Kk, PAT
2
seja P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta oP A A

XY

e seja T sua intersecao com o eixo das tangentes. De-
nominamos tangente de x (e indicamos tg x) a medida P,

algébrica do segmento AT.

106 Fundamentos de Matematica Elementar | 3



FUNCOES CIRCULARES

Denominamos funcao tangente a funcao f: D — R que associa a cada real X,
X # % + ki, 0 real AT = tg x, isto &, f(x) = tg x.

Notemos que, para x = % + ki, P esta em B ou B' e, entao, a reta OP fica

paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nao existe o ponto T, a tg x nao é de-
finida.

115. Propriedades

Além das propriedades ja vistas no capitulo IV, item 61, para a razao trigonométri-
ca tangente, ou seja, (a) se x € do primeiro ou do terceiro quadrante, entao tg x € positiva;
(b) se x é do segundo ou do quarto quadrante, entao tg x € negativa; (c) se x percorre
qualquer um dos quatro quadrantes, entao tg x € crescente, temos também para a fun-
¢ao tangente:

1%) O dominio da fungao tangente € D = {x ER|x+# % + kTr}.

2?)Aimagemdafuncaotangente é R,isto €, paratodoyreal existe umxrealtal que

tgx=y.

De fato, dado y € R, consideremos sobre o eixo das tangentes o ponto T tal que
AT = y. Construindo a reta (?T observamos que ela intercepta o ciclo em dois pontos,
P e P', imagens dos reais x cuja tangente € y.

3?) A funcao tangente é periddica e seu periodo € .

De fato, setg x = AT e k € Z, entao tg(x + k) = AT, pois x e X+ + km tem imagens
P eP' commdentes ou diametralmente opostas no ciclo e, assim, op = OP‘ portanto
OPNc=0PNec.

Temos, entao, para todo x real e X # % + Kkir:
g X = tg(x + km)

e a funcao tangente é peridédica. Seu periodo é o menor valor positivo de ki, isto &, .

116. Grafico

Fazendo um diagrama com x em abscissas e tg x em ordenadas, podemos cons-
truir o seguinte grafico, denominado tangentoide, que nos indica a variacao da fungao
f(x) = tg x.
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y=tgx\

V3

-3

&<t

&lo

&l

21

tg i

YA

7

EXERCICIOS

170. Qual é o dominio da funcao real f tal que f(x) = tg 2x?
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Solucao

Facamos 2x = t. Sabemos que existe tg t se, e somente se, t # L
~ 2

(k € Z), entao:

2x;ﬁ1+kw:x¢1+k1

- - S (ke)e

_ LI
D(f)—{xE[REIx;e q +k2,kez}.

171. Qual é o dominio das seguintes fungdes reais?
a) f(x) = tg 3x b) gx) = tg <2x - %)

172.Para que valores de o existe x tal que tg x = Va2 — 5o + 472

™

173. Esboce o grafico e dé o dominio e o periodo da fungao real f(x) = tg (x - T)

Solucao
,Tr p—
Facamos x i t.
m m

. a — W W
Temos.EItgt:>t¢2+kw:>x 4¢2+kw

entéoD(f)={x€R|x¢%Tﬂ+kTr,kEZ}.
Para tg t descrever um periodo completo devemos ter:
T 0 v Ly Ly 0y 3

entao p(f) = %TF" —(—%) = @

4
teremos (poranalogia com as funcoes ja vistas)

Como a funcao associa a cada x a tg (x = 1)

um grafico que é atangentoide deslocada de% —

ENE]
.l>|‘=']“
<Y

para a direita.
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VII. Func¢ao cotangente

117. Definigao

Dado um numero real x, x # km, seja > d
P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta P
OP e seja D sua intersecao com o eixo das
cotangentes. Denominamos cotangente de x : >
(e indicamos cotg x) a medida algébrica do
segmento BD. Denominamos funcdo cotan-
gente a funcao f: D — R que associa a cada
real x, x # km, o real BD = cotg x, isto €, B
f(x) = cotg x.

Notemos que, para x = ki, P esta em Aou A' e, entdo, a reta 6I5 fica paralela ao
eixo das cotangentes. Como neste caso nao existe o ponto D, a cotg x nao é definida.

118. Propriedades

Sao validas para a fungao cotangente as propriedades ja vistas no capitulo IV,
item 65, para a razao trigonométrica cotangente, a saber: (a) se x € do primeiro ou do
terceiro quadrante, entao cotg x € positiva; (b) se x é do segundo ou do quarto quadran-
te,entao cotg x € negativa; (c) se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entao
cotg x € decrescente. Além dessas, temos:

12) O dominio da fun¢do cotangente é D = {x € R | x # k}.

2?) A imagem da fungao cotangente é R, isto €, para todo y real existe um x real
tal que cotg x = .

3?) A funcao cotangente € periddica e seu periodo € mr.

119. Grafico

Considerando arcos, por exemplo, do 1° e 2°¢ quadrantes, temos a seguinte rela-
cao de pares ordenados (x, cotg x) para tracar o grafico da cotangente:

B
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VA

cotg x |

El~N

111

Fundamentos de Matematica Elementar

3



FUNCOES CIRCULARES

VIII. Funcao secante

120. Definigao

Dado um numero real x,

X #F % + ki, B
seja P sua imagem no ciclo. Consideremos ¢
a reta s tangente ao ciclo em P e seja S sua
intersecdo com o eixo dos cossenos. Deno- A 0 n S o
minamos secante de x (e indicamos sec x) a su

abscissa OS do ponto S. Denominamos fun-
cao secante a funcao f: D — R que associa

m
acadareal x,x # > + Kk, oreal OS = sec x, B’

isto €, f(x) = sec x.
™ . , ~ .
Notemos que, para x = > + ki, P estda em B ou B' e, entao, a reta s fica
paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso nao existe o ponto S, a sec x nao é
definida.

121. Propriedades

A funcao secante tem as mesmas propriedades ja vistas no capitulo IV, item 67,
para a razao secante, a saber: (a) se x € do 1° ou do 4° quadrante, entao sec x € posi-
tiva; (b) se x € do 2° ou do 3° quadrante, entdo sec x é negativa; (c) se x percorre o 1°
ou o 2° quadrante, entao sec x € crescente; (d) se x percorre o 3° ou o0 4° quadrante,
entdo sec x é decrescente. Além dessas, ha, ainda:

1?) O dominio da funcao secante é D = {x ER|x # % + kﬂ}.

2%) A imagem da fungao secante é R — ]—1, 1], isto é, para todo y real, com
y < -—1ouy=1,existe um x real tal que sec x =y.

3?%) A funcao secante é periddica e seu periodo € 2.
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122. Grafico
Tabela de pares ordenados (x, sec x), relativa aos valores do 1° e 2° qua-
drantes:
vy K X secx\ K X secx\
2
0 1 =5 2
™ 23 \2
— - — —N2
6 3

‘N
“ [
INE]
ol
m|g‘
‘&)
w

)

/
ME!
-
/
N

secx A

periodo completo da funcao sec x
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IX. Fung¢ao cossecante

123. Definigéo

Dado um numero real x, x # ki, seja P sua imagem no ciclo. Consideremos a
reta s tangente ao ciclo em P e seja C sua intersecao com o eixo dos senos. Denomi-
namos cossecante de x (e indicamos por cossec x) a ordenada OC do ponto C. Deno-
minamos funcao cossecante a funcao f: D — R que associa a cada real x, x # kmr, 0
real OC = cossec X, isto é, f(x) = cossec x.

Notemos que, para x = ki, P estd em A ou A' e, entao, a reta s fica paralela ao
eixo dos senos. Como neste caso nao existe o ponto C, a cossec x nao é definida.

\"

>

\

C

wv
cV

124. Propriedades

Sao validas as propriedades vistas no capitulo IV, item 69, para a razao tri-
gonométrica cossecante, também para a fungao cossecante, a saber: (a) se x é do
1° ou do 2¢ quadrante, entao cossec x € positiva; (b) se x € do 3° ou do 4° quadrante,
entdo cossec x € negativa; (c) se x percorre 0 2° ou 0 3° quadrante, entao cossec x
€ crescente; (d) se x percorre 0 1° ou o 4° quadrante, entao cossec x € decrescente.
Além dessas, temos:

12) O dominio da funcdo cossecante é D = {x € R | x # k}.

2?%) Aimagem da funcao cossecante € R — ]—1, 1], isto &, para todo real y, com
y<-—-1ouy =1, existe um x real tal que cossec x =y.

3?%) A funcao cossecante é periddica e seu periodo é 2.
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125. Grafico

cossec X A

1

3
W,
@
N
B)
<y

wla4------
Nag------

EXERCICIOS

b v

175. Determine o dominio e o periodo das seguintes fungdes reais:

f(x) = cotg (x - %) g(x) = sec 2x, h(x) = cossec (x + %)

176. Em cada caso, determine o conjunto ao qual m deve pertencer de modo que exista
x, satisfazendo a igualdade:

=V2-m _2m-1

a) cotg x C) cossec X 1 3m

b) secx =3m—2
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- 1 /1 + cos x
177. Simplifique 1T+ secx V1 —cosx"

178.Dé uma expressao, em fungao de cotg x, equivalente a

COSSEC X — Sen X
sec X — Cos X

2
179.Se 0 # S 2kar, k inteiro, calcule _c0s76
2 1—senb

em funcao de sen 6.
- = = - cos? x — sen* x
180. Determine uma expressao, em funcao de cos x, equivalente a W
- X
181. Determine, em fungao de cossec x, uma expressao equivalente a

sen X 1 + cos x
1 + cos x sen x

182. Se sen x + cossec (—x) = t, calcule sen? x + cossec? x em funcao de t.

tg2x + 1
cotg?x + 1’

183.Se sen x = n— 1, calcule em funcgao de n.

X. Funcgoes pares e fungoes impares

126. Definigao

Uma fungcao f: A — B é denominada funcao par se, e somente se:
f(x) = f(—x), Vx € A
isto €, dando valores simétricos a varidvel, obtemos o mesmo valor para a funcao.
Exemplos:
1°) f(x) = |x| é funcao par, pois |—x| = ||, ¥x € R.
29) f(x) = x2 é funcado par, pois (—x)? = x2, Vx € R.

39) f(x) = X—12 é funcao par, pois ﬁ = x_12 Vx € R*,
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Da definicao decorre que o grafico de uma fungao par € simétrico em relagcao ao
eixo y, pois:
xy)ef=(-xyef

Ay=1Ix Ay =x VW=

xy

xy

xy

127. Definigao
Uma funcgao f: A — B é denominada fung¢ao impar se, e somente se:

f(—x) = —f(x), Vx € A

isto é, dando valores simétricos a varidvel, obtemos valores simétricos para a

funcao.
Exemplos:
1°) f(x) = 2x é funcao impar, pois 2(—x) = —2x, Vx € R.
29) f(x) = x3 é funcao impar, pois (—x)3 = —x3, Vx € R.
3?) f(x) = 1 € fungao impar, pois 1 = —i, Vx € R*,
X (—x) X

Da definicao decorre que o grafico de uma funcao impar € simétrico em relacao
a origem do sistema cartesiano, pois:

x,y) Ef=(—x, -y ef

= x3
Ay=2x Ay

xy
xy
xy
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128. 0s nimeros x e —x tém, no ciclo, imagens simétricas em relacdo ao eixo dos
cossenos. Em consequéncia, temos:

sen (—x) = —sen x, Vx € R
cos (—x) =cos x, VX ER

portanto, de acordo com as definicoes dadas, a funcao seno é funcao impar e a funcao
cosseno € fungao par.

&
>

184. Verifique a paridade das funcoes:
a) tg x C) Sec X
b) cotg x d) cossec x

185. Uma fungao, com dominio simétrico em relagao a origem, € par se f(—x) = f(x) e é
impar se f(—x) = —f(x), qualquer que seja x pertencente ao dominio.

a) Prove que, se f é impar e O pertence ao seu dominio, entao f(0) = O.
b) Prove que, se f é par e impar, entao f(x) = 0.

186. Seja a funcao f: R — R definida por f(x) = 3. Determine a paridade da fungao
g: R — R definida por

n fatores
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Transformacoes

I. Formulas de adigcao

Vamos deduzir férmulas para calcular as fungdes trigonométricas da soma
(a + b) e da diferenca (a — b) de dois nimeros reais quaisquer a e b, conhecidas as
funcdes circulares de a e de b.

129. Cosseno da soma

Sejam P, Q e R os pontos do ciclo asso-
ciados aos nimeros a, a + b e —b, respectiva-

vy
mente. Em relacao ao sistema cartesiano uOv,
G 6/—

as coordenadas desses pontos sao: a+b
P (cos a, sen a) P
Q (cos (a + b), sen (a + b)) \a
A

R (cos b, —sen b)

u
Os arcos A_@ e RP tém a mesma medi- -b
da, portanto as cordas AQ e PR tém medidas R
iguais. Aplicando, entao, a férmula da distan-

cia entre dois pontos, da Geometria Analitica,

temos:
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dag = (g — Xa)® + (Yo — Ya)? =

RP

[cos (@ + b) — 112 + [sen (a + b) — 0]2 =
cos?2(a+b)—2-cos(@a+b)+1+sen?2(a+b)=
2—-2-cos(a+Db)

(Xp — Xp)%2 + (Yp — YR)? =

(cos a — cos b)2 + (sen a + sen b)2 =
cos?a—2-cosa-cosb+cos?b+sen?a+2-sena-senb + sen?b =
2—-2-cosa-cosb+2-sena-senb

dag=0dgp = 2 —-2-cos(@a+hb)=2—-2-cosa-cosh+2-sena-senb

e, entao, vem a férmula:

(cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb)

130. Cosseno da diferencga

A partir da férmula anterior podemos obter o cosseno da diferenca:
cos (a —b)=cos[a + (—b)] = cosa:-cos(—b) —sena-sen(—b)=

entao:

=cosa-coshb —sena-(—senb)

(cos(a—b)=cosa~cosb+sena-senb)

131. Seno da soma

sen (a + b) =cos[%—(a+b)]=cos[<%—a)—b]=
- LI . LI .
—005(2 a) cosb+sen<2 a) senb
entao:
(sen(a+b)=sena-cosb+senb-cosa)
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132. Seno da diferenca

A partir do seno da soma podemos obter o seno da diferenca:
sen(a —b) =sen[a + (—b)] = sena - cos (—b) + sen (—b) - cosa =

=sena-cosb + (—senb)-cosa

entao:

(sen(a—b)=sena~cosb—senb~cosa)

133. Tangente da soma

A tangente da soma pode ser obtida com o seno e o cosseno da soma:

t (a+b):sen(a+b):sena-cosb+senb-cosa:
& cos(a+b) cosa-coshb—sena-senb

sena-cosb + senb - cosa
cosa-cosb

cosa-cosb —sena-senb
cosa-cosb

sen a - cosh N senb - cosd
cosa-coshb  cosa-cosb
cosa - costh sena-senb
cosa-cosb cosa-cosb

entao:

t +tg b
[tg<a+b)=—1§fga_gtng

Esta formula s6 é aplicavel se:

™ ™ ™
a;ﬁ?‘f'k"ﬂ, b?k?'f'k’ﬂ e a+b7”=?+kﬂ

134. Tangente da diferenca

Da férmula anterior temos:
B ., _ tga+tg(=b) _ tga+(—tgh)
g@-b) =+ (M=o 1T-tga (—gb

=y
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entao:

_ tga—tghb
[tg(a_b)_1+tga-tng

Esta formula s6 é aplicavel se:
v

o+ K, b# =~ +kr e a—b#— + kr

a# > >

135. Cotangente da soma

De modo analogo a tangente da soma, temos:

cos(a+b) cosa-cosb—sena-senb

cotg (a + b) = = =

g ) sen (a + b) sena-cosb + senb-cosa
cosa-cosb —sena-senb
. sena-senb B
sena-cosb + senb - cosa

sena-senb
cosa-cosb sena-serb
_ sena-senb  sena-semb
s/en’a/-cosb+§9ﬁ’b/-cosa
sead-senb  sena-serb
entao:

__cotga-cotgh — 1
[cotg(a+b)— cotg a + cotg b ]

Esta formula s6 é aplicavel se:

aF*km, b#kw e a+b#knm

136. Cotangente da diferenca

Da cotangente da soma temos:

cotg a - cotg (—b) —1
cotg (@ — b)= cotg [a + (—b)] = cogtg — fo‘([g (lb)

cotga - (—cotgb) —1  —cotga-cotgh — 1
cotga + (—cotgb) ~  cotga — cotgb
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entao:

., _ Cotga-cotgh + 1
[cotg(a b) = cotg b — cotg a J

Esta féormula s6 é aplicavel se:
aFkm, b#kme e a—Db#km

3

187. Calcule os valores de:

a) cos 15° c) tg 75°
b) sen 105° d) sec 285°
Solucao

a) cos 15°= cos (45° — 30°) = cos 45° - cos 30° + sen 45° - sen 30° =
V2 3 2 1 _6+12

= — — f — . —

2 2 2 2 4

b) sen 105° = sen (60° + 45°) = sen 60° - cos 45° + sen 45° - cos 60° =

B2 1 Ve
2 2 2 2 4
tg 45° + tg 30°

©) 1§ 75° = tg (45° + 30°) = T 7mr o307 —

V3
i =
_ 3 _3+\@_2+\/§
V3 3-143
1_1?

o — o _ 1 _ 1 _ 4 .
d) sec 2857 = sec 75° = 5 75 _cos(45°+30°)_\@_@_‘/6+‘/§
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188. Calcule cotg 165°, sec 255° e cossec 15°.
189.Dados:tg A =2 etg B = 1, ache tg (A — B).
190. Calcule o valor da expressao sen 105° — cos 75°.

3

5 ecosy = > calcule o cos (x + y), sabendo que 0 < x < I

191. Dados: sen x = 13 b

Solugao

1°) cos x = +V1 —sen’x = + /1—%:%

/ 25 12
el = — —_ 2 = — —_—e—_— e — —
2°) seny N cos 1 169 13

3°)cos (X +y)=CcoSX-COSYy — Senx:-seny =
4 5 3 —12 56

5 13 5 <13 65

192. Sabendo que tg a = 2 esenb = 4 com —

<b< .
3 5 > b < mr, calcule tg (a + b)

Solucao
1°) cos b = —V1 — sen? :—/1_£:_£
25 5
4
0 -_5__4
2-)tgb—_3— 3
5
2_4 _2
0 _ tga+tgb 3 3 _ 3 _ 6
3)tg(a+b)_1—tga-tgb_1_2(_4>_ 17 47
3\ 3 9
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_ 15 __3 s 3w
193.Sabendoquesenx—ﬁ, seny = 5,O<x< > em<y< > , calcule

sen (x +y),cos (x +y)etg(x +y).

194. Estude a variacao das seguintes fungoes reais:
a) f(x) = sen 2x - cos x + sen x - COS 2x

b) g(x)=—2~cosx+£-senx

2 2
_1+tgx
¢) hix) = 1—tgx
Solugao
a) f(x) = sen (2x + x) = sen 3x "
entao:
D(f) = R 19-
2 ™ 27
= —_— 3 3 -
3 0 i i T ;
Im(f) = [—1, 1] 6 \2
_1 [ P —

b) g(x)=cosx-cosl+senx~senl=cos(x—%>

_ 4 4
entao:
D(g) = R
p= 2w
Im(g) = [—1, 1]

YA
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T
th-i-th o
¢) h(x) = —————=1g(x + - vA
1—tg7~tgx
entao: 3n 71771 -
D(h)z{xe[ﬁe|x¢%+kw} 4] 2 4 4;
p=m
Im(h) = R

Q) ™ Q)
x———:>tg<—7+7>—tg0—0

195. Estude a variacao das seguintes fungoes reais:
a) f(x) = cos? 2x — sen? x sen x + cos X
b) g(x) = V3 - cos x — sen x ©) M0 = Gosx = sen x
196. Qual é o periodo da funcao f: R — R dada por:
f(x) = sen x - cos 2x - cos 3x — sen x - sen 2x - sen 3x +
+ Ccos X - sen 2x - cos 3x + cos X - sen 3x - coS 2x

197. Sabendo que tg 75° = 2 + V3 e tg 60° = V3, calcule tg 15°.

II. Formulas de multiplicagcao

Vamos deduzir férmulas para calcular as fungdes trigonométricas de 2a, 3a,
4a, etc., conhecidas as fungdes circulares de a.

137. Funcoes circulares de 2a

Facamos 2a = a + a e apliguemos as formulas de adicao:
l)cos2a =cos(a +a)=cosa-cosa—sena-sena

entao:

cos 2a = cos?a — sen? a
cos2a=2-cos?2a—1
cos2a=1—2-sen?a
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I) sen2a = sen(a +a) =sena-cosa + sena- cosa

entao:
(sen2a=2-sena-cosa)
tga+tga
itg2a =tg(a + a) = ——>—
) tg g ( ) T-tga -tga
entao:

_2-1ga
[ tg2a——1_tgza }

138. Funcgoes circulares de 3a

Fazendo 3a = 2a + a e aplicando as férmulas de adicao, temos:

cos (2a +a)=cos2a-cosa— sen2a-sena =

I) cos 3a
=(2-cos2a—1)cosa — (2 -sena-cosa)sena =

=(2-cos2a—1)cosa—2sen?a-cosa=

=(2-cos2a—1)cosa— 2 (1 —cos?a)cosa

entao:
( cos3a=4-cos®a— 3-cosa J
I) sen 3a=sen (2a + a) =sen2a-cosa + sena-cos 2a =
=(2-sena-cosa)-cosa+sena(l—2-sen?a)=
=2-sena-(1—sen?a)+sena-(1—2sen?a)
entao:

(sen3a:3-sena—4-sen3a)

=
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2tga
tg 2a + g a 1_—tg2a+tga
HD@3a=tg@a+a):1——g2a-@a:: 2tga )
T ioge 0

_2-tgattga-(1—tg?a)
(1—tg2a)—2-tga-tga

entao:

1—3-tg2a

o — g
[tg3a=3 tga —tg°a J

Ng EXERCICIOS

<

198.Sendo tg x =

3w
e em<x< >0 calcule sen 2x.

Solucao

sen X = — tg2x S
T NI+ E@x

199. Calcule sen 2x, sabendo que: tg x + cotg x = 3.
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201.

202.

203.

204.

205.

206.

TRANSFORMAGCOES

Sendo cotg x = % e 0<x<— 2 calcule cos 2x.

Solucao

cossec x = V1 + cotg2x = /1+12i54=1—53:> sen x =

25 119
169 169

-
13

cos2x=1—-2-sen?2x=1-2-

| )

,com0O <a <?

Sendo sec x = % e 37“ < x < 2, calcule tg 2x.

Sendo sen o =

) calcule sen

-l>|=] r\)|:1 w

b) calcule cos (

Solugao

== _ [626 . T
tg x = —Vsece x = 576 1 = 5a
_14
2 - tg x 24 336
tg2x_1—tg2x_l_ 19 527
576

Se cos x = % e %‘T < Xx < 2, calcule sen 3x.

12 o
=< e L <x< .
Se sen x 13 e > X , calcule cos 3x

Se sec x = % e 0<x< % calcule tg 3x.

Calcule sen? —= 15 cos? -2 P tg +tg — 14“
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207.Esboce o grafico da funcdo y = 2 - sen? x utilizando o gréfico de cos 2x.

Solucao
A partir da identidade cos 2x = 1 — 2 - sen? x, temos:

y=2-sen?2x = y =1 — cos 2x

g X 2x COS 2x y )
YA
0 0 1 0
U T 1
4 2 0 2-————1 —————— B |
. /3 N\E
? I _1 2 - 1 : I :
37 3 E E E E
4 |2 | o)t L4 INE
0f = = 3= @™ X
K oy 21 1 0 j 4 2 4
208. Estude a variacao das seguintes fungdes reais:
a) f(x) = cos*x — sen* x ¢) h(x) = cos?* x + sen* x

b) g(x) = 8 - sen? x - cos? x

209. Qual é o periodo das seguintes funcoes reais?
a) f(x) = sen x - cos x
b 1 —tg2 2x
) 80 = T g7 ox

¢) h(x) = cos® x + sen® x

210. Sabendo que sen a = % ecosa= % calcule sen 2a + cos 2a.

211. Se a e b sao angulos positivos inferiores a 180°, calcule sen 2a e cos 2b, sabendo

ueseca——iecosb—l
q T2 -3

Ll

212. A igualdade tg x = a cotg x + b cotg 2x é valida para todo x real tal que x # >

Determine a e b.
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III. Formulas de divisao

Vamos deduzir formulas para calcular as funcoes trigonométricas de

X
. - ) 2’
conhecida uma das funcoes circulares de x.

139. E dado o cos x

Sabemos que cos 2a = 2 cos?a — lecos2a =1 — 2 - sen? a, portanto, fazendo
2a = x, teremos:

4 3\

1 + cos x

= 2 X _ COSL=+'—
CcoS X = 2 c0S 5 1 = > i 5

\ J

4 3\
COSX:1—2'SGH2L$ Seni:+ ﬂ
2 2 2

\ J

s A

X sen% X [ 1 — cos x
—_—= — — = or P —
€3 X = tg2 vV 1+ cosx

COSE \ J

Os sinais (=) s6 tém sentido quando se conhece cos x, sem conhecer x. Assim,
sabendo que cos X = cOS Xg, temos:

12) s0luga0: X = Xo + 2k = % = % tkr (1)
22) 50lUGA0: X = —Xg + 2km = % = —"2—0 + Kk (2)

As expressoes (1) e (2) nos indicam que, dado cos X, existem 4 possiveis
arcos % pois k pode assumir valores pares ou impares, 0s quais dao origem a dois

valores para cos % sen X e g % Provemos que existem dois valores simétricos

2
para cos % por exemplo:

: X _ Xo — cos 2o
Em (1) k par: cos > cos( 5 + 2k1’1T> cos >
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Em (1) k impar: cos X = cos Xo (2ky + 1) cos Xo + = —Co0Ss Xo
par.cos 5= 2 1= 2 2
. X oos [~ 2o ~oos (220 Z cos X0
Em (2) k par: cos 5 cos( > + 2k1q-r> cos( > > cos >
0 Xo
Em (2) k impar: cos X = cos + (2ky + I)m|=cos | —— + =
2 2 2
= —cos 20

2

140. E dado o sen X

Sabemos que cos x = V1 — sen? x, portanto, tendo sen x, calculamos cos x e
entramos com as férmulas do paragrafo anterior.

NX
A A

213.Se sen x = g—g e ? < x < 1, calcule as funcoes circulares de ?

Solucao

Observemos que % <

N[>
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~ . m
214. Calcule as fungoes circulares de —.

8
Solucao
Sabemos uecosi—ﬁ
a 4 2
Portanto, temos:
1 — cos & _Q
sen X — 4 1 2 N2-+2
8 2 - 2 - 2
i U N2
cos X — A e _N2+42
8 2 2 2
1 — cos = _Q
X 4 1= 2—\/§
1+cosT 1+£ 2+
2

215. Dados sen 6 = i e I < 6 < r, calcule

572
A=25sen6+\/1_Osen%.
216.Se0<a, < — ¢ cos(a)—L calcule cos Gn
: n-2 i+ 1 2 )
5 X
217.Setgx = 12,calcule sen o
Solucao
cos x = = = =%
th 1425 25
144
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~ L o X
entao ha 4 possibilidades para sen ?:

V26 _ V26 _ 5V26 5V26
- + OU—26.

26

26’ 26’
218. Sabendo que x € um arco do primeiro quadrante e cos x = % determine sen 5
etg X
>
24 ay X X X
—el0<x< -5 calcule sen 7 cos e g R

T+ X
2

220.Sendo secx=4¢e 3% < x < 2, calcule tg(
L ~ 1 — cos 2x
221. Estude a variacao da fungao f: R — R dada por f(x) = —

= sen? x, portanto,

219. Sabendo que cos x =

)

Solucao
De cos 2x = 1 — 2 sen? x decorre que 1- C203 2
f(x) = Vsen? x = [sen x|
Ja vimos que:
DIf) = R yA
p=m 1
Im(f) = [0; 1]
’ IE 17\\ é /,‘I21T ;
2 ‘\\ 2 ///
—-14 ~e_ .-
222. Estude a variacao da fungdo f: R — {x | x # % + kw} — R dada por
1 1
2

f(x) = (1 — cos 2x)2 - (1 + cos 2x)
1
2

223. Qual é o periodo da funcao f: R — R dada por f(x) = (1 + cos 4x)“?
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IV. Edadaatg %

Vamos deduzir férmulas para calcular as fungdes trigonométricas de x, conhe-

cida atg X.
g 2

Das férmulas de multiplicacao, temos:

2
sen2a=2-sena-cosa=2-sena-m=2~Sena- 12 =
cos a cosa sec?a
__2-t%ga
1+tg2a
_2-tga
tg2a—1_tg2a

X
Fazendo 2a = x e a = —, temos:

27
2. .tg X 2.tg X
g2 g2
senx=—X e tgx=—x
1+ tg2 = 1—tg2 =
g 2 g 2

sen x
Notando que cos x = tg—x temos:

1 —tg2 X

_ %

008 X = ——————
1+tg2 =
g’ 5

A utilidade destas trés Uultimas formulas é permitir a substituicao de sen x,
cos X e tg x por uma unica fungao (tg %) através de expressoes racionais. Esse

tipo de substituicao € frequentemente utilizado na resolugao de equagodes trigo-

nomeétricas.
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EXERCICIOS

224. Se tg% _

5 calcule tg a.

225. Calcule sen a, sabendo que cotg% = 3.

V. Transformac¢ao em produto

141.Em Algebra Elementar, tém grande importancia pratica os recursos para trans-
formar um polindmio em produto de outros polindmios (fatoracao). Assim, por exem-
plo, temos:

X2 — 2x = x(x — 2) — colocacao em evidéncia

X2 —4=x+2)(x—2) — diferenca de quadrados

x2+4x+4=(x+2)2}
X2 —4x+ 4 =(x — 2)?

— trinbmios quadrados perfeitos
x3+8=(x+2)(x2 —2x + 4) — soma de cubos
x3—8=(x—2)(x2 + 2x + 4) — diferenca de cubos

3 2 — 3
X+ 3+ +1=x+1) } — polinbmios cubos perfeitos

xX3—-3x2+3x—1=(x—1)3
Muitas vezes aplicaremos esses recursos a Trigonometria, recorrendo a transfor-
macodes como:

senZx — 2 - sen x = sen x (sen x — 2)
sen? x — cos2 x = (sen x + cos Xx) (sen x — cos X)

Além dos recursos algébricos, a Trigonometria dispoe de formulas que permitem
completar uma fatoragao. Assim, no exemplo acima, podemos fatorar:

Sen X + CoOSX € Senx — COoS X.

Vamos deduzir agora as férmulas para transformar somas e diferengas trigo-
nométricas em produtos.
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142. Sabemos que:

cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb (1)
cos(a—b)=cosa-cosb +sena-senb (2)
sen(a+b)=sena-cosb + senb-cosa (3)
sen(a —b)=sena-cosb —senb-cosa (4)
Logo:
(1) +(2):cos(a+ b) +cos(a—b)=2-cosa-cosb
(1) —(2):cos(a+b)—cos(a—b)=—-2-sena-senb
(3)+(4):sen(a+b)+sen(a—b)=2-sena-cosb
(3)—(4):sen(a+hb) —sen(a—b)=2-senb-cosa

Essas relacoes sao denominadas formulas de Werner.
143. Fazendo nas férmulas de Werner:

, portanto, a = eb=
a—b=qIO 2 2

{a+b=p p+q P—g

obtemos as férmulas de transformacao em produto:

Ve

+ —
COS p + COS q = 2-cosp2q~cos|020I

COSp—cosq=—2-sean2rq-senp;q

sen p + sen q = 2-senp;q-cosp;q

senp —senq = 2-senp_q-cosp+q

144. Temos ainda que:

senp _senqg _ senp - cos g+ senq - cosp

+ =
epTiga cosp cosq cosS p - COS q

sen (p + Q)

= tglo-’-tgq:cosp-cosq
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sen p seng senp -cosqg—senq -cosp
tgep —tga= - = =
cos p cos q COoS p - COSq

sen (p — q)

= tgp_tngcosp-cosq

LD .
‘x EXERCICIOS

226. Transforme em produto:
a) y = sen 5x + sen 3x
b) y = cos 3x + cos x
c)
d) y = cos 9a + cos 5a — cos 3a — cos a
) y=sena+senb +senc—sen(a+ b + c)

y = sen 7a + sen ba — sen 3a — sen a

e

Solugao
5x+3x‘0085x—3x
2 2

3x+x_0083x—x
2 2

a) y=2-sen =2 -sen4x- cos X

= 2-C0S 2X - COS X

b) y=2-cos

c) y = (sen 7a + sen 5a) — (sen 3a + sen a) =
=2-senba-cosa—2-sen2a-cosa=
=2 -cos a- (sen 6a — sen 2a) =
=2-cosa-(2-sen2a-cosda)=
=4 -cos a-sen 2a-cos 4a

d) y = (cos 9a + cos 5a) — (cos 3a + cos a) =
=2-cos7a-cos2a—2-cos2a-cosa=
=2-cos2a-(cos 7a—cosa)=
= —4 - cos 2a - sen 4a - sen 3a
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e) y=(sena + senb)—[sen(a + b +c) —senc]=

—2-sena+b-cosa_b—2-sena+b-cosa+b+2c—

- 2 2 2 2 -

__2'Sena+b'Cosa+b+2c_cosa—b_

- 2 2 2 -
at+tb+2c+a—»>b at+tb+2c—a+b

- 5. a+b‘_2. 2 ) 2 .

= sen 5 sen > sen > =

—4-sena+b-sena+c-senIOJrC

- 2 2 2

227.Transforme em produto:

a) y=1+ sen 2x c) y=1+ cosa + cos 2a
b) y=1 + cos x d) y=sena + 2 -sen 3a + sen ba
Solugao

= s =92. s . T _xl=2. 2 (|
a)y sen2+sen2x 2 sen<4+x> cos(4 x) 2 -sen <4+x)

- —9. R _ 5 el
b) y=cos O + cosx =2 cos;2 cos( 2) 2 -cos >

c) y =(cos2a+ cos0)+cosa=2-cos?a+ cosa=

=2-cosa(cosa+%)=2~cosa[cosa+cos%]=

—A. . a T\, a _m
=4-cosa cos(2 4 6) 005(2 6)

d) y=(senba +sena)+2-sen3a=2-sen3a-cos2a+ 2-sen 3a=
=2-sen3a-[cos2a+ 1] =2 - sen 3a - [cos 2a + cos O] =
=2-sen3a-(2-cosa-cosa)=4-sen3a-cos?a

228. Transforme em produto:

a) y = sen x + cos x d) y = sen? 5x — sen? x

b) y = cos 2x — sen 2x ) sena + senb
g y=———

c) y = cos? 3x + cos? x cos a + cos b

3 | Fundamentos de Matematica Elementar 139



TRANSFORMACOES

Solugao

a)y:senx+cosx:senx+sen<%— ):
—9. ST - = . —
=2-sen— cos(x 4) V2 cos(x 4>

b) y = cos 2x — cos (—— 2x>

-2 sen% sen <2x - T) = —2 - sen <2x - %)
Cc) y = (cos 3x + €os X) - (cos 3x — €oS X) =

= (2-c0s 2x - cOS X) (—2 - sen 2x - sen x) =
—(2 - sen 2x - cos 2x) (2 - sen X * coS X) =

—sen 4x - sen 2x

d) y = (sen 5x + sen x) (sen 5x — sen x) =
= (2 - sen 3x - cos 2x) (2 - sen 2x - cos 3x) =
= (2 -sen 3x - cos 3x) (2 - sen 2x - coS 2X) =
sen 6x - sen 4x

2 sl e B2
o) 1 = 2 2 _ga+b
a+b a—b 2
2 - cos 5 cos >

229. Transforme em produto:
a)y=sen(at+b+c)—sen(a—b +¢c)
b) y = cos (a + 2b) + cos a
c) y=sena+sen(a+r)+sen(a+ 2r) + sen(a+ 3r)
d) y=cos (a + 3b) + cos(a + 2b) + cos (a + b) + cos a
e) y =cos?2p — cos?q
f) y=sen?p — sen?q
g) y=cos?2p — sen? q
sen 2a + sen 2b

hy= cos 2a — cos 2b
i 1+ sena
Y =T "sena
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230. Calcule o valor numérico da expressao: y = sen 113—; - COS 111—;
Solucao
p+q 13w p—q 1lw

Fazendo 5 = 1o e 5 = 15 obtemos

247 _ 2w _ m .
p= D) =2m eq= 1 6,portanto.

1 1 11 1 1 1 1

y:§(2~sen 13; - COS 1;) =§(sen2w+sen%) :5(O+?):Z

231. Calcule o valor numérico das expressoes:

a) y = cos == - cos -

y 8 8

b) y = sen 13m sen I
y= 12 12

5 0y
C) Yy =Sen ——"-C0S =+

24 24
232. Prove que cos 40° - cos 80° - cos 160° = —%.
Solucao
cos 40° - cos 80° - cos 160° = 2HiCS 802 dcosLi0a cos 160° =
_ (cos 120° + cos 40°) - cos 160°
= > =
1 1
-5 cos 160° + 5 2 - cos 40° - cos 160°
= 2 =
_ —C0s 160° + cos 200° + cos 120° _ cos 120° 1
- 4 N 4 )

233. Prove que tg 81° — tg 63° — tg 27° + tg 9° = 4.
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234. Estude a variacdo da funcdo f: R — R dada por f(x) = cos x — sen x.

Solucao

f(x) cosx—cos(l—x>=—2-sen1-sen<x——)=

2 4

—V2 - sen (x —%)

Portanto:

D) =R

p=2m

Im(f) = [-V2, V2]

YA

\2 4
14

xy

235. Estude a variacao da funcao f: R — R dada por f(x) = sen 2x + cos 2x.

236. Qual 6 0 periodo da funcao f(x) = —— 8% 5
.Qual € o periodo da funcao f(x) = T tgx
X —y X+y
237.Sendo sen x — seny = 2 - sen 5 C0s —5 e lembrando que

|senzl <z, |cost/=<1 e |a-b| =|al - |b|, compare |senx — seny| e |x —y|, com
X e y nUmeros reais quaisquer.

238.Prove que,sea + b + ¢ =%,entéo:
a)tga-tgb+tgb-tgc+tgc-tga=1
b) cos?2a + cos?b + cos?c —2-sena-senb-senc =2
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239.Prove que, se (sen 2A, sen 2B, sen 2C) é uma progressao aritmética, entao o

240.

241.

242.

mesmo ocorre com (tg (A + B), tg (C + A), tg (B + C)).

Solucao

Por hipétese, temos:

sen 2B — sen 2A = sen 2C — sen 2B
2-sen(B—A)-cos(B+A)=2-sen(C—B)-cos (C+ B)

sen[(B+ C)—(C+ A)]-cos(B+ A)=sen[(C+ A) —(A+ B)]:cos (C+ B)
[sen(B + C)-cos(C+ A) —sen(C + A)-cos (B + C)]-cos(B+ A)=
=[sen (C + A) - cos (A + B) — sen (A + B) - cos (C + A)] - cos (C + B)
sen(B+ C)-cos(C+ A)-cos(A+B)—sen(C+ A)-cos(B+C)-cos(A+B)=
=sen(C+ A)-cos(A+B)-cos(B+C)-sen(A+B)-cos(C+ A)-cos(C+ B)
Dividindo por cos (A + B) - cos (B + C) - cos (C + A), temos:

sen(B+C) sen(C+A) sen(C+A sen(A+B)

cos(B+C) cos(C+A) cos(C+A) cos(A+B)
isto é:
tg(B+C)—tg(C+A=tg(C+ A —tg(A+ B)

Prove que, se os angulos de umtriangulo ABC verificamarelacaocosA + cosB =
= sen C, entao o triangulo é retangulo.

Solugao

cosA +cosB =senC =

2-cosA+B-cosA_B—2-sen£-cos£
= 2 2 2 2 =
C A-B C‘ C
= sen 5 cos 5 = sen 5+ C0s 5 =
A-B=C=>A=B+C=—=L
A-B c V= As -2
= CO0S =C0S—=— = < o0u

A-B=-C=B=A+C==%

Prove que, se os angulos de um triangulo ABC verificam a relacao sen 4A +
+ sen 4B + sen 4C = O, entao o triangulo é retangulo.

Demonstre que todo triangulo cujos angulos verificam arelagcao sen 3A + sen 3B +
+ sen 3C = 0 tem um angulo de 60°.
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243. Prove que os angulos internos A, B e C de um triangulo nao retangulo verificam a

relacao:
tgA+tgB+tgC=tgA-tgB-tgC
Solucao
A+B+C=180°=A+B=180°-C=tg(A+ B)=1g (180° — C) =
tg A+ tgB

:m=—th:>tgA+th=th(tgA-th—1):>

—tgA+tgB+1tgC=tgA-tgB-tgC

244.Demonstre a identidade: 4 - sen (x + 60°) - cos (x + 30°) = 3 - cos2 x — sen? x.

245. Dada a funcao definida no conjunto dos nimeros reais por
f(x) = A sen 2x + B cos 2x:
a) esboce o grafico, paraA =1 e B = 0, no intervalo O < x < 2;

b) prove, paraA = 1 e B = 1, que f(x) = V2 sen (2x + %)

. . ~ m
246. Sendo u a medida em radianos de um angulo e v = 7 U calcule
. senu -+ cosu
V2 -senu-cosu

, em funcao de x = cos v.

247. Determine o maior inteiro n tal que n < 20 - cos? 15°.

248. Determine o conjunto imagem da fungao f: R — R tal que:
f(x) =2 -cos?2x +sen2x — 1

Fundamentos de Matematica Elementar | 3
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LEITURA

Fourier, o Som e a Trigonometria

Hygino H. Domingues

Coube aos pitagoricos a iniciativa das primeiras investigacoes sobre as pro-
priedades matematicas subjacentes a teoria dos sons musicais. E a primeira des-
coberta feita por eles nesse campo foi a de que a altura do som emitido por uma
corda musical, quando tingida, € inversamente proporcional ao seu comprimento.
Grosso modo: quanto menor a corda, mais grave o som. Este €, provavelmente, o
mais antigo exemplo na histéria de uma lei natural determinada empiricamente.
Os pitagoricos descobriram também que o0s sons produzidos por duas cordas
musicais igualmente esticadas sao harmonicos, se 0os seus comprimentos estao
entre si na razao de dois ndmeros inteiros.

Depois disso o assunto ficou praticamente adormecido até o século
XVII. O surgimento do calculo como ferramenta matematica e a invencao do
relégio de péndulo (Huygens, séc. XVII), permitindo a medida de pequenas fra-
¢cOes de tempo, propiciaram sua retomada. Mas o passo decisivo dessa teoria
s6 foi dado no inicio do século XIX, através do trabalho de Joseph Fourier
(1768-1830).

Filho de um alfaiate, Fourier nasceu em
Auxerre, na Franca. Orfao de pai aos 8 anos
de idade, por intercessao do bispo de sua
cidade conseguiu ingressar na Escola Militar
local. Como sua condi¢ao social lhe obstava
0 acesso ao oficialato, o enorme potencial
matematico que possuia acabou sendo apro-
veitado para uma posicao socialmente bem
mais modesta: professor da propria Escola.
Aos 21 anos de idade teve seu primeiro tra-
balho aceito pela Academia de Ciéncias. Em
1795 era convidado para lecionar na recém-
criada Escola Normal de Paris e, pouco de-

PHOTO RESEARCHERS/DIOMEDIA

pois, pelos seus méritos de pesquisador e b ,,,
mestre, passou a ocupar a cadeira de Anélise  jean paptiste Joseph Fourier (1768-
da Escola Politécnica de Paris. 1830).
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Em 1798 era um dos cientistas da Legiao da Cultura que acompanharam
Napoledo em sua campanha do Egito. Na sua volta, no inicio de 1802, foi no-
meado prefeito de Grenoble, cargo que conseguiu manter até 1815. Neste ano,
por se juntar as forcas de Napoleao, em seu retorno do exilio na ilha de Elba,
caiu em desgraca politica junto aos Bourbons. Mas, apesar disso, em 1817 foi
nomeado para a Academia de Ciéncias, da qual se tornou secretario perpétuo a
partir de 1822.

A intensa atividade politico-administrativa de Fourier parece nao ter afe-
tado sua carreira cientifica, cujo ponto alto € o célebre Theorie analytique de
la chaleur, de 1822. Com esta obra nasce a Fisica Matematica, cujo objetivo é
o estudo dos problemas fisicos mediante a Analise Matematica, com o minimo
possivel de hipoteses fisicas.

No que se refere ao som, o resultado fundamental de Fourier € o teorema
que assegura ser toda fungao periédica uma soma

a,;senbyt+a,senby,t+ agsenbst+ ...

em que as frequéncias das funcoes senoidais das parcelas sao mdltiplas da me-
nor das frequéncias. Ocorre que, fisicamente falando, qualquer som musical cor-
responde a uma variagao periodica da pressao do ar (resultante de sucessivas
condensacoes e rarefagdes de moléculas de ar). Logo, os sons musicais se tra-
duzem em graficos periddicos, em funcao do tempo, como o da parte superior da
figura. Por outro lado, as vibragdes produzidas por um diapasao sao dadas, em
funca@o do tempo, como senoides (parte inferior da figura). O teorema de Fourier
garante entdao que todo som musical, por ter sua expressao matematica dada
pora, senbst + a,senb,t + agsenbst + ..., se compode de sons emitidos por
diapasoes.

Hermann von Helmholtz (1821-1894), ao conseguir sons musicais com-
plexos por meio de combinacoes de diapasdes acionados eletricamente, justifi-
cou fisicamente o teorema de Fourier. Nos tempos atuais € isso exatamente o
que é feito pelos sintetizadores eletronicos.
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ldentidades

145. Definicao

Sejam f e g duas funcoes de dominios D, e D,, respectivamente. Dizemos que
f é idéntica a g, e indicamos f = g, se, e somente se, f(x) = g(x) para todo x em que
ambas as fungdes estao definidas. Colocando em simbolos:

(ng@f(x)=g(x),vXeDlnDQJ

146. Exemplos

1°) . R— Rtal quef(x) = (x+ 1)2 — (x — 1)2e
g: R — R tal que g(x) = 4x sao idénticas, pois:

fix) =x2+2x+1 —x2+ 2x — 1 = 4x = g(x), Vx € R.

2°) . R— Rtal quef(x) =x+1e

2 _
g: R — {1} — R tal que g(x) = ); — 11 sao idénticas, pois:

g(X):%ZX-Fl:f(X),VXER—{l}
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39 f: R— Rtal quef(x) =sen?xe
g: R— R tal que g(x) = 1 — cos? x s3o idénticas, pois:
f(x) = sen2x = 1 — cos? x = g(x), Vx € R.

4°) f:[XER|X¢%+k1T}_’Rta| que f(x) = sec? x — tg2x e

g: R — R tal que g(x) = 1 sao idénticas, pois:

fx) = sec?2 x — tg2 x = (1 + tg2 x) — tg2 x = 1 = g(x) para todo

e
X?E?-FKTI'

I. Demonstracao de identidade

147. Para demonstrarmos uma identidade trigonométrica podemos aplicar qualquer
uma das férmulas (que sao também identidades) estabelecidas na teoria, a saber: as
relacoes fundamentais, as férmulas de reducao, as de adicao, as de multiplicacao, as
de divisao e as de transformagao em produto.

148. Existem basicamente trés processos para provar uma identidade. Confor-
me a dificuldade da demonstragcao escolhemos o método mais adequado entre os
seguintes:

1°) Partimos de um dos membros (geralmente o mais complicado) da identidade
e o transformamos no outro.

2¢) Transformamos o 12 membro (f) e, separadamente, o 22 membro (g), che-
gando com ambos na mesma expressao (h). A validade deste método é justificada
pela propriedade:

f=h o
g h}:>f=g

32) Construimos a funcdo h = f — g e provamos que h = 0. A validade desse
método € justificada pela propriedade:

f-g=0f=¢g
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REe cxcrcicios

249. Prove que (1 + cotg? x) (1 — cos? x) = 1 para todo x real, x # k.
Solucao
f(x) = (1 + cotg? x) (1 — cos2x) = (1 + ggrsé );) - sen?x =
=W~sen2x= 1 =g(x)
1 1

250.Prove que 2 - sec X - tg x = + para todo x real,
cossec x + 1

cossecx — 1

X F LI K.
2
Solucao
(X) = 1 1 _ (cossec x + 1) + (cossec x — 1) _
& cossecx —1 cossecx + 1 (cossec x — 1) (cossec x + 1)
_ _2-cossecx _ 2-cossecx _ 2 sen? x _
cossec?x — 1 cotg? x senx cos?x
ZQ.L.ng.secx.tgxzf(x)

COS X COsSX

251.Prove que (1 — tg x)2 + (1 — cotg x)2 = (sec x — cossec x)? para todo x real,

K
X5
Solucao
S (1 —tex?+ (1 o_(q_sSenx)®_ (;, _cosx)*_
f(x) (1 —tg x)* + (1 — cotg x) (1 cosx) +<1 senx)

_(cosx —senx)\2 (senx—cosx)?_ 1—2-senx- cosx
COS X sen x c0S? X

1— 2-senx- cos X
sen? x

1 1 _
=(1-2-senx- COSX)(0082X a4 sen2x>_

1 —2-senx-cosx
cos? x - sen? x

= h(x)
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1 i1 ¢
COS X sen X

g(x) = (sec x — cossec x)2 = (

_(senx —cosx)\®> 1 —2-senx-cosX
COS X - Sen X cos? x - sen? x

+ tg x para todo x real, X #

1 — cos x 1 — cos x
252.Prove que —————  + senXx = —(———
sen X + Cos X tg x
Solucao
fx) — g(x) = ———C0S X _ 4 genx — L COSX _ 4oy
sen X - cos X tg x
1 — cos X cos x (1 — cos x)
=——+senx—
sen X - CoSs X sen x

1 —cosx+sen?x-cosx —cos®x-(1—cosx)—sen®x

sen X - CoS X

1 —cosx+(1—cos?x)-cosx —cos®x(1 —cosx)— (1 —cos?x)

sen X - CoS X

1 -—cosx+cosx—cos®x —cos?x+cos®x—1+cos?x

sen X + CoS X

Demonstre as identidades seguintes:

253.a) cos?* x + sen*x + 2 - (sen x - cos x)2 = 1

sen X COSs X
b) + =1
cossec X Sec X

254.tg x + cotg x = sec X - COSSec X

255. (1g x + cotg x) (sec x — cos x) (cossec x — senx) = 1

256.sec? x + cossec? X = sec? x - cossec? X
cotg? x

257. 1 + cotg? x

= cos? x

send x — cos3 x
258. =1+ senx - Cos x
sen x — cos X

259.cossec? x + tg2 x = sec? x + cotg? x
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260.2(sen x + tg x) (cos x + cotg x) = (1 + sen x + cos x)2

261.(1 + cotg x)2 + (1 — cotg x)2 = 2 - cossec? x

062 1 — 2.c0s?x + cos*x _ g
T -2 sen?x + sendx _ ® %

263. (cotg x — cos x)2 + (1 — sen x)2 = (1 — cossec x)?

COSX + COSy senX + seny

264. =
SeNX — Seny  COSy — COS X
COS X + Cotg x
265.m = CO0S X * cotg X
sen?x — cos?y ) 5
268 CosTx ooszy LT XY
2671—cosx_ _ cote x)?
‘T T cosx (cossec x — cotg x)
cotg x + cot,
ZGS.M = cotg x - cotg y

gx+1gy

269.(secx-secy +tgx-tgy)2 =1+ (secx -tgy + secy - tg x)2

1

270.SeCX—th=m

271.cossec® x — cotg® x = 1 + 3 - cotg? x - cossec? x

272.Demonstre as identidades:
a) sen(a + b)-sen(a—b)=-cos?b — cos?a

1 1 1
senx seny senz
COSX COSYy COSz

b)
=sen(x —y)+sen(y —z) + sen (z — x)

c) cos?(a+b)+ cos?b—2-cos(a+b)-cosa-cosb=sen?a

Solucao

a) 1° membro = (sena-cosb + senb-cosa)(sena-cosb —senb - cosa) =
=sen?a-cos?2b —sen?b - cos?2a = (1 — cos?2a)-cos?2b —
— (1 — cos?b) - cos?a = cos? b — cos? a = 22 membro
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273.

274.

==

seny senz senx seny
COSYy COSZ COS X COSYy
=sen(y—2z)—sen(x —z) +sen(x —y) =

Ssen X senz
COS X COSsz

b) 1° membro =

sen (x —y) +sen(y — z) + sen (z — x) = 2° membro

¢) 1° membro = (cos a - cos b — sen a - sen b)2 + cos2 b —
=—2-(cosa-cosb —sena-senb)-cosa-cosb =
=cos?a-cos?2b —2-sena-senb-cosa-cosb +
+sen?a-sen?b + cos?b — 2 - cos?a - cos?b +
+2-sena-senb-cosa-cosb=
sen?a-sen?b — cos?a-cos?b + cos?b =

=sen?a —sen?a-cos?b —cos2b + sen?a - cos?b +
+ cos?2 b = sen? a = 2° membro

Demonstre a identidade:

1 + sen 2x

1g (45° + x) - cotg (45° — x) = m

Se a e b sao angulos agudos e positivos, demonstre que:

sen(a +b)<sena + senb

Solugao

SejaX =sen(a + b) —sena —senb =
=sena-cosb +senb-cosa—sena —senb =
=sena(cosb — 1) + senb (cosa — 1)

Temos:

O<a<% = sena>0 e cosa<1

O<b<% = senb>0 e cosb<1

Entao:

sena-(cosb—1)+senb-(cosa—1) = X<O
— e — ———

>0 <0 >0 <0
e X<0 = sen(a+b)<sena+senb

sen?a- (1 —cos?2b) — (1 — sen?a)-cos?b + cos?2b =

Fundamentos de Matematica Elementar |

3



IDENTIDADES

275. Prove que, se % <a< % e % <b< % entao

sen(a+b)<sena+%-senb.

276. Prove que (sen A + cos A)* = 4 cos? (A - %)

277.Demonstre que, se A, B e C sao angulos internos de um triangulo, vale a relacao:

a) senA+senB+senC=4-cos%-cos%-cos%

b) cosA+cosB+cosC=1+4~sen%-sen%~sen%
c) sen2A +sen2B +sen2C =4 -senA-senB-senC

d) cos?A + cos?2B +cos2C=1—2-cosA-cosB:-cosC

Preliminares:

sen (B + C) = senA

|)A+B+C=’n=>(B+C):“T_A:>{cos(B+C):_C°SA

B+C A
= CO0S

sen

3 B+C _ =m A 2 2
) A+B+C=7 = 5~ 32 CosB+C—senA
2 2
Solucao
a) 1° membro = sen A + sen B + sen C =
—senA+2-senBtC . os B=C _
2 2
—5.sen . cos A - cos A B—-C _
=2 sen2 cos2+2 0052 cos >
=~ cos A sen A B-C |_
=2 cos2 7sen > + cos 5 ]
_ 5. A B+C+ B-C|
= cos 5 _cos > cos — =
5 c0s A 5 cos B cos £ =
=2 cos2 72 0032 cos 2]
—4-cos D . cosB . cos C = oo
=1 cos2 cos > cos > 2° membro
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b) 1° membro = cos A + cos B + cos C =

=cosA+2-cosB;C~cosB;C=
=<1—2sen2%>+2-sen%-cosB;C=
:1—2~sen%_sen%—cosB;—C}=
=1—2-sen%_cosB;C—cosB;C]—
:1—2-sen%:—2sen%-sen%]=
=1+4-sen%~sen%~sen%=29membro

c) 1° membro = sen 2A + sen 2B + sen 2C =
=sen2A+2sen(B+ C)-cos(B—C) =
=2-senA-cosA+2senA-cos(B—C)=
=2-senAjfcosA + cos (B—C)] =
=2senA[—cos (B + C) + cos (B — C)]=
= —2-senAjcos (B+C)—cos(B—C)]=
= —-2-senA(—2-senB-sen(C) =
=4 -senA-senB-senC = 2°membro

:COSQa-l-l

d) Sabendo que cos 2o = 2 cos? o — 1 e cos? a >

12 membro = cos? A + 222 228 o GEE 22C g

cos 2B + cos 2C
5 =

=1+ cos?A+cos(B+C):-cos(B—C)=
=1 +cos?A—cosA:-cos(B—C)=

=1 —cosAfcos (B — C) — cos A] =

=1 —cosAfcos(B+ C)+cos(B—C)=

=1 —2-cosA-cosB-cosC=2°membro

1 + cos? A +

278. Demonstre que, se A, B, C sao angulos internos de um triangulo, vale a relagao:

a) senB+senC—senA=4~sen%-sen%-cos%
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280.

281.

282.

II.

IDENTIDADES

b) cosB+cosC—cosA=—1+4-cos%-cos%-sen%
c) cos2A +cos2B+cos2C=—-1—-4-cosA-cosB-cosC
d) sen?A + sen?B + sen2C =2 - (1 + cosA - cos B - cos C)

1 1 1 _ ks
e) tgA-ththgB-ththg,C~tgA_1<A’B’C7E 2)

Prove que:

a) senda=4-sena-cos®a—4-senda-cosa
b) cos4a =8 -cos*a—8-cos?2a+ 1
4-tga—4-1ga
tg*a—6-tg2a+ 1

c) tgda =

Demonstre pelo principio da inducao finita que:

sen 2" a

cosa-cos2a-cosda-..-cos2" 1.a=———
2"-sena

K 1
a) Para todo real a # - (k € Z), prove que p—

b) Demonstre, utilizando o resultado anterior, que:

1 1 1
sena sen2a send4a 7 sen 2"a

= cotg % — cotg a.

= cotg % — cotg 2"a.

Determine o valor de k para que (cos x + sen x)2 + k sen x cos x — 1 = O seja uma
identidade.

Identidades no ciclo trigonomeétrico

Ao procurar resolver problemas de reducao ao 1¢ quadrante estabelece-

mos igualdades notaveis. Por exemplo, mostramos que, se % < X < 1, entao

senx = sen(m — X) e cos X = —cos (7 — X). Vamos agora estender essas igualdades para
todo x real.

149. Teorema

3 |

Para todo x real valem as seguintes igualdades:

1®)senx =sen (m — X) € COS X = —CO0S (7 — X)
2% senx = —sen (X — 1) € COS X = —COoS (X — )
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3% senx = —sen (2™ — X) € C€OS X = cOoS (27 — X)

4%) sen X = cos I X e cosx=sen|—=— —x
2 2

T = X, Xg

cV

cV

Xo ™= Xo

Demonstracao:

1%) Para todo x € R temos x = xg + 2km, em que O < xg < 2m e k € Z.
Assim, m — x = (7 — Xg) — 2k, 0 que mostra que x e  — x tém imagens no ciclo simé-
tricas em relacao ao eixo dos senos.

Em consequéncia, temos:

sen(m—Xx) =senx, VXER

cos (m—X) = —cos x, VXER

2%), 3?) e 4%) provam-se analogamente.

283. Simplifique as seguintes expressoes:

0y 37
a) sen (; + x) d) cos (T - )
b (1 N ) 3m )
) cos 5 X e) sen > X
c) sen (3% — x) f) cos (37“ + x)
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Solucao

¢ 37 ) = cos |20 — (3™ 4 x)| = cos [F — x| =
) cos > x| =cos |2 > X|| =cos |5 —x] =senx

sen (2 — X) - €os (7 — X)

tg (% + x) - cotg (3% - x)

284. Simplifique y =

Solugao

_ (=senx)(=cosx) = )
y = (oot x) (@ x) Sen X - CoS X

285. Simplifique as expressoes:

sen (—Xx) - cos (% + x)

a) tg (2m — x) -+ cos (7w — X)
b sen (180° — x) - tg (90° + Xx)
) cotg (270° + x) - cos (270° — x)
sec(fn—x)-tg<x—%)
c)

cossec (9w — X) - cotg (—X)

d) sen(%‘T—x)ﬂLcosMw—x)+tg(37ﬁ—x>
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286. Simplifique a expressao:

sen (9%) — cos (x + 12—“) - sen (77 — X).

287. Simplifique a expressao:

- sen (x + 111r) cotg (x + 1;—ﬂ>
— +
sen = cos (9 — x)

288. Simplifique a expressao:

a2 cos 180° — (a — b)2 sen 270° + 2 ab cos 0°
b2 sen 90°

289. Faca o grafico da fungao y = sen (x - %) + 2.
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Equacoes

A
y %

I. Equac¢des fundamentais

150. Sejam f(x) e g(x) duas funcdes trigonométricas da variavel real x e sejam D, e
D, os seus respectivos dominios. Resolver a equagao trigonométrica f(x) = g(x) signi-
fica determinar o conjunto S, denominado conjunto solu¢ao ou conjunto verdade,
dos nimeros r para os quais f(r) = g(r) € uma sentenca verdadeira. Observemos que
uma condicao necessaria para que certo r seja uma solucao da equacao dada é que
reDjere D,

151. Quase todas as equacdes trigonométricas reduzem-se a uma das trés equacdes
seguintes:

1%) sen o = sen 3

2%) cosa =cos B

3Ntga=1tgB

denominadas, por esse motivo, equagoes fundamentais. Assim, antes de tudo, é ne-
cessario saber resolver as equacoes fundamentais para poder resolver qualquer outra
equagao trigonométrica.
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II. Resolucao da equag¢ao sen « = sen 3

152. Se sen o = sen B = OP4, entdo as imagens
de a e B no ciclo estao sobre a reta r que € perpen-

A
dicular ao eixo dos senos no ponto Py, isto €, estdo PﬁNP ;

\y

em P ou P'.

Ha, portanto, duas possibilidades: 0

cy

1%) o e B tém a mesma imagem, isto €,
sao congruos

ou

2%) o e B tém imagens simétricas em relagcao ao eixo dos senos, isto €, sao suple-
mentares.

153. Em resumo, temos:

a =B + 2kw
sena=senf = < ou

a=m— B + 2kmw

EXERCICIOS

290. Resolva as seguintes equagodes, para x € R:

= B e) sen ___\/5
a) senx—sen5 X=—
2 V3
b) cossec x = cossec =5 f) senx = -5
c) senx =0 g) senx =1
1
d) senx=? h) senx = —1
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Solucao
x =g + 2k

a) senx=sen%=> ou
—m T _Arm
X= 5+2k’n’— 5 + 2k

S={x€[R§|x:£+2k*n- ou x=4—ﬂ+2kﬂn-}

5 5
b) cossecx=cosse02—w:> L 1 =
S sen x o
SenT
X=2—7T+2k'n'
— sen x = sen 2% = 3
3 ou
x=w—2§+2k¢r
S={XER|X=2?TF+2K1T ou x=%+2k¢r}
X =0 + 2km

c) senx=0=sen0 = <{ou
Xx=a— 0+ 2kmw

S={x€ER|x=km}

_
X—6+2k’n
d) Senx=i=sen£:>
2 6 ou
X=fn'—%+2k'n'
S={x€R|x=%+2kw ou x=%n+2kw}
x =27 | ok
4
_ 2 51
€) senx = ——— =sen— = Jo0u
2 4 5
X:"IT—T'FQK"IT
_ _51T _ v
S= XER|X—T+2K’IT ou X——Z+2k7r

3 | Fundamentos de Matematica Elementar 161



EQUACOES

x=£+2k’rr

f) senx=—3=sen£=> ou
2 3

X:ﬂ—%+2k’ﬂ

S={x€R|x:%+2kfn ou x=%+2kw}

g) senx =1 = sen % entao:
S={x€R|x=%+2k¢r}

h) senx = —1 = sen 3777 entao:

S={x€R|x:37w+2k7r}

291. Resolva as equacoes abaixo, no dominio R:

a) sen2x=% c) 2sen?x —3senx+1=0
b) sen?x — senx =0 d) 2cos?2x =1 — senx
Solucao
a) senx 1eentao

{xe[RiIx——+2kq-r ou x—%+2k¢r ou

_Im __m
X = 5 + 2km ou X = 6+2kw}

b) senx(senx — 1) =0 = senx =0 ou senx = 1, entdo:

S={XER|X=IMT ou x=%+2k¢r}
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C) senx = =
) 4

3*+x1
4

1 =
= senx=1 ou senx = DX entao:

S:{XER|X=%+2|(1T ou x=%+2k¢r ou x:%+2kw}

d 2-(1—sen?x)=1—senx = 2sen’x —senx—1 =0

1*+Vv1+8 1+3 1

resolvendo: sen x = = =1 ou ——
4 2
recaimos em equacoes fundamentais
senx=1 = x:%+2kw
1 ™ 7
= —— ===+ = —+

sen X > = X 5 2km ou X 5 2k

S={x€R|x:%+2kw oux:—%+2kwoux=%+2kfrr}

292. Resolva as equacoes abaixo:

T
a) senx = sen7

V3

b) senx = Y

c) sen?x =1

d) 2-senx —cossecx =1

e) senx +cos 2x = 1

f) cossecx =2

g) 2-sen’x=1

h) 2-sen?2x+senx —1=0
i) 3-1gx=2-cosx

)

j) cos?x =1 — senx

293. Determine os valores de x que satisfazem a equacao:

4sen*x —11sen?x+6=0

294. Resolva as seguintes equacoes:

a)sen2x=i c) sen(x—1>:ﬁ
2 3 2
b) sen 3x=% d) sen 2x = sen x
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Solucao

a) sen2x=i=sen1:>
> 5 ou

2x=w—%+2kw

S={XER|X=l+k’n’ ou x=5—w+kfrr}

12 12
m
3x =— + 2k
3 _\F2_ ™ 4 m
b) sen x—?—sen—=> ou
3X=Tr—%+2k'rr
™ 2Kkt ™ 2k
= = —— + = =4 ==
S {xe[RiIx e 3 o a 3}
T e
X——=—+ 2km
c) sen(x—1>=ﬁ=sen1 ou ° °
3 2 3 -
—_—_— = __+
X 3 ™ 3 2k

S:{xeRlx:%anm ou X=Tr+2k1'r}

2X = X + 2kmw
d) sen 2x = senx = J0U
2X = — X + 2km

S={X€[R§|X:2k7r ou x:1+&}
3 3

295. Determine x € R tal que:

a) sen 5x = sen 3x b) sen 3x = sen 2x

296. Resolva, em R, a equacao:
2senx|senx|+3senx =2

sen(x+y)=0

297.Resolva o sistema {
X—y=m
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III. Resoluc¢cdo da equagao cos o = cos 3

154. Se cos a = cos B = OP,, entdo as imagens de
a e B no ciclo estao sobre a reta r que é perpendicular VA
ao eixo dos cossenos no ponto P,, isto é, estao em P

ou P \ P

Ha, portanto, duas possibilidades: \

1%) o € B tém a mesma imagem, isto €, sao A
congruos 9] P,/ u

ou

2%) a e B tém imagens simétricas em relagao ao
eixo dos cossenos, isto €, sao replementares.

155. Em resumo, temos:

a =B + 2km
CoOsS a = Ccos B = qou = o= B + 2km
a=—B +2kmw

7

£

298. Resolva, em R, as seguintes equacoes:

a) cosxzcos% e) cosx =—1

21 1

= J—— f —

b) sec x = sen 3 ) COS X >
2

c) cosx=20 g) cosx=7
d) cosx=1 h) cosx=—§
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Solucao
a) cos x = cos5:>x 5
e
S=XxER|[x=*+t—+
{x | x = }
b) secx=se02—w:> = 1 :>cosx=cos2—ﬁrr
3 coS X Co2_q-r 3
3
S—{xE[Rlx=i2?ﬂ+2kfn}
c) cos x = 0 = cos —
2
S={x€R|x=%+k¢r}
d) cosx=1=cos 0
={x ER|x = 2km}
e) cosx=—-1=cosm
={XER|x=m + 2km}
e
f = —_—= —_—
) COS X 0053
S:{xeR|x=t%+2kw}
g) cosx—Q=cos1
2 4
S—{xeRlx—t%ukw}
51
h) cos x = ——— = cos —
) cosx = 6
S={xe[R|x=i%"+2k¢r}
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300.

301.

3 |

EQUACOES

Resolva as equacdes abaixo, no conjunto R.
a) 4-cos?2x =3 c) sen?x =1 + cos x
b) cos?2x+cosx=0 d) cos2x+3-cosx+2=0

Solugao

a) cos2x:i => cosx=ﬁ ou cosx=——3 entao
4 2 2’
S={x€R|x=i%+2kfn ou x=i%+2kr}
b) cosx-(cosx +1)=0 = cosx =0 ou cosx = —1, entao
S={XER|X=%+|&’ITOUX=1T+2K1T}

c) 1 —cos2x =1+ cosx = cos?2x + cosx =0
€ recaimos no anterior.
d (2:-cos2x—1)+3-cosx+2=0 = 2-cos2x+3-cosx+1=0
-3+V9-8 -3=x1

1
COS X = = = c0SX=—1 ou COSX = ——
4 4 2

entdo S:{xeRlx:w+2kw ou x:t%"+2kw}

Resolva, em R, as seguintes equagoes:

a) cosx=—% f) 4cosx+ 3secx=8

b) cosxz—% g) 2 —2cosx=senx-tgx

c) cosx=§ h) 2 sen?x + 6 cos x = 5 + cos 2x
d) secx =2 i) 1+ 3tg2x=5secx

3 1
2y — i _ — =
e) 2c0s“X=Ccosx j) (4 sen? x) (4 cos? x) 0

Resolva as seguintes equagodes, em R:

7 [+ %)
a) cos 2x > C) cos (X 5
b) cos 2x = cos x d) cos (x - 1) =

4
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Solucao
a) 0032x=§= cos% = 2x = %+ 2k, entao:
LT }
S = {x ER|x e kr
2X = X + 2k
b) cos 2x = cos x = 40U entao:

2x = =X + 2Km

S={X€[R§|X=2k’rr ou x=%}

c) cos<x+%>zo=cos% = x+%=i%+2kw,entéo:

S = {XER|X—?+2KFR ou x——%+2kw}

d) cos x——>=1=coso = x—%=2k¢r,entéo:

S = { [R|X—T+2k1'r}

302. Resolva as seguintes equacgdes, em R:

a) cos3x —cosx=0 b) cos 5x = cos (x—%)

303. Dada a equacao (sen x + cos y) (sec x + cossecy) =

a) resolva-a se: x =y b) resolva-a se: sen x = cosy
304.Resolva a equacdo sen? x + sen? x + senf x = 3.
305. Resolva a equacao

sen(x+%>—sen(x—%)=\/§

+ =
306. Para que valores de t o sistema {X y=m

sen x + seny = logo t2 admite solucéo?
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IV. Resolucao da equacaotga = tg 3

156. Setga = tg B = AT, entdo as imagens de o e B estdo sobre a reta r determinada
por O e T, isto &, estdo em P ou P". ci

Ha, portanto, duas possibilidades: /r

1%) a e B tém a mesma imagem, isto €, P
sao congruos

ou A

2%) a e B tém imagens simétricas em re-
lacao ao centro do ciclo, isto €, sao explemen- P!
tares.

157. Em resumo, temos:

a =B + 2km
tga=1tgp = qou = a=p+ km
a=m+ B + 2Kkm

307. Resolva as equacoes seguintes:

a) tgx=1 d) tgx=0 g) tg3x =1
b) cotg x = V3 e) tg2x = V3 h) tg Bx = tg 3x
c) tgx = —V3 f) tg2x = tg x

Solucao

a)tgx=1=tg % entdo:

S={x E[Rlx=%+kﬂn-}
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b) cotg x = V3 tgx = — = —> = tg = entdo:
) g X = 1gX = 3 g6
S={x€R|x=%+kfn]

c) tgx=—-—3=tg 2% entdo:

S:{XER|X=2—1T+|(TI'}

3

d) tgx =0 = tg 0, entao:
S={€ER|x=kn}

e) tg2x=\/§=tg% - 2x=%+kfn,

entao:

S={x€R|x=1+k—ﬂ}
6 2

f) tg2x =tgx = 2x = x + Kk,
entao:
S={x€ER|x=kn}

tg3x =1 =t~ = 3x = = + km,
g) tg 3x g4:x4 Uy

entao:

s=|xerix=T + Xl
12 3

h) i85x =1g3x = Bx=3x + km = x=k77r
Notemos que, se k for impar, entao nao existe tg 5x e tg 3x, portanto:

S={xe[R§|x=%T,kpar}

308. Resolva as equacoes abaixo:
a) senx—V3-cosx=0 c¢) tgx + cotgx = 2

b) sen? x = cos? x d) sec?x =1+ tgx
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Solucao

a) senx =V3-cosx = §§2:=\/§ = tgx =13

S={x€R|x=%+kfn}

sen?x _

o x 1 = tg?x=1,

b) sen?x = cos?x =
entao:tgx =1 ou tgx = —1

S:{XER|X:%+|@T ou XI??TF‘T-FKTF}

1
=== 2y — 5 L =
c) tg x e x 2 > tgex—2-tgx+1=0

+ 14 —
tgx = # =1, entao:

S:{XER|X=1+KT}

4

d) sec?x=1+tgx = 1+tg2x=1+1tgx = tg2x —tgx=0 =
= tgx-(tgx—1) =0,

entao:tgx =0 ou tgx =1

S={XER|X=|MT ou X=%+k7r}

309. Resolva as equacoes abaixo:

a) tgx=tg% f) tg3x —tg2x =0

b) cotgx=cotg5?Tr g) tg2x = tg <x+%)

c) 3-tgx =13 h) tg4x = 1

d) cotgx =0 i) cotg2x=cotg<x+%)
e) cotgx = —1 j) tg22x=3
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310. Resolva as equacoes abaixo:
a) sec?x =2 -tgx

b) 1 :1_cosx

sen? x sen x

C) sen 2x - cos (x + %) = C0S 2X - sen (x + %)

d (1 —-tgx)(1 +sen2x) =1+ tgx
311. Resolva a equacao cotg x — sen 2x = 0.
312. Para quais valores de p a equacao tg p x = cotg px tem x = % para raiz.

313. Se a € a menor raiz positiva da equacao (tg x — 1) (4 sen?x — 3) = 0, calcule o
valor de sen* a — cos? a.

314. Determine as raizes da equacéo x2 — (2tga)x — 1 = O.

V. Equagoes classicas

Apresentaremos neste item algumas equacodes tradicionais em Trigonometria, su-
gerindo métodos para fazé-las recair nas equagoes fundamentais.

158.a-senx + b cosx =c (a, b, c € R¥%)

Meétodo 1

Fazemos a mudanca de variavel sen x = u e cos x = v e resolvemos o
sistema:

au +bv=c
uz+v2 =1

Tendo calculado u e v, determinamos os possiveis valores de x.
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Meétodo 2

Fazendo % = tg 0, temos:

b c
a-senx+b-cosx=c:>senx+?-cosx=?:>

sen 0
:>senx+tge-cosx=£:>senx+ :
a cos 0

c c
:>senx-cos@+senG-cosx=?~cose:>sen(x+e)=?-cose

e, assim, calculamos x + 0.

Meétodo 3
X 2t 112 - .
Fazendotg7—t,temossenx—1+t2ecosx—1+t2,entao.
_ 2t 1-12
a-senx+b-cosx=¢c = a :L+t2+b 1+t2—c:>

=S 2at+b—Dbt2=c+ct?2 = (c+bt2—2at+(c—b)=0
e recaimos em uma equacao do 2° grau em t. Observemos que este método falha
se m + 2k for solugao da equacao, caso em que a substituicao tg % = tnao tem

sentido.

\ v 7
/W

315. Resolva a equacao V3 - cos x + sen x = 1, em R:

Solugao
Método 1
Fazendo sen x = u e cos x = v, temos:
J[u +v-V3=1 (1
w+v2=1 (2)
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De (1) vem u = 1 — v - VY3 que, substituida em (2), acarreta:
(L-v-V32+v2=1= 42—-233-v=0

v=20 u=1-0-V3=1
entao J OU portanto 4 °Y

_ﬁ U:]_—ﬁ-\/é:—i

V=72 2 2

Existem, assim, duas possibilidades:

cosx=0,senx=1ex=%+2kﬂ

ou
N3 1 i
= — = —— =——+
CoS X 2,senx 2ex 5 2k
Método 2

™
senx+xf3-cosx=1:senx+tg?-cosx=1=>

I
sen —

= senXx + ccosx=1=

cos —
3

I v m
= senx-cos?+sen?-cosxzcos—:

x+ = =T 4 okr X = —— + 2km
T 1 3 6 6
:>sen<x+—)=?:> ou = {ou
™ 5 ™
+— ==+ 2K X =— + 2km
XT3 776 ™ 2
Método 3
_ 2
Senx_l,_\/é.cosle:i.i_\/é.l—t:l:
1+ t2 1+ t2

S2t+V3-V3-2=1+2=(1+V3)2—-2t+(1-+3)=0

Entao:

2+Va-4(1+V3)(1-V3) 2x23 ~
- 2(1 +3) “oLiva) 253

t
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Existem, assim, duas possibilidades:

t=tg>=1,2>=" 4 kmre x=— + 2knm

2 2 4 2
ou

X X ey ey
t=tg 2 @,,2 15 tkmex 5 + 2w

S = xeR|x:%+2kwoux:—%+2kw}

316. Resolva as seguintes equacoes, em R:

a) senx +cosx=—1
b) V3 - senx — cos x = —V3

317. Determine x tal que x E R e sen x + cos x = 1.

Solucao
Fazendo sen x = u e cos x = v, temos:

ut+tv=1 (1)
uz+v2=1 (2)

Lem@2:u2+1L—-u?2=1=2u2-2u=0

Existem, entdo, duas possibilidades:

u=0ev=1—-u=1ouu=1ev=1—-u=0

portantoSz{xERlx=%+2kTr 0ux=2k'n'}.

318. Obtenha as solucdes das equacgoes abaixo.

a) sen4x +cosdx =1

b) |sen x| + |cos x| = 1

319. Resolva no conjunto dos ndmeros reais a equacao sen 2x = 1 — cos 2x.
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320. Discuta a equagao em x: m - sen x + Cos x = m.

Solucao
Fazendo sen x = _ 2 € CoOS X = 1;»[2 temos:
1+ t2 1+ t2’ ’
2t 1-—t2

m - + =m 2mt + 1 — t2 = m + mt?
1+t 1+1t2 = =

sm+1)-t2—-2mt+(m—-1)=0
Esta dltima equacao tem solucao real se, e somente se, apresentar A = 0.
Entao:

A=4m2 — 4m + 1)(m — 1) = 4 = 0, o que ocorre para todo m real.

321. Discuta, segundo m, as equacoes seguintes:
a) m-cosx—(m-+1)-senx=m
b) senx + cosx =m

159.Y sen f;(x) = 0 ou X, cos f;(x) = 0

O método de resolucao consiste em transformar a soma em produto e estudar as
possibilidades de anulamento de cada fator.

"4 EXERCICIOS

322. Resolva as equacgoes, em R:
a) sen7x + senbx =0 c) sen4x —cosx =0
b) cos 6x + cos 2x = 0 d) cos 3x + sen2x =0

Solugao

a) sen7x +senbx =0 = 2-sen6x-cosx =0

Lo

6

12 possibilidade: sen 6x = 0 = 6x = km = x =
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22 possibilidade: cos x = 0 = x = % + Kkt

Kt 1
S—{XER|X—?OUX—?+WH’}

b) cos 6x +cos2x =0 = 2 -cos 4x-cos2x =0

1’f‘possibilidade:cos4x=O:>4x=1+K1T:>x=1+k—ﬂrr
2 8 4
2‘-"possibi|idade:cos2x=O:>2x=%+kw:>x=%+%"r
S—{XER|X—%+%OUX=%+%}
o) son s —son(F-=x) =0 2 2 sen (F = ) cos (3 - ) =0
¢ possibilidade: sen [2X — ) — ¢ o BX _ @ _
1 possmlhdade.sen(2 4> 0= > 2 km =
:x—l 2k
10 5
3x ™ 3X 0y
2 - —_—+ —| = — t—=—+
2% possibilidade 005(2 4) 0= > 7 > km =
:}le-k&
6 3
S={XE[RR|X=1+2KTr oux=1+—2kw}
10 5 6 3
d) cos3x+cos<1—2x>=o:>2~cos(i+1) cos<2—1>:o
2 2 4 2 4
S ey R B R R
12 possibilidade: 005(2 F 4> 0= > F 7 > + km =
:>x=%+2k’rr
5x 0y 5x ™ ™
2 : = _ | = == s
2% possibilidade 005(2 4> 0= > 2 > km =
3 2kt
=—+—
= X 10 5
S:{X€R|X:1+2kwoux=3—w+2ﬂ}
2 10 5
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323. Resolva as equacodes, em R:
a) senmx + sennx =0 (m, n € N*)
b) cosax +cosbx =0 (a, b & R*)

C) sen 2x = cos <x + %)

324. Resolva as seguintes equacgdes, em R:
a) senx + sen 3x + sen4x + sen 6x = 0 b) cos 3x + cos 7x = cos 5x

Solucao

a) (sen 6x + sen 4x) + (sen 3x + senx) =0 =
= 2-senbx-cosx+2-sen2x-cosx =0 =
= COS X - (sen bx + sen 2x) = 0 =

X 3x
2-cosx-sen—-cos— =0
= X 5 5
12 possibilidade: cos x = 0 = x = % + Kk
2% possibilidade: sen % =0=x= @
A - _m , 2km
3? possibilidade: cos - = 0= x= 3 + 3
™ 2Kk 1 2k
S {xe[RiIx = km ou X - oux = 3}

b) (cos 7x + cos 3x) —cosb5x =0 = 2 - cos bx - cos 2x — cos bx = 0 =

:>2-cos5x<cos2x—%>=0

o Gy K
a . = = — 4+ —
12 possibilidade: cos 5x = 0 = x 10 5
s 1 an
22 possibilidade: cos 2x = > =2 t—6 + Kk
™ Kkt 1y
= =— 4+ — =*x—+
S {XERlX i 5 ouXx = kq-r}

325. Resolva as equacoes:
a) sen bx + sen x = 2 - sen 3x
b) cos x + cos (2x + a) + cos(3x + 2a) = 0
C) sen 7x + cos 3x = cos bx — sen x
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326. Determine x tal que x € R e cos?(x + a) + cos?(x — a) = 1.

327. Determine x tal que sen 3x + cos 2x — sen x = 1.

EQUACOES

328. Determine o angulo x, medido em radianos, que satisfaz a igualdade:

a ™ V2
sen(x+7>+sen<x—7) —7

329. Dado o sistema

sen(x +y) +senx —y) =2
senx + cosy = 2

n ~ P ~ .
a) mostre que o par (Xg, Yo), COM Xo = 27 € Yo = ——, hao é solucao do sistema;

2

b) resolva o sistema, determinando todas as solugdes (x, Y).

330.Resolva,em R, sen x - cos x + senx + cos x + 1 = 0.

160.sen*x + cos*x = a (a €ER)
Para resolver esta equacao basta aplicar a identidade
sen? 2x

senx + cos*x =1 — ——5—— pois:

sen? x + cos?* x = (sen? x + cos2x)2 — 2 - sen? x - cos2 x =

sen 2x \? sen? 2x
2 _ o [SENX ), Sen” X
1 2 ( 2 ) 1 2

Temos, entao:

2
sen< 2x
sen“x+cos4x=a:>1——2 =a = sen?2x =2(1 — a).

Notemos que s6 existe solucao se O < 2(1 — a) < 1, isto é, se

%sasi
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EQUACOES

161.sen®x + cos® x = a (a ER)

Resolver esta equacao aplicando a identidade:

_ 3sen?2x

sen®x + cos®x=1 7

, pois:

sen® x + cos® x = (sen? x + cos? x) (sen* x — sen? x - cos2 x + cos? x) =

2 2
sen< 2x sen< 2x
=(sen4x+cos4x)—sen2x-0032x=(1— )— =

2 4
3 - sen? 2x
=1 —
Temos, entao:
. 2 4 -4
sen®x + cos®x =a = 1—w=a = sen22x:Ta
.. - 4 — 4a . P
Notemos que so6 existe solucao se 0 < 3 = 1, isto é, se
i <a<1
i as

EXERCICIOS

331.Resolva a equacdo sen* x + cos* x = % em R.

Solugao

Decorre da teoria que:

3 1
22x =2 1——)=—
sen< 2x ( 2 >
portanto sen 2x = =+ 72 e entao:
0y KT 0y K
2X = — + — =—+ —
X 4 2 = X 8 4
0 KT
S=1XxER|x=—+—
{ | 8 4}
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- 7
332.Resolva a equacao sen® x + cos® x = 16
Solucao
Decorre da teoria que:

4 7

sen22x=i~(:L—a)=—~<:L——)=i
3 4

3 16

V3

portanto sen 2x = *= 7 e entao:

2x = =+ + kmr = x==

SR
3

333. Resolva as seguintes equacgdes para x € R:

a) sen*x + cos* x =

b) sen® x + cos® x

N[ o|o oo

c) sen*x + cos? x

3 | Fundamentos de Matematica Elementar

X X
d) sen® > + cos® — =

e) sen®x +cosd3x=1

EQUACOES

7

16
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A

Inequacoes

I. Inequagdes fundamentais

162. Sejam f e g duas funcdes trigonométricas da variavel real x. Resolver a inequa-
cao f(x) < g(x) significa obter o conjunto S, denominado conjunto solugao ou conjunto

verdade, dos nimeros r para os quais f(r) < g(r) € uma sentenca verdadeira.

Quase todas as inequacoes trigonométricas podem ser reduzidas a inequagoes de

um dos seguintes seis tipos:

1®)senx>m
2% senx<m

3%) cosx>m

)

)

4%)cosx<m

59)tg x> m
)

6%)tgx<m

em que m é um numero real dado. Por esse motivo, essas seis sao denominadas ine-
quacoes fundamentais. Assim, é necessario saber resolver as inequacgoes fundamentais

para poder resolver outras inequacdes trigonomeétricas.
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INEQUACOES

II. Resolugcdodesenx>m

163. Marcamos sobre o eixo dos senos o vi
ponto P4 tal que OP4; = m. Tragcamos por P, a
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos
reais x tais que sen x > m estao na interse-
¢ao do ciclo com o semiplano situado aci-
ma de r.

Finalmente, descrevemos o0s interva-
los aos quais x pode pertencer, tomando o
cuidado de partir de A e percorrer o ciclo
no sentido anti-horario até completar uma
volta.

164. Exemplo de inequagdao senx > m

. . 2
Resolver a inequacao sen x = — 5, em R.

Procedendo conforme foi indicado, temos:

5

O+2k'n'$x<T+2k’n' VA
ou
7
T+2k’n’<x<21'r+2kfn'
S={XER|O+2kﬂ$X<%+2Kw ou %+2k7r<x<27r+2kw}
T 5 . .
Notemos que escrever T + 2km < x < 7 + 2km estaria errado pois,
7 5 . . .
como T > T nao existe x algum neste intervalo.
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INEQUACOES

ITI. Resolugdao de sen x < m

165. Marcamos sobre o eixo dos senos o
ponto P4 tal que OP4; = m. Tragamos por P, a
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos
reais x tais que sen x < m estao na interse-
¢ao do ciclo com o semiplano situado abaixo
de r.

Finalmente, partindo de A e percorren-
do o ciclo no sentido anti-horario até comple-
tar uma volta, descrevemos os intervalos que
convém ao problema.

Vi

166. Exemplo de inequagdo sen x <m

. ~ 1
Resolver a inequacao sen x < —, em R.

Procedendo conforme foi indicado, temos:

O+2kw$x<%+2kﬂ

ou

5%+2k1'r<x<27r+2k17

s={xeR|o+2kwsx<%+2kw ou %T+2k~n<x<2ﬂ+2k~n}

R 4 .
x EXERCICIOS
N

334.Resolva a inequacao O < sen x < % para x € R.
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335.

336.

337.

338.

INEQUAGCOES

Solugao

A imagem de x deve ficar na intersecao
do ciclo com a faixa do plano
compreendida entre r e s. Temos, entao:

O+2k¢rsx<%+2kﬂ

cV
Il
=

ou

2%+2kw<x£w+2kfn

S:{x ER|O+2kwsx<%+2kw ou 2%+2k1r<x£1'r+2kfrr]

Resolva a inequacao sen x = 0, sendo x € R.

Resolva a inequacao sen x < ———, em R.

2

. .1 V2
Resolva a inequacao Y = senx < - para x € R.

. . V3
Resolva a inequacao |sen x| = - em R.

Solucao V)

S
senxs—T 3

T

3
+V3
|sen x| = == ou 3
V3 7
sen x = ——

2
E]

A imagem de x deve ficar na intersecao 2

do ciclo com o semiplano situado abaixo

cV

. . . 4 : 5
de r ou com o semiplano situado acima Tﬂ M Tﬂ
de s.

Assim, temos:
T okm<x<2T A < 5

= 4+ 2km oU — + 2km = x = — + 2k

3 3 3 3

sz{x ER|E + 2km < x < 2T 4+ 2k ou 4—“+2k¢rsxs5—“+2kﬂ}
3 3 3 3
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INEQUAGCOES

1
339. Resolva a inequacao |sen x| < DX em R.

340. Resolva a inequacao |sen x| > % para x € R.

341.Resolva a inequacdo 2 sen? x < sen x, para x € R.

Solugao

Vv
2 sen? x < sen x & i

o 2sen?x —senx< 0 &
1
@0<senx<?

Examinando o ciclo trigonométrico,
obtemos:

2k1‘r<x<%+2kfn

ou

%“+2kw<x<w+2kw

S={x€R|2kw<x<%+2k¢r ou 5%+2k7r<x<frr+2kfn-}

342. a) Para quais valores de x existe log, (2 sen x — 1)?
b) Resolva a equacao, em R:

log, (2 senx — 1) = log, (3 sen?x — 4 sen x + 2)

IV. Resolugcdaodecosx>m

167. Marcamos sobre o eixo dos cossenos o
ponto P, tal que OP, = m. Tragamos por P, a
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos

cy

reais x tais que cos x > m estao na intersegao
do ciclo com o semiplano situado a direita de r.

Para completar, descrevemos os inter-
valos que convém ao problema.
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INEQUAGCOES

168. Exemplo de inequagao cos x > m

Resolver a inequacao cos x > % para x € R.

Procedendo conforme foi indicado, temos:

2kw$x<%+2kfn'

ou

cy

ﬂT“+2kw<x<2w+2kw

S:{XER|2KT$X<%+2KW ou £61T+2kfn'<x<2’rr+2kﬂ'}

V. Resolucdaodecosx<m

169. Marcamos sobre o eixo dos cossenos o
pontoP,talque OP, = m.TracamosporP,areta
r perpendicular ao eixo. As imagens dos reais
X tais que cos x < m estao na intersecao do
ciclocom o semiplano situado a esquerdade .

Completamos o problema descrevendo
os intervalos que convém.

170. Exemplo de inequagdo cos x < m

. _ 1
Resolver a inequagao cos x < -5
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INEQUACOES

Procedendo conforme foi indicado,
temos:

27 Pty
—_— X< — .
3 + 2km < X 3 + 2k

cy

S={xeR|%T+2k¢r<x<%T+2k¢r}

R/
K

343. Resolva a inequacao —% <cos x <0, parax € R.

Solucao
. ) . ~ T AL
A imagem de x deve ficar na intersecao 2
do ciclo com a faixa do plano
compreendida entre r e s. Temos, entao:
3 —— ° u
s:{xeR|1+2kwsxs—“+2kw} 2
2 2
3m
2

344.Resolva a inequacao cos x = —%, em R.
. N 2
345. Resolva a inequagao cos x < - para x € R.

346. Resolva a inequacao —g =COS X = % para x € R.
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INEQUACOES

V3
347.Resolva a inequacao |cos x| < - em R.

5
348. Resolva a inequacao |cos x| > 3 em R.

349. Resolva a inequacao cos 2x + cos x < —1, parax € R.
Solucao
cos2x + cosx=—1 & (2cos?2x—1)+cosx=<-1 &
1
o 2c0s?2xtcosx=0 & —?scosxso
Examinando o ciclo trigonométrico, obtemos:

S:{XER|%+2kwsxs2Tw+2kTr ou 4%+2kwsxs37w+2kw}

350. Resolva a inequacdo 4 cos? x < 3, em R.

351. Resolva a inequacgdo cos 2x = cos X, para x € R.

352. Resolva a inequacao sen x + cos x = % para x € R.

Solucao

senx+cosx>%@senx+sen(%—x>> =4

2
s s \2 s 1
2 - — ——|=— - | =—
= sen 2 cos (x 2 ) > & Cos (x 2 ) >
Fazendo x — % =y, temos a inequacao cos y = % Examinando o ciclo, vem:

2kay<%+2kw

ou

5?“+2k¢rsy<2w+2kw
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™
como x =y + T vem:

S:{x ER|1+2kwsx<7—“+2kw ou
4 12

23w Ot
S okmsx<——+
12 2Kk < X 2 2k7r}

353. Resolva a inequacdo sen x + cos x < 1, em R.

354. Determine o dominio da funcao real f dada por f(x) = | %, em R.

Solucao

COS 2X
I) Devemos ter ——— = 0
COS X

Il) Fazendo cos x =y, temos:

cos2x>0@2y2—12

CcOS X y

0

Ill) Fazendo o quadro de sinais:

2 2
2 0 2 N
2y2 — 1 + - - + Y
y - = + +
2
-1 - — +
y

concluimos que o quociente € positivo para:

V2 V2
_ — = < = —
> =sy<O0 ou y>2
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INEQUACOES

IV) Examinando o ciclo trigonométrico, temos:

T4 Ok < x = =% 4+ Okgy
5 2 4
—7scosx<0<:> ou
57 37

— + 2k =X < — + 2km
4 2

2k1-r$xs%+2kfrr

V2

cosx?T@ ou

%+2kw$xs2w+2kw

S={x ER|%+2k¢r<xs%Tw+2kw ou

5—w+2k'n'$x<3—7r+2k1'r ou
4 2

2k7r$x£%+2kfn' ou %+2kﬂ$xS2ﬂ+2kﬂ}

355. Resolva o sistema abaixo:

VI. Resolugdo de tg x > m

171. Marcamos sobre o eixo das tangen-
tes o ponto T tal que AT = m. Tragamos a
reta r = OT. As imagens dos reais x tais que
tg x > m estao na intersecao do ciclo com o an-
gulo rOV.

Para completar, descrevemos os interva-
los que convém ao problema.
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172. Exemplo de inequagao tgx > m

Resolver a inequacao tg x > 1, em R.
Procedendo conforme foi indicado, temos:

™ T

ou

S 3w
1 + 2k <x < > + 2Kk

que podem ser resumidos em:

U m
2 + ko <x < > + K

S={XER|%+kfn’<x<%+kw}

VII. Resolugaodetgx <m

173. Marcamos sobre o eixo das tangen-
tes o ponto T tal que AT = m. Tracamos a
reta r = 6_? As imagens dos reais x tais que
tg x < m estdo na intersecao do ciclo com o
angulo vOr.

Para completar, descrevemos os interva-
los que convém ao problema.

174. Exemplo de inequagao tgx <m

Resolver a inequacao tg x < V3, em R.
Procedendo conforme foi indicado, temos:
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INEQUACOES

ay T
= —_ l/
O+2k1‘r\x<3+2k'rr 3
ou
T ook < x < 2T 4 ok
5 <X 3 0
ou A
R
3 u
7+2k’n’<x<2fn'+2k'n'

S=1XER|2K#SX<%+2M ou %+2k7r<x<4?w+2k7r ou

37“+2kw<x<2w+2kw}

>

4
| y
\>3A

356. Resolva a inequacao |tg x| < 1, para x € R.

.4

EXERCICIOS

Solucao

ltgxl<1 e —1<tgx<1

A imagem de x deve ficar na intersecao
do ciclo com angulo rOs. Temos, entao:

o+2kwsxs%+2kw

ou

3—Tr+2k1'r X<5T+2K1T ou 7T-|—2k1'r X < 2w + 2k

4

S={x€[R€|2kTr<x %+2kw ou %Tﬁ+2k7rsxs%r+2kw ou

%‘T+2kfrr<x<2frr+2kfrr}

193
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357.Resolva a inequacao tg x > \/§, em R.

358. Resolva a inequacao tg x < 0, para x € R.
. . 3
359. Resolva a inequacao —3< tgx < 3 para x € R.

360. Resolva a inequacdo [tg x| = V3, em R.

361.Sejay = a'€®€xcom 0 < a < 1, em que log u indica o logaritmo neperiano de u.
Determine x para que logy = O.

LEITURA

Euler e a incorporacao da
trigonometria a analise

Hygino H. Domingues

Dentre as contribuicdes da India & matematica, merece lugar de relevo a
introducao da ideia de seno. O responsavel por essa inovacao foi o0 matematico
Aryabhata (476-?), ao substituir as cordas gregas (ver pags. 36 a 38) por semicor-
das — para as quais calculou tabuas de 0° a 90°, em intervalos de 3°45' cada um.

Os arabes, posteriormente, nao se limitaram a apenas divulgar a obra de gre-
gos e hindus: também deram contribuigées significativas proprias a matematica,
em particular a trigonometria. Neste campo, em que adotaram a nogao de seno dos
hindus, introduziram os conceitos de tangente, cotangente, secante e cossecante,
mas também como medidas de segmentos convenientes em relagao a unidades
pré-escolhidas. E o primeiro texto sistematico de trigonometria, desvinculado da
astronomia, é de um autor arabe: Nasir Eddin (1201-1274).

No Renascimento talvez o ponto alto da trigonometria seja o inicio de sua
abordagem analitica, em que pontificou Viete. Mesmo com sua notagao pouco
funcional, Viéte estabeleceu relagdes trigonométricas importantes, como as for-
mulas para sen (n6) e cos (n6) em funcao de sen 6 e cos 6.

Um grande avanco no sentido de levar a trigonometria para os do-
minios da analise foi dado por Newton, no século XVII, ao expressar as funcoes
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circulares na forma de séries inteiras (por exemplo:

o 28 o e
sen x = X 3l 4F 5 )

Porém, nao seria exagero nenhum afirmar que o verdadeiro fundador da
trigonometria moderna foi Leonhard Euler (1707-1783), o0 maior matematico do

século XVIII.

Euler era filho de um pastor luterano de uma localidade da Suica proxima
da cidade de Basileia. Pela vontade do pai seguiria também o sacerdécio; mas,
na Universidade da Basileia, para onde fora com essa finalidade, conheceu Jean
Bernoulli e seus filhos Nicolau e Daniel, o que acabou pesando fortemente em
sua opgao pela matematica. Pouco depois de formado foi convidado a integrar a
Academia de S. Petersburgo, na Russia, onde ja estavam Nicolau e Daniel (que
0 haviam recomendado). Depois de alguns vaivéns, em 1730 ingressou naquela
instituicao como fisico. E, trés anos depois, com a volta de Daniel a Suica, foi-lhe
confiado o posto maximo de matematica da Academia. Nessa posicao ficou até
1741 quando aceitou se transferir para a Academia de Berlim, a convite de Frede-
rico, o Grande. Depois de 25 anos na Alemanha retorna enfim a S. Petersburgo,
onde terminaria seus dias.

<
a
w
=
=]
a
>~
I
]
-
w
=
p=4
w
<
>
=
<]
o
S
e
@
:IF
1]
o
a
=4
<]
[
w
a

- | : | Leonhard Euler
4 e (1707-1783).

Euler, com seus cerca de 700 trabalhos, entre livros e artigos, € sem
duvida o mais prolifico e versatil matematico de todos os tempos. Os originais
que deixou com a Academia de S. Petersburgo ao morrer eram tantos que sua
publicacao s6 foi concluida 47 anos depois. E diga-se que Euler perdeu a visao
em 1766, o que o obrigou, a partir de entdo, a ditar suas ideias a algum filho
ou a secretarios.
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Euler foi também um grande criador de notacoes. Dentre os simbolos mais
importantes devidos aele estao: e parabase do sistema paralogaritmos naturais
(talvez extraido da inicial da palavra “exponencial”); i para a unidade imaginaria
(i = \/—_1); T para arazao entre a circunferéncia e seu diametro (na verdade, neste
caso, foi apenas o divulgador dessa notagao, posto ja ter sido ela usada anterior-
mente); Ix para o logaritmo de x; X para somatérios e f(x) para uma funcao de x.

Quanto a trigonometria, seu papel renovador surge ja nos conceitos basi-
cos. O seno, por exemplo, nao € mais um segmento de reta a ser expresso em re-
lagao a alguma unidade, mas a abscissa de um ponto do circulo unitario de cen-
tro na origem e, portanto, € um nuimero puro. Caracteriza-se dessa forma (vale o
mesmo para as demais linhas trigonométricas) a ideia de relagao funcional entre
arcos e numeros reais.

Euler dedicou duas memorias a trigonometria esférica, nas quais partiu
do fato de que, sobre a superficie de uma esfera, as geodésicas (arcos de me-
nor comprimento ligando dois pontos) sao arcos de circulos maximos. Assim, um
triangulo esférico € determinado por trés circulos maximos, como na figura. Entre
outros resultados obteve, por maximos e minimos, a lei dos senos da trigonome-
tria esférica (ja conhecida):

sen A sen B sen C

sena senb  senc

- O angulo A do triangulo esfenco ABC e o an- A
gulo formado pelas tangentes MA e NA aos M
arcos AB e AC, em A, respectivamente. M
- Analogamente se definem os angulos B B
e C.
+ Prova-se que vale a relagao
180° < med( )+ med (B) + med (C) <540°

A famosa identidade de Euler, ligando a trigonometria a funcao exponen-
cial (% = cos x + i sen x) na verdade ja aparecera antes sob a forma logaritmica
(Roger Cotes — 1714). Dela decorre a notavel igualdade:

em+1=0

Para julgar um génio, s6 outro génio. E Laplace dizia a seus alunos: “Leiam,
leiam Euler, ele € o nosso mestre em tudo”.
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A

Funcoes circulares
Inversas

I. Introducao

175. Defini¢ao

Uma funcao f de A em B é sobrejetora se, e somente se, para todo y pertencente
a B existe um elemento x pertencente a A tal que

fx) =y

Em simbolos:

f:A—B
[ f é sobrejetora < Vy, yEB,Ix,x EA|f(X) =y J

Notemos que f: A — B € sobrejetora se, e somente se, Im(f) = B.

f:A—B
f é sobrejetora < Im(f) = B

Em lugar de dizermos "f € uma fungao sobrejetora de A em B", poderemos dizer
"f € uma sobrejecao de A em B".
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176. Defini¢cao

Uma fungao f de A em B¢ injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X4 € X
de A, se x4 # X, entao f(xq) # f(x,).
Em simbolos:

f:A—B
féinjetora © (V X1,X1 EA, V Xo, Xo € A)(Xq # Xo = f(Xq) # f(X2))

Notemos que a definicao proposta é equivalente a: uma funcao f de Aem B
€ injetora se, e somente se, quaisquer que sejam x4 e x, de A, se f(x4) = f(x,) entao
X1 = Xo.

f:A—B
f é injetora & (V Xq, X1 € A, V Xo, Xo € A)(f(X1) = f(X2) = X4 = Xo)

Em lugar de dizermos "f € uma fungao injetora de Aem B", poderemos dizer "f é
uma injecao de A em B".

171. Defini¢cao

Uma funcao f de A em B € bijetora se, e somente se, f € sobrejetora e injetora.
Em simbolos:

f:A—B
f é bijetora & f é sobrejetora e injetora

A definicao acima € equivalente a: uma funcao fde A em B € bijetora se, e
somente se, para qualquer elemento y pertencente a B existe um unico elemento x
pertencente a A tal que f(x) = v.

f:A—B
f é bijetora & Vy,yEB,Ix,x EA|f(X) =y

Em lugar de dizermos "f € uma funcao bijetora de Aem B", poderemos dizer "f
€ uma bijecao de Aem B".
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178. Através da representacédo cartesiana de uma funcao f podemos verificar se f é
injetora ou sobrejetora ou bijetora. Para isso, basta analisarmos o nimero de pontos de
intersecao das retas paralelas ao eixo dos x, conduzidas por cada ponto (O, y) em que
y € B (contradominio de f).

1°) Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um s6 ponto ou nao cortar o
grafico, entdo a funcao € injetora.

Exemplos:
a) FR—R b) : R, — R
f(x) = x f(x) = x2
YA yA

/

/ £

7 7

i -
7 7
— X X
7
7
—

2°) Se cada uma das retas cortar o grafico em um ou mais pontos, entao a fun-
cao é sobrejetora.

Exemplos:
a) i R—R b) : R — R,
fix) =x—1 f(x) = x2
yA yA
/ \ /
v AN 7
v AN 7
7 AN 7
7 AN 7
7 AN 7
7 - N1 -
X X
7
7
7
/
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3°) Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um s6 ponto, entdao a fungao
€ bijetora.

Exemplos:
a) R—R b) fR—R
f(x) = 2x f(x) = x - | x|
Y YA
/ /
7 7
7 7
A ya
7 7
7 7
7 X > X
7 7
7 7
7 7
/ /

179. Resumo

Dada a funcao f de A em B, consideram-se as retas horizontais por (0O, y)
comy € B:
I) se nenhuma reta corta o grafico mais de uma vez, entao f € injetora.
Il) se toda reta corta o grafico, entdo f € sobrejetora.
Ill) se toda reta corta o grafico em um sé ponto, entao f € bijetora.

II. Funcdo arco-seno

A funcao seno, isto €, f: R — R tal que f(x) = sen x € evidentemente nao sobreje-
5

5
tora (pois}ﬂ x € Rtal que sen x = 2) e nao injetora (pois % # % e sen % = sen ?)

™ ™
Se considerarmos a funcao seno restrita ao intervalo [_?’ E] e com
mw
contradominio [—1, 1], isto €, g: [—3, 5] — [—1, 1] tal que g(x) = sen x, notamos

que:
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\ [ i y =senx

Nl‘:']“'-
|
3
|
N3
)
1
1
1
!
o
1
1
1
1
1
U
(1]
E)
<y

1°) g é sobrejetora, pois para todoy € [—1, 1] existe x € [—% %} tal que

sen x =y;

P . . mw ~ . ~
2°) g é injetora, pois no intervalo [—?, 7] a funcao seno é crescente. Entao:

X4 #F Xo = Sen Xq # Sen X,

Assim sendo, a funcdo g admite inversa e g~1 é denominada fungado

arco-seno. Notemos que g~ 1tem dominio[—1, 1], contradominio [— %%] eassocia
acadaxe[—1,1lumy e [—%, %} tal que y € um arco cujo seno € x (indica-se

y = arc sen x). Temos, portanto, que:

w ™
[ y=arcsenx < seny=x e —?$y$? }

180. 0s graficos de duas funcdes inversas entre si sdo simétricos em relacao & reta
que contém as bissetrizes do 1° e 3° quadrantes. Entao a partir do grafico de g obtemos
os graficos de g1

g(x) = sen x g~ 1(x) = arc sen x

17 17

1 il

2

=z 0 T X — 0 1 x
-1
_m
2
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362.

363.

364.

365.

EXERCICIOS

Determine « tal que o = arc sen %

Solucao

Temos:

1 1 ™ ™
a=arcsen—— & seha=—€ ——=sa = —
2 2 2 2

1
€ um « tal que sen a« = — de modo que esteja no

isto é, arc sen >

N[

. ™| . ) 1y
intervalo [— , —} isto é, « = —.
2 6

NE!

. . . V3 1
Determine os segumtes numeros: arc sen O,arc sen T,aro sen| — ? ,arcsen 1

e arc sen (—1).

1
Calcule cos | arc sen ? .

Solucao

1
Fazendo arc sen ? = «, temos:

Calcule tg (arc sen %)
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3 5
366. Calcule cos (arc sen 5 + arc sen 1—3>

Solucao
3
Fazendo arc sen 5 = «, temos:
sen e TsasZ
Q=—=€e " —sSas =
5) 2 2

= 3\2_ 4
= + — || = = —.
entao cos a 1 ( 5 ) 5

Fazendo arc sen 1—53 = 3, temos:

5 ™ ™
senB=-—e-——<pB=<—
B 13 2 B 2
~ _ (5 2 12
entdocos B = + |1 §> =5

Finalmente, temos:

cos (@ + B) =cosa-cosPB —sena:-senf =

5 13 5 13 65 65

367.Calcule:

a) t (arC sen <_£> + arc sen i)
g 3 2

b) sen (2 - arc sen <—%>)

c) cos (3 - arc sen £>
13

N

e
368. Admitindo a variagao de arc sen x no intervalo fechado [— o ], resolva a equacao

_ 1
arc sen x = 2 arc sen —.
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ITI. Fungcao arco-cosseno

A funcdo cosseno, isto &, f: R — R tal que f(x) = cos x é ndo sobrejetora (pois 7 x
€ R tal que cos x = 3) e nao injetora (pois 0 # 2m e cos O = cos 21m).

Se considerarmos a fungao cosseno restrita ao intervalo [0, ] e com contradomi-
nio [—1, 1], isto &, g: [0, w] — [—1, 1] tal que g(x) = cos X, notamos que:

xy

1°) g é sobrejetora: Vy € [—1,1],3x € [0, w] | cos x = y;

2°) g éinjetora: V x4, X, € [0, 7], X4 # X9 = COS X4 # COS X5, POis g é decrescente.

Assim, g admite inversa e g~ é denominada fungao arco-cosseno. Notemos
que g~ tem dominio [—1, 1], contradominio [0, w] e associa a cada x € [—1, 1] um
y € [0, ] tal que y € um arco cujo cosseno € x (indica-se y = arc cos x). Temos, por-
tanto:

( y=arccosx & cosy=xe 0=sy=sm )

181. Como os graficos de g e g1 sdo simétricos em relacdo a retay = x, podemos
construir o grafico de g ~* a partir do de g.

g(x) = cos x g=1(x) = arc cos x

Vi YA

m
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369.

370.

371.

372.

373.

3 |
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|4

. 3
Determine « tal que o = arc cos >

Solucao

Temos:

a=arccos%@c03a=%e0<asw

. m
entao a = —.
6

. . . 1 V2
Determine os segumtes numeros: arc cos 1, arc cos ?, arc cos T, arc cos 0,

arc cos (—1).
2
Calcule tg (arc cos E)

Solugao

2
Fazendo arc cos = = «, temos:

2
COSa=€eOSa<Tr

[ 4
entdo sen a = +V1 — cos?a = + 1_E=‘/§_1

sena=\/2_1

et =
g COS a 2

Calcule sen <arc cos (—%))

Calcule cotg (arc cos %)
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374. Sendo A do primeiro quadrante e arc sen x = A, ache arc cos x.

375. Calcule sen (arc cos S + arc sen l)
13 25

Solucao
5 }
Fazendo arc cos — = «, temos:

5
cosa=—eO=sasm

13
~ 51\2 12
t =+/1 - [—=| ===.
entao sen o 1 (13> 13

Fazendo arc sen % = 3, temos:

senp = —%gﬁs

7
— €
25

entaocos B =+ /1 — (==

(ﬂ\\“
S~ —
N
Il
NN
5[

Finalmente, temos:
sen (e + B)=sena-cosP +senP-cosa =

13 25 25 13 25 325°

376. Calcule:

a) sen (arc cos R arc cos i) c) t (2 - arc cos (—i>)
5 13 8 5

b) cos (arc sen _ arc cos E) d) cos (i - arc cos l)
25 13 2 25
377. Seja a fungao f(x) = cos (2 arc cos x), —1 =x < 1.

a) Determine os valores de x tais que f(x) = 0.
i 1
b) Esboce o grafico de g(x) = —.
) g g(x) )

378. Quais sdo os quadrantes onde estdo 0s arcos cujo cosseno é V27?

206 Fundamentos de Matematica Elementar | 3



FUNCOES CIRCULARES INVERSAS

IV. Fung¢ao arco-tangente

A funcao tangente, isto €, f: {x | x # % + k'rr} — R tal que f(x) = tg x é sobre-

I

jetora(poisVyER,ExERex# >

+ ki tal que tg x = y) € nao injetora (pois

E

O#m e tg0=tgm.

) ~ ) : ™
Se considerarmos a fungdo tangente restrita ao intervalo aberto }—E,

NJE!

com contradominio R, isto €,

T
g: ]—3, > [ R
tal que g(x) = tg x, notamos que:
1°) g também € sobrejetora;
2°) g € injetora, pois no intervalo ]— % % [ afuncao tangente € crescente, entao:

N

Xl,X2E:|_ ,%[,X1¢X2:>tgx:|_¢th2

YA

NIE]
NTE]
x

Deste modo a fungdo g admite inversa e g~1 é denominada funcdo arco-

tangente. Notemos que g~ tem dominio R, contradominio }—% % [ e associa a

cada x € Rumy & }—% %[ tal que y € um arco cuja tangente é x (indica-se

y = arc tg x). Temos, portanto:

K T
[ y=arctgx © tgy=x e —5<¥<3 }

3 | Fundamentos de Matematica Elementar 207



FUNCGCOES CIRCULARES INVERSAS

182. Como de habito vamos construir o grafico de g1 a partir de g.

g(x) = tg x g 1(x) = arctgx
YA YA

a
2

|
(NIE]
(N]E]
xy
xy

R
K

379. Determine « tal que o = arc tg 1.

Solucao
Temos:

a=arctg1<:>tga=1e—%<a<%

isto 6, a = —
’ 4'

380. Determine os seguintes nimeros: arc tg 0, arc tg V3, arctg (—1) e arc tg (— £)

381. Calcule sen (arc tg \2).
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Solucao
Fazendo arc tg V2 = «, temos:

tga=V2e —S<a<—L

2 2
entao:
tg2 o 2 2 [2 6
sen? a = = == =S sena=+ = =—
“ 1+tg2a 1+2 3 “ 3 3

382. Calcule cos (arc g <—%))

383. Calcule tg (arc sen 3 arc tg i)

5 12
Solugao
Fazendo arc sen % = «, temos:
v v
sena=— e —— =a =—, entao
75 2 %" 72
9

5
Fazendo arc tg — = B, temos t, = —
z €15 B g B 12

Finalmente, temos:

3_5 16
. a—tgB 4 12 48 _ 16
BB =T e g p ,,3 5 63 63
4 12 48
384. Calcule:
a) sen (arc tg 2 + arc tg 3) c) tg(2-arctg%)

b) cos (arc tg 2 — arctg %) d) cos (3 -arc tg 2—74)
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385. Demonstre a igualdade:

V5 3
arc sen — + arc cos —— = arc tg 1

5 V10

Solugao

V5 3
I) Facamos a = arc sen —, 3 = arc cos —, y = arc tg 1,
5 V10

entao:
senoczﬁe—1$0Ls1:>0<o¢<1
5 2 2 4 0y
Cosp=——c0<B<m=>0<p<-=
V10 4
tgy=1¢€e — 4 <y<L -
gy € > Y 2 =Y 4
Il) Temos:
5
tgoL:sena: sen a __5 _1
cosa V1 —sen?a @ 2
5
1
B:senB_\ll—cosZB_\/1_0:i
g cos B cos B 3 3
V10
1,1 5
_ tgat+tgpB 2 3 _ 6 _ ., _
tg (o + B) = = =— =i=1
g (a+B) T-tgagp ,_ 1 1 5 gy
2 3 6
I1l) Conclusao:
w
<at+p<—
O0<a+p >
O<y<Z (T otRey
tgla+p)=1gy
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386. Prove as seguintes igualdades:
U
4

3

1 1
a) arctg — + arctg = =
) g2 g3

1 0y
b) arc sen — + arc cos —

V5 4

3 12 16
C) arc cos — + arc co0s — = arc cos —

5 13 65

d) arc sen 24 arc sen 3 arc tg 3
25 5 4

1 1 ™
e) 2-arctg— + arctg =— = —
) g3 g7 )

Solucao

e) Fazendo arc tg % = a, temos:

1 ™ ™ ™
S —— —— < < — < < —
tg o 3 @ > <a<T = 0<a 2 =

:>o<2a<% 1)

Fazendo arc tg % = 3, temos:

1 ™ ™
== e S <p<>
BB=—2 e 5 <k=<3

w

=>O<B<2

2)

Tendo em vista (1) e (2), para provar que 2a + B = % basta provar que

tg(2a + B) = 1, pois 0 < 2a + B < 7. Temos:

2 2
_ 2%« 3 _ 3 _6_3
tg2a—1_tg2a—1_i—§—8—4
9 9
3,1 25
__tg2attgp 4 7 _ 28 _
tg(2a+B)_1—tg2a-th 3.1 25 1
4 7 28
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387.Prove as igualdades:

12
13

a) 2 -arc tg%Jr arc cos =
b) 3'arcseni+arccos£:1
4 16 2

388. Resolva a equacao:

X — X
arctg(lge>+arctg<:L 2e>=%

389. Calcule x na igualdade:
arctg (7x — 1) = arc sec (2x + 1)

390. Sejam a = arc sen (%) um arco no 2° quadrante e 3 = arc tg (—%) um arco no

4¢ quadrante. Calcule 25 - cos (a + B).
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Resolucao de equacoes
e Inequacoes em
Intervalos determinados

183. Quando desejamos obter as solucdes de uma equagdo ou inequacao perten-
cente a um certo intervalo I, seguimos a sequéncia de operacoes abaixo:

1°) resolvemos normalmente a equacao ou inequacao, nao tomando conheci-
mento do intervalo |, até obtermos a solucao geral;

2°) obtida a solugao geral, quando necessariamente aparece a variavel k inteira,
atribuimos a k todos os valores inteiros que acarretem x € |.

O conjunto solucao sera formado pelos valores de x calculados com os valores

escolhidos para k.

I. Resolucao de equagoes

R £ :
v
A

391. Determine x € [0, 2] tal que 2 - sen x = 1.
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Solucao
~ ~ 1
A solucao geral da equacao sen x = > @

x =T & okm ol X = 2= + ok
6 6

Se queremos O < x < 21, devemos atribuir a k o valor O. Entao:

™ 5
5—1? ?}

392. Quais sao os arcos do intervalo fechado O —— 21 tais que o seno do seu dobro é
AER
2
Solucao

Chamemos de x os arcos procurados. Entao:

2x = =L + Okmr
V3 ™ 3
sen2x=7:>sen2x=sen?:> ou =
2% = 2™ 4 ok
3
X = % +km (1)
=4 Ou (chamada solucao geral)
X = % +kr (2

A solucao geral € o conjunto de todos os arcos que satisfazem a equacao
dada, ao passo que queremos so6 0s arcos-solugao do intervalo O —— 2.
Entdo vamos atribuir valores a k :

k=0 = x=— k=0 = x=—
6 3

em (1) em (2)
k=1:>x=%" I<=1=>X=4?Tr

Observamos que qualquer outro valor atribuido a kem (1) ou (2) acarretaria
X & 0+ 2q.

S:{iiﬁﬂ}
6’3" 6’ 3
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. 1
393. Determine x tal que 0 < x <7 e sen 3x = >

394. Quais sao os arcos do intervalo fechado O —— 27 tais que o seu seno € igual ao
seno do seu dobro?

Solucao

Chamemos de x 0s arcos procurados; entao:

2X = X + 2Kk X = 2Kkt (1)
sen 2x =senx = 4§ OoU = qou T 2k
2X =1 — X + 2kmw xX=—+— (2
3 3
= :O
=1 = x=27
k—0:>x—3
k=1 =x=ma
k—2:x—5—1T
3

395. Obtenha as solugoes da equacao sen 3x = sen 2x que pertencem ao intervalo
[0, .

396. Determine x tal que 0 < x < 27 e c0s 2x = %

Solugao
™ e
2x=?+2kw x=€+kﬂ (1)
Temos cos 2x = cos — = { ou = < ou
™
2X=—?+2k1'r X:_E‘i‘k’ﬂ (2)
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k=0=>x:% k=:l_:.¢x:5?ﬂrr
De (1) de (2)
I«=:L:>x=7?"T k=2:>x=ﬁ

397.Obtenha x tal que cos 3x = cos 2x € 0 < x < 1.
398. Ache as solucdes de 4 - sen® x — senx = O para 0 < x < 2.

399. Determine xtalque O = x <1 e tg 6x = tg 2x.

Solucao
tgbx =tg2x = 6x = 2Xx + km = x=%
Fazendok =0, 1, 2, 3 e 4, obtemos respectivamente x = 0, %, %, %TTF e .

. m™ 37 L .
Excluindo os valoresz e 2 para os quais nao existem as tangentes de 6x e

2x, vem:
S= {o, % 'rr}

400. Calcule x no intervalo O =< x < 27 tal que tg x + cotg x = 2.

401.Sendo 0 < x < mr, resolva Vsen2 x — Vcos2 x = 0.
402.Resolva a equacao sen x + seny = 1, sabendo que x +y = %

403. Resolva, em 0 < x < 2, as seguintes equacgoes:

a) cos 2x=% b) cos 2x = cos x Cc) cos (x+%)=0
404.Resolva, para x € (0, 2], as equacoes abaixo:

a) cos 3x = cos X b) cos 5x = cos <x + %)
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405.

406.

407

408.

4009.

410.

411.
412.

413.

414.

Resolva a equacdo cos?2 x — 2 sec2x = 1, com 0 < x < .

Qual é o nimero de solucdes da equacao trigonométrica
cos?x + cos® x + cos” x + ... + cos x + 1 = O no intervalo 0 < x < 2m?

.Resolva, para 0 < x < 2, as seguintes equacoes:
a) tg 2x = V3 e) tg2x=tg<x+%>
b) tg 2x = tg x f) igdx =1
c) ig3x=1 g) cotg 2x = cotg (x + %)
d) tg3x —tg2x =0 h) tg22x = 3
Resolva as equacodes abaixo, para x € [0, 27]:
a) sec?x =2 -tgx
b) 12 — 1 CoS X
sen? x sen x

™ ™
C) sen 2x - cos (x +Z> = c0S 2x - sen (x +Z>

d) (1 —tgx)(1+sen2x) =1+ tgx
e) 3 sec?x = 2 secx

{;
f) 2sen?x = 18X
sec x
Para quais valores de p a equacéao tg px = cotg pxtem x = % pararaiz, em [0, 21]?

Em quantos pontos os graficos das funcdes seno e tangente, com 0 < x < 1, se
interceptam?

Calcule o angulo x no intervalo 0 < x < 2, se sec2x = tg x + 1.
Determine x tal que 0 < x < 7 e tg 6x = tg 2x.

Resolva as seguintes equacodes para x € [0, 27]:

5 X X 7
4 4 — 6 6 =
a) sen“x + cos*x = —= d) sen® — + cos® — = —
) 8 ) 2 2 16
5
b) sen® x + cos® x iy e) sen3x + cos3x =1
4 4, 1
c) sen® x + cos x—7
Qual é o numero de solucdes que a equacao sen 2x = sen x admite no intervalo
i 51
——=s=Xx=—"
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415.

416.

417.

418.

419.

420.

421.

422.

423.

424.

425.

426.

3 |

. . - - 7 .
Determine o conjunto solucdo da equacéo 3tg2x + 5 = s no intervalo [— % %]

sx

Determine os valores de x, no intervalo O < x < 2, que satisfazem a equacao
sen mwx + cos wx = 0.

Calcule o angulo x no intervalo 0 < x < 21, se sec2 x = tg x + 1.

Resolva, em | = [0, 2], as seguintes equacodes:

a) 2sen?2x —3cosx—3=0 ¢) bcosx — 3 =—-2cos?x

b) 2 cos x =1 + cos? x d) 4cosx(cosx —2)= -3

Qual é a soma das raizes da equacao 3 . 4, nointervalo 0 < x < 2w?
1 — cos?x

Quantasraizes, parax € [0, 2], temaequacdo 2 cos2x + 3sen?x =5 + 3 cos x?

Dado o sistema:
sen(x +y)+sen(x —y) =2
senx + cosy = 2
m
a) mostre que o par (Xg, Yo) COM Xg = 2W e yg = > nao é solucao do sistema;

b) resolvao sistema, determinando todas as solucoes (x, y), paraxeyem|[O, 27].

Resolva o sistema:

sena+cosbh =1

a+b a—b>b 1
.COS = —

2 2 2

sendo a e b do 1° quadrante.

sen

Quais sao os valores de x entre O e 27 que satisfazem a equacao
2sen?x + |senx|] —1 =07

Calcule a soma das raizes da equacdo 1 — 4 cos? x = 0, compreendidas entre O

e .
Sendo 0 < x < mr, resolva a equacgao 2 log sen x + log 2 = O.

Qual é a soma das raizes da equacdo 2 sen?x — 5senx + 2 = 0, parax € [0, 2]?
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II. Resolucao de inequacgoes
427.Determine x € [0, 2] tal que cos 3x < %

Solucao

. ~ 1 : .
Fazendo 3x = y, temos a inequacao cos y < > Examinando o ciclo, vem:

Mas x € [0, 2], entao sO interessam as solucoes particulares em que
k=0o0ulou?2:

N e s 2L
9 9
ou
k:1:>7_7r$x$11_ﬂ
9 9
ou
17
keo = Bo_ 0w
9 9
1y S 7 117w
= — <x=— — = x=—
Portanto, S {XER|9 X 5 % g X 5 o
13w 17ﬂ}
<x<
9 9

428. Resolva a inequacao cos 2x < % supondo x € [0, 2].

. - 1
429. Resolva a inequacao cos 4x > CY supondo x € [0, 2].

220 Fundamentos de Matematica Elementar | 3



RESOLUCAO DE EQUACOES E INEQUACOES EM INTERVALOS DETERMINADOS

430. Determine x € [0, 2] tal que COSX o 1
CoS 2x

=

Solugao

l) Fazendo cos x = y e lembrando que cos 2x = 2 cos? x — 1, temos:

y y 22 —y—1

sl -5—F-1s =
2y2 -1 -1 0 2y2 -1 0

Il) Fazendo o quadro de sinais:

2 1 2
2 2 2 1 -
2y -y—-1 + |+ . - 0 -+
22—-1 + 1 - 4 = . o+ . +
1 1 1 1
A=Y= . 5 5 w0 - 0
Zy2 —1 | | | |
) . L 2 1 V2
concluimos que o quomente = pOSItIVO paray < —TOU —? = \ < T

ouy = 1.

lIl) Examinando o ciclo trigonométrico, para O < x < 21, temos:

GRS e oy DL oo T
2 4 4
T o<l
. 5 4 -3
——<cosx<— & 4§ Ou
2 2 47 7
3 4
cosx=1=x=0 ou 2w
portanto:
™ 2m 37 57
= = — < x=— — < x<—
S {xe[RIx Oou4 X<3- ou ——<x<—~ ou

4—Tr<x<7—ﬂ-r ou x—21-r}
3 4
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2 _
431. Resolva a inequacao 2 COSC;(SJ; ci)slx 1 > 0, supondo x € [0, ].

cos2x +senx + 1
Ccos 2x

432. Resolva a inequacéao = 2, supondo x € [0, w].

433.Resolva a inequacao 2°°8 2 < V2, supondo x € [0, ).

434. Determine x € [0, 2] tal que sen 2x > 0.
Solugao
Fazendo 2x =y, temos a inequacao seny > 0.
Examinando o ciclo, vem

2k <y < + 2k

Como x = L, resulta:

k'n'<x<%+ Kar.

Mas x € [0, 2], entao s6 interessam as solucoes particulares em que
k=0ou1l:

k=0:>0<x<%

ou

k:1:>¢r<x<37“.

S={xeR|0<x<%ou TI'<X<377T}

435. Resolva a inequagao sen 2x > % supondo x € [0, 2m].
. N V3
436. Resolva a inequacao sen 3x < R supondo x € [0, 2r].

1 1
437.Resolva a inequacao 7 = senx-cosx< > supondo x € [0, 27].
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438. Determine no conjunto dos ndmeros reais o dominio de

4-sen2x — 1
y = T, 0<x<2m.

439. Para que valores de x, x € [0, 2], esta definida a funcao

; _\/ sen 2x — 2
(x) = cos2x +3cosx —1°

440.E dada a equacao
(2cos2a)x2 — (4cosa)x + (4cos2a—1)=0

sendo 0 < a < .
a) Para que valores de « a equacao tem solucoes reais?
b) Para que valores de a a equagcao admite raizes reais negativas?

4441. Para que valores de x, x € [0, 2], verifica-se a desigualdade:

(0805 x (2 COS X — 1) + 10805« (1 + cOS X) > 17
442, Que valores de x, x € [0, 2], verificam a inequagdo V1 — cos x < sen x?
443. Determine x € [0, 27] tal que 1 < tg 2x < V3.

Solucao
Fazendo 2x =y, temos a inequagao 1 = tgy < V3.

Examinando o ciclo, vem:

v m
—+tkmr<y<—+k
2 T<Y 3 0

Como x = % resulta:

Mas x €[0, 2], entdao sé interessam as solugoes particularesemquek =0

oulou?2ou3:
e

I
= —_—= << —
k 0:8<x 5
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ou
5 2
k=1 = —=x<—
8 3
ou
k=2:>9—ﬂsx<7—7r
8 6
ou
13w 57
k=3 = 3 X 3
S={x€R|—sx<—ou—ﬂsx<—ou
6 8 3
9_Tr<x<7_ﬂou_13ﬂ<x<5_ﬂ}
8 6 8 3

444.Resolva a inequagao tg 2x = —3, supondo x € [0, 2].

445. Resolva a inequacao tg2 2x < tg 2x, supondo x € [0, 2m].

446. Resolva a inequacao tg2 2x < 3, supondo x € [0, 2].
447.Resolva a inequacao sen x > cos X, para 0 < x < 2.

448. Resolva a desigualdade cos x + V3 sen x > V2, com 0 < x < 2.

449. Resolva a inequacao |cos x| = sen x, com 0 < x < 2.

450. Qual é a solucao da inequacao sen 2x - (sec2 X — %) < 0, no intervalo fechado
[0, 27]?

451.Resolva a inequacdo 4 sen?x = 1, para 0 < x < 2.

452, Resolva a inequacdo 32s¢"x~1 =1 supondo x € [0, 7].
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453. Considerando x € [0, 2w]:
a) Para quais valores de x existe log, (2 sen x — 1)?
b) Resolva a equacao
log, (2 sen x — 1) = log, (3sen?x — 4 sen x + 2)

454. Resolva a inequacao 4 cos? x < 3, em D = [0, 2m].

2 _
455, Resolva a inequacao 200s"x + cosx — 1 > 0, supondo x € [0, ].

cosx — 1

456. Determine no conjunto dos ndmeros reais o dominio de
_ |4sen2x —1 o
X= \/ COoS X ’

3 .
457.Se x2 + x + tg o > e para todo x real, com 0 < a < 1, determine «.

I

X< 2

458. Qual é a solucdo da inequacdo sen? x < 2 sen x, no intervalo fechado [0, 21]?

459.Para O < x < 2, qual € o conjunto solucéo de (sen x + cos x)2 > 1?
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I.

Trigonometria em
triangulos quaisquer

Lei dos cossenos

Em qualquer triangulo, o quadrado de um lado € igual a soma dos quadrados dos
outros dois lados, menos o duplo produto desses dois lados pelo cosseno do an-
gulo formado por eles.

==S

Demonstracao:

1°) Seja ABC um triangulo com A < 90°.

No ABCD, que é retangulo:
a2=n%2+h%2 (1)

No ABAD, que é retangulo:
h2=¢2-m2 (2)

Temos também:
n=b—-m (3)

Levando (3) e (2) em (1):

- ----- 2
>

S5

T

a2=(b-m)3?+c2-—m? = a2=>b%+c2— 2bm

Mas, no triangulo BAD: m = ¢ - cos A.

Logo: ( a2=b2+02—2bc~cosl\J
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2°) Seja ABC um triangulo com 90° < A < 180°.

No ABCD, que é retangulo:
a2=n2+h? (1)

No ABAD, que é retangulo:

h2 =¢c2 —m2 (2)

Temos também:
n=b+m (3)

Levando (3) e (2) em (1):

a2=(+m)3?+c?2-m? = a2 =>b?+c?+ 2bm

Mas, no ABAD: m = ¢ - cos (180° — Z\) = m = —c - cos A.

Logo: ( a2 =b2 + c2 — 2bc - cos A J

3¢) Analogamente, podemos provar que:

[b2=a2+02—2ac~cosl§J

c2=2a2+ b2 — 2ab - cos C

460. Dois lados de um triangulo medem 8 m e 12 m e formam entre si um angulo de
120°. Calcule o terceiro lado.

Solucao

Adotando a notacao da figura ao lado e

aplicando a lei dos cossenos, temos:

a2 = b2+ c2 — 2bc - cos A =
=82+122-2-8-12-c0os120°= Pb=8
=64 + 144 + 96 = 304 120°

entdo a = V304 = 419 m. A c=12
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461.

462.

463.

464.

465.

466.

467.

Calcule ¢, sabendo que: A
a=4 C
l? = 3V2 B b
C = 45°
a
C
Dois lados consecutivos de um paralelogramo medem 8 m e 12 m e formam um

angulo de 60°. Calcule as diagonais.

Calcule os trés angulos internos de um triangulo ABC, sabendoquea =2,b =6 e
c=1V3+1.

Demonstre que, se os lados de um triangulo tém medidas expressas por nimeros
racionais, entao os cossenos dos angulos internos também sao ndmeros racionais.

Os lados de um triangulo sao dados pelas expressoes:
a=x2+x+1, b=2x+1 e c=x2—1.
Demonstre que um dos angulos do triangulo mede 120°.

Calcule o lado ¢ de um triangulo ABC sendo dados A= 120°, b =1e % = 2.

Qual é a relagao entre os lados a, b e ¢ de um trianguo ABC para que se tenha:

a) ABC retangulo?
b) ABC acutangulo?
c) ABC obtusangulo?

Solugao

Admitamos que a seja o maior lado do triangulo ABC, isto €, a = b e
a= c. Sabemos da Geometria que ao maior lado opoe-se o maior angulo do
triangulo, portanto, A=B e A = C. Assim, temos:

AABC é retangulo < A = 90°

AABC é acutangulo & 0° < A < 90°

AABC é obtusanguloe 90° < A < 180°

Por outro lado, da lei dos cossenos, temos:

] b2+ c?—a?
a?=Db?+c2—2bc-cosA = cosA:|O2CTa
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Entao, vem:
a) A=90° & cosA=0 o b2 +c2—a2=0 < a2 =Db? + c?

b) 0° <A <90° < cosA>0 & b2+c2—a2>0
o a2 < b2+ ¢2
c) 90° <A <180° < cosA<0 & b2+ 2 —a2<0 o
o a2 > b2 + ¢2

Conclusao: um triangulo ABC é respectivamente retangulo, acutangulo ou
obtusangulo, conforme o quadrado de seu maior lado seja igual, menor ou
maior que a soma dos quadrados dos outros lados.

468. Classifique segundo as medidas dos angulos internos os triangulos cujos lados sao:
a) 17,15,8 b) 5, 10, 6 c) 6,7,8

469. Os lados de um triangulo obtusangulo estao em progressao geométrica crescen-
te. Determine a razao da progressao.

II. Lei dos senos

Em qualquer triangulo, o quociente entre cada lado e o seno do angulo
oposto é constante e igual a medida do diametro da circunferéncia circunscrita.

Demonstracao:

Seja ABC um triangulo qualquer, inscrito numa circunferéncia de raio R. Por um
dos vértices do triangulo (B), tracemos o diametro correspondente BA'e liguemos A’
com C.

Sabemos que A=A por determinarem A
na circunferéncia a mesma corda BC. O trian- S A
gulo A'BC é retangulo em C por estar inscrito

numa semicircunferéncia.

Y

7
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Temos, entao:

a=2R-senA' = a=2R-senA = aA=2R
sen A

b c
Analogamente: —=2R e — = 2R.
sen B sen C

Donde concluimos a tese:

b
a = f— > = C > = 2R
senA senB senC

R
K

470.Calcule o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo ABC em que
a=15cmeA = 30°.
Solucao
Da lei dos senos, temos:

__a __15 _ 15 _
2R_senA_Sen30°_i 30 cm
2

entao R = 15 cm.

471. Calcule os lados b e ¢ de um tridangulo ABC no qual a = 10, B=230°¢ C = 45°.

Dado: sen 105° = M

Solucao

A+B+C=180° = A= 180° — 30° — 45° = 105°

1
a b a-senB 105 20
= Aib: =

senA senB senA V6 +v2 V6 + 12
2
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g2
a_ __c _ ,_a-senC_ 2 20V2
senA senC sen A V6 + V2 V6 + V2
4

472.Quais sao os angulos B e C de um triangulo ABC para o qual A = 15°,

senéz%esenézg?

473.Um observador colocado a 25 m de um Y
prédio vé o edificio sob certo angulo.
Afastando-se em linha reta mais 50 m,
ele nota que o angulo de visualizagao é
metade do anterior. Qual é a altura do
edificio? B ~ ®

a 50 A 25 X

2

oo o
OO0

184. Teorema

Em qualquer triangulo, valem as relagbes seguintes:

a=b-cosC+c-cosB
b=a:-cosC+c-cosA
c=Db-cosA+a-cosB

Demonstracao:

Vamos provar sé a primeira delas:

1°) Seja ABC um triangulo com B < 90° e C < 90°.

A

3 | Fundamentos de Matematica Elementar 231



TRIGONOMETRIA EM TRIANGULOS QUAISQUER

No AABD, que é retangulo: BD = ¢ - cos B
No AADC, que é retangulo: DC = b - cos C
entdo:
a=BD+DC=c-cosB+b-cosC

2°) Seja ABC um triangulo com 90° < B < 180° ou 90° < C < 180°.

No AABD, que é retangulo: A
BD = ¢ - cos (180° — B)

No AADC, que é retangulo:

ol
D

DC =b-cosC
entao:
a=DC—DB=b-cos@—c-cos(180°—I§)=
=b~cosé+c~cosl§
185. Teorema

Em qualquer triangulo, a area € igual ao semiproduto de dois lados multiplicado
pelo seno do angulo que eles formam.

Demonstracao:
12) Seja ABC um triangulo com A < 90°.

No AADB, que é retangulo, temos:

DB=c-senA
entao:
AC - DB _ bc 2
[S_T_ > senA]
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2°) Seja ABC um triangulo com 90° < A < 180°.

No AADB, que € retangulo, temos: B
DB = c - sen (180° —A) = ¢ - sen A

entao:

[SZAC~DB= b-c -senAJ

2 2

3¢) Analogamente provamos que:

S=aT'b-sen(3

_a-c, =
S = > sen B

186. Teorema

Em qualquer triangulo, a area € igual ao produto dos trés lados dividido pelo qua-
druplo do raio da circunferéncia circunscrita.

Demonstracgao:

De acordo com a lei dos senos, temos:

a

_ = 2R = senA = — (1)
sen A 2R

Pelo teorema anterior, temos:

b. ~
S = 20~senA (2)

Substituindo (1) em (2), decorre:
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187.Teorema

Em qualquer triangulo nao isésceles e nao retangulo valem as relagdes seguintes:

tA+é tA+6 té+é
a+b_g 2 a+c_g 2 b+c_g 2
a—b A—-B 'a—-c A—C  b-c B—C

it ii i

€ 2 € 2 € 2
Demonstracao:

Partindo da lei dos senos e usando uma das propriedades das proporcoes,

temos:
a b

a senA a+b senA+senI§
:}_: — : = — A:
b sen B a—b senA—senB

(Z\+é) (A—é)
2 sen - COS i
2 2 _

- (A—B) <A+é)
2 sen - COS i;
2 2

sen A sen B

oa
—
b3
N[+
[we R
~—

oa
S
b3
N
(osB
N~————

As outras duas sao provadas de modo analogo.

474.Calcule o lado a de um triangulo ABC, sabendo a medida da altura h, e as me-
didas dos angulos o e  que h, forma com c e b, respectivamente.

475. Calcule a area de um triangulo que tem dois lados de medidas conhecidas,
b=7mec=4m, formando entre si um angulo de 60°.

476. As diagonais de um paralelogramo medem 10 m e 20 m e formam um angulo de
60°. Ache a area do paralelogramo.

4717. Calcule o raio da circunferéncia circunscrita a um triangulo ABC de area 20 cm?, o
qual tem dois lados formando angulo agudo e com medidas 8 m e 10 m, respecti-
vamente.
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479.

480.

481.

482.

483.

484.

485.

3 |
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No AABC temos: AL
AC=7m,BC=8m, K >
~ ~ I/ /)7
B = ABC = 60°. K
Determine a area do triangulo. ,iB — 60°
B C
I I
8m
Determine os angulos internos de um triangulo ABC, sabendo que

1

oos(A+B)=1 =5

5 e sen(B + C)

Se um paralelogramo tem lados medindo 4 m e 5 m e formando entre si um an-
gulo de 30°, qual é o angulo que a diagonal maior forma com o menor lado?

Um triangulo temladosa =10m,b =13 m e ¢ = 15 m. Calcule o angulo A do
triangulo.

Solucao
Da lei dos cossenos, temos:

~ - 2 2_ 2
a?=Db%2+c2 - 2bc-cosA = cosAZIOJF2CTa

entao:

cos A 182+ 152 — 102 _ 169 + 225 — 100 _ 294 _ 49
- 2.13-15 390 ~ 390 65

N 49
portanto A = arc cos 65

Oslados a, b e cde umtriangulo ABC sao diretamente proporcionais aos nimeros
5, 7 e 9, respectivamente. Calcule o angulo B.

Calcule os angulos BeC deum trianguloemquea=1,b=V3+1e A = 15°.

Em um tridangulo ABC sabe-se quea = 2b e C = 60°. Calcule os outros dois an-
gulos.

Calcule os angulos de um triangulo ABC, sabendo que% -2 e C = 2A.

3
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486. Calcule o lado ¢ de um triangulo ABCemquea=6m,b=3me A = 3B.

487.Num triangulo ABC cujos angulos sao designados por A, B e C, supde-se que
n

> Calcule tg B- g C.

2tgA=tgB+tgCe 0<A<

488. Num triangulo de ladosa = 3 me b = 4 m, diminuindo-se em 60° o0 angulo que
esses lados formam, obtém-se uma diminuicdo de 3 m2 em sua area. Qual € a
area do triangulo inicial?

II1. Propriedades geométricas
Vamos deduzir formulas que permitem o célculo de segmentos notaveis de um

triangulo (alturas, medianas, bissetrizes internas, raio da circunferéncia circunscrita,
etc.) tendo apenas as medidas dos lados e dos angulos internos.

188. Alturas

C

No triangulo ADC retangulo, temos:
h. = b - sen A
entéo
h2=Db2 - sen2A = b%(1 — cos2A) = b2 — b2 - cos? A =

:bz_b2‘<b2+02—a2>2 4b%c2 — (b2 + ¢2 — a?)?

2bc - 4¢2
e dai resulta

C

[hc=3-¢p(p—a)(p—b)(p—c) }

emque2p=a+b+c.
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189. Axea

Das férmulas que dao as alturas decorre uma férmula para a area do triangulo,
chamada formula de Hierao:

entao:

[ S=Vp(p—a)(p—b)<p—c)]

190. Medianas

Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo AMC, temos:

2
2: 2+ i) _2‘ .i. A:
mz=Db (2 b 5 cos C
2 24 h2 _ 2
= 2+a__ . .m:
T mbra 2ab
_ 4b?+a?—2a%—2b? +2c¢?
4
2(b% + ¢?) — a2

4

portanto:

[ma=%-m]
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191. Bissetrizes internas
A

senA
X - 2
c sen «
No triangulo ACS, temos:
senA
—_— 2
b sen a
Entdo, vem:
xX_Y _ x_c x___¢c
C b y b X+y b+c
- X oG - 8c
a b+c b+c

Aplicando a lei dos cossenos no triangulo ABS, temos:

2 2 2 2
- a-c a-c ac+cc—b
s§=x2+c2—2xc-cosB=( >+c2—2-( >-c- =
b+c b+c 2ac

_ 2b%c? + bc® + b%c — abc _ bef(b + ¢)* —a?] _
(b + c)? (b + c)?

bcb+c+a)(b+c—a) bc(2p)(2p — 2a) _

(b + ¢)? (b + ¢)?

entao:

[sa= 2 Vbcp(p—a)J
b+c
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192. Raio da circunferéncia inscrita

Ligando cada vértice do triangulo ABC com o centro | da circunferéncia, dividimos
ABC em trés triangulos ABI, ACI e BCI; entao:

Sasc = Sasi + Saci + Sgel =

_¢c'r b-r a-r_atb+tc,
2 2 2 2

r=p-r

assim

Vp(p—a)(p—b)(p—c)=p-r

[ J(p—a)(p—b)(p—c) ]
r= P

portanto:

193. Raio da circunferéncia circunscrita
Vimos anteriormente que:

abc _
4R

S =

\p(p —a) (p — b) (p — ¢)

entao:

abc
R:
[ 4\/p(p—a)(p—b)(p—c)]
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Resolucao
de triangulos

I. Triangulos retangulos

194. Resolverumtriangulo retangulo significa calcular seus elementos principais, isto &,
seus angulos agudos (é e f)) e seus lados (a, b e ¢). Para obter esses elementos € neces-
sario que sejam dadas duas informagdes sobre otriangulo, sendo umadelas, pelomenos,
a medida de um segmento ligado ao triangulo (lado, mediana, mediatriz etc.).

Ha cinco problemas classicos de resolucao de triangulos retangulos, que aborda-
remos com especial destaque.

195. 1¢ problema

Resolver um triangulo retangulo, sendo

C
dados: a hipotenusa (a) e um dos angulos agu-
dos (é)
a
Solucio b
c=a-cosB
. -1 B
b=a-senB A ¢

C=90°-B
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RESOLUCAO DE TRIANGULOS

196. 2¢ problema

Resolver um triangulo retangulo, sendo
dados: a hipotenusa (a) e um dos catetos (b).

Solucao

c2=a2 - b2= ¢ = Va? — b?

197. 3¢ problema

Resolver um triangulo retangulo, sendo
dados: um cateto (b) e 0 angulo adjacente a
ele (C).

Solucao
c=b-tg c
b
a= =
cos C
B=090°-C
198. 4¢ problema

Resolver um triangulo retangulo, sendo dados: um cateto (b) e o angulo oposto a
ele (B).

Solucao
b
C=——=
tg B
b
a= =
sen B
C=90°—- B
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199. 5¢ problema

Resolver um triangulo retangulo, sendo dados: os dois catetos (b e c).

Solugao

a2=b2+c2= a=11b%2+ c?

gB=— = B=arctg%

C

489. Resolva um triéngujo retangulo ABC, conhecendo a medida da bissetriz interna

S, = 5 e 0 angulo C = 30°.

Solucao

E imediato que B = 60° e % = 30°.

No triangulo retangulo ABS, temos:

e B _ 5V3
c=5 cos2— >
entao:
543
a=—2-=—2__53
cos B 1
2
22
b=m=/75—74_5= 25

490. Resolva um triangulo retangulo ABC, sendo dadosb = 3ea — ¢ = V3.

491.. Resolva um triangulo retangulo ABC retangulo em A, sabendoquea + b = 18 e

a+c=25.

242
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RESOLUCAO DE TRIANGULOS

492, Resolvaumtriangulois6sceles ABC, sabendo que a alturarelativa a base BC mede
h = 24 e o perimetro € 2p = 64.

493. Resolva o triangulo retangulo em que um cateto vale 1 e o outro vale tg ¢.

II. Tridngulos quaisquer

200. Resolver um triangulo qualquer significa calcular seus elementos principais:
a, b,c, A B e C. Para isso é necessario que sejam dadas trés informacdes sobre o
triangulo, sendo uma delas, pelo menos, a medida de um segmento ligado ao triangulo
(lado, altura, mediana etc.).

Ha quatro problemas classicos de resolugao de triangulos que trataremos com
destaque.

201. 1° problema

Resolver um triangulo, conhecendo um
lado (a) e os dois angulos adjacentes a ele
(Bec)

Solugéo
= 180° — (B + C)
b = a- senA B
sen A
_a-sen C
sen A
202. 2° problema

Resolver um tridangulo, conhecendo dois lados (b e ¢) e o angulo que eles for-

mam (A)

(g}
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Solucao

a=1"Vb2+ c2 — 2bc - cos A
a2 +¢2 — b?

b2 =a2+c2—2ac-cosB = cosB =
2ac

. a2+ b2 —c?
2ab

c2=a2+ b2 —2ab-cosC = cosC =

203. 3° problema

Resolver um triangulo, conhecendo os
trés lados (a, b e ¢).

Solucao

Da lei dos cossenos, vem:

. b2+C2_32

COS A =
2bc
- a2 + c2 — p2
cosB=——-——
2ac
. a2+ b2 —c2
cosC= ———

2ab

Notemos que o problema s6 tem solugao se estes cossenos ficarem no intervalo
-1, +1], isto €, se:
a<b+c b<a+c e c<a-+b

204. 4° problema

Resolver um triangulo, conhecendo dois
lados (a e b) e 0 angulo oposto a um deles (A)

Solugao

senéz%-sen,&

C =180° — (A + B)

a-senC

sen A

Fundamentos de Matematica Elementar | 3



RESOLUCAQO DE TRIANGULOS

Discussao

1° caso: b - senA > a

Entdo b'saiA =senB>1 = 7 solucdo

2°caso: b -senA =a

Entéob'saﬂ=senf3=1 = B = 90°

portanto, existe solugao somente se A < 90°; caso contrario A + B > 180°.

3%caso: b-senA<a

b-senA
0—

Enta = sen B < 1 e existem dois angulos Bl e l§2, suplemen-

b-senA

tares, que satisfazem a relacao sen B= . Admitamos 0° < Bl =90°e

90° = I§2 < 180°. Os angulos Bl ou BQ servem como solucao dependendo de A.

Ha trés possibilidades:

12) A = 90°

Neste caso sé I§1 é solucdo, pois A + BQ = 180°.

2%) A < 90°

Neste caso Bl € uma solugao, porém Bg s0 € solucao se a < b, uma vez que:
B,>A=b>a

3%) A > 90°

Neste caso B, ndo é solucdo, pois A + B, > 180°; quanto a B;, s6 & solucio se
a > b, uma vez que:

B,<A=b<a

EXERCICIOS

494. Resolvaumtriangulo ABC, sabendo que a, b e ¢ sdo nimeros inteiros consecutivos
e C = 2A.
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RESOLUCAO DE TRIANGULOS

495.

496.

497.

498.

499.

500.

501.

502.

503.

504.

505.

506.

Resolva um triangulo retangulo ABC, sabendoquea =5er = 1.

Resolva o triangulo A'B'C' cujos vértices sao os pés das alturas do triangulo ABC
dado.

Resolva o triangulo A'B'C' cujos vértices sao os pontos de tangéncia da circunferén-
cia inscrita com os lados do triangulo ABC dado.

Resolva um triangulo ABC, sabendoquea=3,b+c=10e€ A = arc sen —3\5/?

Resolva um triangulo ABC, sabendo queb + ¢ =m, h, =n,emquem,ne A sdo
medidas conhecidas.

Resolva um triangulo ABC, conhecendo Z\, bea+c=k.
Resolva um triangulo ABC, admitindo conhecidos I§, Ces.
Resolva um triangulo ABC, admitindo conhecidos B, Ce h,.
No retangulo ABCD da figura, AB =5, BC = 3e CM = MN = NB. Determine tg MAN.
D C
M
N
A B

Um observador O, na mediatrizde um segmentoﬁe auma distancia d de AB, vé
esse segmento sob um angulo «. O observador afasta-se do segmento ao longo
da mediatriz até uma nova posi¢ao O', de onde ele vé o segmento sob o angulo

& Expresse a distancia x = 00' em termos de « € d.

Dois carros Ae B, viajando em estradas retas que se cortam segundo um angulo 6,
deslocam-se em direcao ao cruzamento. QuandoocarroAestaa7kmeoBestaa
10 km do cruzamento, a distancia entre eles € de 13 km. Sendo tg 6 = «, deter-
mine [V3 al.

Um recipiente cubico de aresta 4 esta apoiado em um plano horizontal e contém
agua até uma altura h. Inclina-se o cubo, girando de um angulo « em torno de uma
aresta da base, até que o liquido comece a derramar. Determine a tangente do
angulo a nos seguintes casos:

a)h=3 b) h=2 c)h=1
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Capitulo II
1. a) 5 e)
4
b) 5 f)
0> 0
dy 4 h)
3
2. a) & e)
5
b) 35 f
5
c) 2 g
1
d) > h)
V3 1
3. seno: - € 5
1 3
coSSeno: & € —5-
tangente: V3 e g
cotangente: g e V3

4.b =40 e ¢ =30
5.b=25 e c¢c=4V3

SEENYIIN ow|%°‘|§| MMw wls ajw o]~

10.

Fundamentos de Matematica Elementar

Respostas
dos exercicios

.b=2y5 e c=4
- 4 - 3 - 4
a)cosB—g,th—Z,coth—g
. \/E 2V5 . <5
b) cosB =— th— 5 ,coth=7

c) cosB= O,82,th =0,69;cotgB=1,43
d) cosB=0,31;tgB=23,06;cotgB=0,32

.a) sené=§;tgéz\/§'cotg[%:g
b) senf%—@ tgé—\/_l th—2\2/?

c) senB :0,28,th = O,29,coth =3,42
d) senB= 0,98;th§ = 5,76;00th§ =0,17

a) senC=0,94;tgC=2,76;cotgC=0,36

b) sené:i;tgé=i;cotgé=%
c) sené—\/— th—\/g coth—Z\/B

d) sen@=O,43,th=4,77;coth=2,09
a) cosC=0,82;tgC=0,69;cotgC=1,43

. V11 . 5V11 V11
b) cosC=T,th= 11 ,coth— 5

- 4 - 3 - 4
c) cosC—g,th—Z,coth—g

d) cosC=0,71;tgC=0,98;cotgC=1,01
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

11. a) 0,86603 e) 0,70711
b) 0,70711 f) 0,57735
c) 1,73205 g) 0,96593
d) 0,25882 h) 0,01745

12.a) A = 31° e) E = 55°
b) B = 40° f) F=10°
c)C=77° gG=1°
d) D = 60° h) H = 85°

14. a) 0,34610 d) 0,76826
b) 0,96358 e) 0,33462
c) 0,22476 f) 6,04605

15.a =4,88311cm e b = 2,80084 cm

16V3 8V3

16.8—T, —T,C—8

17.a=16;b=4V2(V3 - 1);c = 4V2(V3 + 1)
X 1

18. vy -3

19. 25,49 m

21.h =dtgp — tg a)

_ |8

22.H _h[_tgoc + 1]

23.h =1220,14 m

24.66,6 km e 66,97 km

25. 44,72 m

26. 1,18 m

Capitulo III

11 51

35.a —ﬁrad,b—?rad

36.a=4°%b=7%c=2°

39.2%rad ou 120°

40. ¢ = 31,5cm

42.a) 160° c) 15°
b) 152°30' c) 142°30'

248

AN
NN,
YN D
NN

Y
N

v
sen = >0
5
sen——>0
T
sen—<0

sen&<0
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48. , v
3 "j sen%>0
2
/ > sen?>0
41
P sen?<0
3 3
sen%n<0
49, son 3T V2. o Tm 2
- Sen — = =5 sen —— = —
57 1
50.sen?—2
Im _gepdm_ 1
sen —¢ sen—(—=-3
o V3
51.sen?—?
4m n _ 33
sen 3~ =sen—3-= -
52.a)@ c) 3+2
b) 4 -2 a) 230 - 633
4 210
53.

56.

57.

58.

59.

60. a)

61.

63.
sen240° < sen330° < sen150° < sen60° 65.
55. v
™
5 I cos=>0
" T cos %" <0 66.
7 117
i -z 7
5\\// 6  cos Tﬂ <0 67.
11w
cos - >0
3 | Fundamentos de Matematica Elementar

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

™
a) cos§>0

b) cos%n<0

T
c) cosE>O

At
d) cos? <0

7 \/5

0S —— = —-; COS
cos — 5 CO

7

e) 0055—w>0

3

COS%T<O

g) coslcﬂ>0

9
21

h) cos — <0

3

5 V2

42

V3

5
COS—(/—=C0S—=— = — —F5—

6 6

11w _ V3
005—6 =75

d)

2

21 + 30V3
70

1
1
1
1

1 u
1
330°

c0s150°<c0s5240°<c0s60°<c0s330°

a)y1 >0 b)y, <0 ¢c)y3 =0 d)y, <0

a)tg%>0
b)tg%“<o

) tg%n>0

7 S5
th = —1; th

5 11

e €S -3
7w V3

s -3

11

d) tg =5~ <0
e) tg%n>0
f) tg%“<o

=1

V3
3
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

68.tg2%=tg57ﬂ=—\/§;tg47ﬂ:\/§ 8. '

18 + V3 S 1200 RGP
69.a) 1 +3 ) —5— AR TR
43 -3 ¥
p 233 0 - 2138 R A
6 35 210° 330°
70.

120° / cotg 330° < cotg 120° < cotg 60° < cotg 210°

’60°
//\\\T 79.a) y,; > 0 b)y, <O

u
7 11
6 6
tg 120° < tg 330° < tg 210° < tg 60° 5m . =T
4 Sm
3
71.a)y; >0 b) y, <O
™ 5
a)sec=>0 e) sec——>0
y 11w 3 3
73.a) cotg = >0 d) cotg —— <O
6 6 2 T
b)sec?<0 f) secT>O

b) cothTqT<O e) cotg4%>0

S5 11
e 5o c) secT<O g) secT>0
c) coth>O f) cotg?<0

7 5o d)sec%“<o h)sec%n<0
74. coth =-1; coth =1

5 11 81. '
75. cotg Tﬂ = cotg Tﬂ =—3
5n b
cotg %T =3 6 /\6
u
76. cotg 2% = cotg 5% = —g %\j”ﬁ
_s
3

A
cotg 3
3+ 443 5v3 + V2 BT _ o dm_ 203
77. a) 3 C) 5 sec 6 sec 6 3
-3 422 — 1113+ 70 11w 2V3
b) —5 d) 105 se¢—5 ~73
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sec120°<sec210°<sec330°<sec60°

84.a)y; <0 b) y, >0
85. v
2w s
3 3
5
3 + \
u
77 — — 17
6 8 6
T 5 4
3
™ 5
a) cossec 3 >0 e) cossec 3 <0
2 7
b) cossec ?ﬂ >0 f) cossec Tﬂ <0
5 11
C) cossec Tw <0 g) cossec Tﬂ <0
5 7
d) cossec Tﬂ >0 h) cossec % <0
86. v
5 o
6 + \E
u
7 — - 17
6 6
Tm_ m_
COSSec —z— = CcoSsec —g— =

51
cossec 5 - 2

3 |

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

87 Am _ 5w _ 23
. cossecC 3 = cossecC 3 = 3
cossec 2—’” = &
3 3
88. v

cossec 225° < cossec 300° <
< cossec 60° < cossec 150°
89.a)y; >0 b) y, <O

90. 1,25 (V2 — 4)

CapituloV

24
92.senx = ~ 55 COS X =
25

sec X = —
7

x -
cotgx = 573

+2¢m

m+ 1

94. cos x =

+Ha? + b?)
95. sec x = W
97.y =6

99_y:%

+3

101.cos x = i; senx = ——

2 2

Fundamentos de Matematica Elementar

,
T35 X

c) y3 <0

24
7
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

102.tg x = _71 outgx=-2 Capitulo VII

116.a) cos 178° = —cos 2°
104.m =3 ou m= -1

b) cotg %T = cotg %

105.a =1
C) sen Im = —sen—
108.a2 —2b =1 6 6
d) sen o —sen =
110,y _ 2B —a) 4 4
Y= e) sen 251° = —sen 71°
f) sen 124° = sen 56°
) cos S —cos =
g 3 - 3
Capitulo VI h) cos %T = —cos ¢
m V2-V2. _m 2+12 i) tg290° = —tg 70°
112.sen 8- 5 OSgET——5H — . 11w ™
j) cossec — ~ —cossec

Tr—_
tgg— 1++2 k)tg%":ftg%

113. m_ T
l) tg 3 tg 3
razao \
X sen x COS X tg x 117.a) sen 261° = —cos 9°
b) sen Am = —cos I
0 0 1 0 3 6
c) sen 5—77 = sen I
m [N2-V3[V2+43 6 6
12 5 ) 2-43 5w w
d) sen 3 = cosg
l \/g - 1 \/10 + 2\13 \/25 - 10\13 e) cos 3410 = CcOS 190
10 2 4 o 21 ™
f) cos — = —sen —
_ 3 6
% V2 —v2 [V2 ++2 1 ++2 e
2 g) €os -5~ = —Cos &
m 1 V3 V3 4 .
6 2 2 3 h) cos - = —sen &
™ [Vi0o-2V5| V6 + 215 ) tg151° = —tg 29°
5 4 4 5 -2V5 . 5w T
J) 88—~ = —cotgm
s V2 V2 1 1w ™
4 2 2 Kig—5="t8g
z \E 1 ) t 2m_ —cot
\_3 > 5 = €3 €%
3
115.ANB = {-1, 0, 1} 118.=
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119.a) % d) —V3 f) —2
1 V3 2V3
My 97F 8T
V3
c) >
senx — 1
120.a) 4 cos x b) SenZ x + 0os X
121.-1
122, —tg x
Capitulo VIII
124.

m|a
3

\\«4
L\

o
3

|
> |

N
3

dhvdhvdhydh

3 | Fundamentos de Matematica Elementar

NIbY

AN I
NIV

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

126. K

/1N
L/

~
|/
/

127.a) sen 830° > sen 1195°
(porque sen 830° = sen 70° e
sen 1195° = sen 65°)
b) cos 190° > cos (—535°)
(porque cos 190° = —cos 10° e
cos (—535°) = —cos 5°)

Ay

130.Im(f) = [-2, 2], p(f) = 27

IMEE
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

136.Im(f) = [—1, 1], p(f) = 67 141.Im(f) = [1, 3], p(f) = 2=

y y
1 3m 3
2 /\

0 3 9‘_11- 6m X 2
-1 2

137.Im(f) = [-3, 3], p(f) = = 0

r
‘ﬂ'
2 P
3= o -
@ @
4 2
T L |
m |3
8

2T
8
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

147.Im(f) = [—1, 3], p(f) = 47 155.Im(f) = [—3, 3], p(f) = 27

149.p =1

INJE]
|

y

[N
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

159.I1m(f) = [0, 2], p(f) = 2w

y

162.Im(f) = [—-2, 2], p(f) = 27

256

163.Im(f) = [—3, 1], p(f) = 2%

-1
164.t<—— ou t=3

\w

e
168.[3—?
16981220
k
171.a)D(f)={XERIX¢%+§,I«EZ}
5t K
b)D(f)—{xeR|x¢E+7,kez}

172.a<loua=4

K
174.D(f):{xeR|x¢%+7“,kez}

m
p(f) = 5

<

2m

E
ola

N
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175.D(f)={xeRIxi%Jrkw,kEZ}

T Kk
D(g)={xER|x¢Z+7,kEZ}
NM=%ERH¢—%%MmkE4
p(f) = m, p(g) = =, p(h) = 2=

176.a) m <2

1
b)ms§ou m =

1
c) Osm<l ou £<m$£
3 3 5

177.cotg x
178.cotg3 x
179.1 + sen 6
180.cos* x
181.2 cossec x

182.t% + 2

(n—1)

183.5n =1

186.¢ € par para todo n

Capitulo IX

188.a) cotg 165° = —(2 + \3)
b) sec 255° = —(V6 + V2)
c) cossec 15° =V6 + V2

1
189.§
V2
190.7
193.sen (x +y) = — g—g
13
cos (x +y) = 85
84
Bx+y)=-93

3 | Fundamentos de Matematica Elementar

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

195.D(f) = R; p(f) = 5; Im(f) = [~1, 1]
D) = R; p(g) = 2m; Im(g) = [—2, 2]
D(h)={xeR|x¢%+kw}

; Im(h) = R

196.f(x) = sen 6x; p = %

197.tg15° = 2 — V3

199.sen 2x = 2

3
201 T4 og) =2
.a) sen > al =3
b) COS<%+OL) :M
44
203.sen 3x = — 198
2035
204.cos 3x = W
205.tg 3x = — zi
V3
206.77
208.a) p(f) = m; D(f) = R; Im(f) = [—1, 1]

b) p(g) = 5 D(g) = R; Im(g) = [0, 2]

o) pih) = 5 D) = R Im(h) = | 51|

209.a) p(f) =
™
b) p(g) = =
o) p(h) = 5
31
210.sen 2a + cos 2a = 55
211.sen 2a = —ﬂ; cos 2b = L
9 9
212.a=1;b= -2
215.A = 18

[2n+1  ~V4n?+6n+2

an —
216.cos (_> ST

2) Von+2

257



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

218.sen%—\/—3 e tg; \/_2

X _ [10-7V2
21986I’14 T
X [10 + 7V2
cosg = 20
N X — 742
€7 7N o+7V
m+X\ [5 V15
220.tg( > )—lg— 3

222.1(x

=52 -7

= [tg x|; Im(f) = R,

D(f):{xER|x¢l+kw};p(f):frr

2
223.D(f) = R; p(f) = %
Im(f) = [0, V2]

-4
224.tga = 3

225.sena =

w|ﬁ

235.D(f) = p(f) =
f =[=V2, +V2]

236.p(f) = =

237.|sen x — seny| < |x —y|

_ 2x
247.18

248.[—2, V2]

Capitulo X

282.K = -2

285.a) sen x
b) —cotg? x
c) —tgx
d) cotg x

286.c0s? x

258

287.—sec? x
288.1
289. vy
34— - -
24---4-. . N
N N
of = =« 3m 2n b5m x
2 2 2
Capitulo XI
292.a)x=%+2kwoux=67“+2kw
b) 4—+2k7r0ux———+2k77
3 3
_m _ 37
C)X—2+2k1TOUX > + 2Kk
d)x=1+2kwoux=7—w+2kw ou
2 6
X = —— + 2Km

293.x

6

e) x=kwoux=%+2k¢roux=%"+2kq-r

™ 51
f) x= 6+2k1-roux— 5 + 2k
g) x =+ + 2km ou x = ST 4 2k ou
4 4
x=%‘*+2tm
3m
h) x = > +2kfrroux—E+2kﬂrrou
x—%’"+2kﬂ
i) x == + 2km ou x = 2= + 2k
6 6
h) x:kwoux:%+2kq-r
% + Kk
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Kk
295, =k =T A7
a) x T OU X 3 7
2k
b) X = 2k =T 4 £i7
) X T OU X 5 5
206.x = L + 2km ou x = 2T + Okmr
6 6
_m o ko @, kT
297.x 2+2ey 2+2
2
300.a)x:iT+2k'rr
b) X =+ & Dk
c) X = +— + 2k
+ 2k

+ 2km oux:%—i-kq-r

e =2
x x
Il Il
Ho
3 wla wa ola o

=+
f) x =3 + 2kn

g) X = 2k
h)x—2kwoux:i%+2kw
|)x:i%+2kfrr
J)x:i%+2kwoux:i—“+2kw
K
302.a) x = km oux=7
_m , km __m  km
b)x—12+2oux 18+3
303.a)X:y:%+kTr
_y_T
b) x =y 4+k1-r

304.x = (2k + 1) %

305.x = 2k

306.0,1 <t<10

309.a) x = % + kmr
5

b)X=?+k1T
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c)x=1+k~n

6
K
=—+
d) x > K
e)XZ%Tﬂ+kﬂ
f) X =km
g) nao existe x
K
h) x = 1 4+ AT
) X=16%72
|)x=1+k1-r
4
. ’IT K oy K
=— 4+ —0 = — 4+ —
D x=gtyoux=g+y
310.a)x:%+k'rr
b)x:%-i-kﬂrroux:——i-kw
C)x=%+k’n'
d)x=%"+kq-roux=k7r
311.x =+ + kmr
4
312.p:%+k,kEZ
4 2, __41
313.sen” a — cos a——z
314, - Sena+tl . _sena—1
’ cos a cos a
_ 3w

316.a)x—7+2k7r ou X =m + 2Kkm

b)x=%+2kw ou x=37“+2kw

318. =kXI =T kT
a) x 2oux 3 >

b) X = kw ou x=%+k~n

319.X:%+k’rr ou X = km

321.a) Vm R
b) —v2<=m=<+2
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323.a) x = T_ou x=—2 2
+n m-n m-n
o T 2k
b)x_a—b a_bou
. m 2k
X=3+b atb
_m  2km 3T
c)x—12+ 3 ou 7 + 2k
kT

325.a) x = kmw ou X =3

b) xzi%—%-i- kr ou xz%“—aukw

oux:%”—a+2kfn

kT o kT
C =—0 ___+_
) X u X 5

326.x = + ki ou x =3 1 knt
4 2

327.X:%+2kﬂ ou x:%+2kw ou X =km

ou x=%"+2kw

328.x=%+2kw ou x=%“+2kw

329.b) x:%+2kw ey=2km

330.x = + 2kw ou x=7+2k¢r

333.a)x=%+k¢r ou x=%“+kw ou

T 217
X=—+kmoux==— +Kk
3 3

b)X:%-i-qu ou x:%"+kfn ou

x=%‘7+kfn ou X:%‘T+kﬁ
C)X=%+k’n ou x=%"+kq-r
d) x =2+ k ou x=2?“+kw
e)X:%+2kTr ou X = 2Km
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Capitulo XII
335.S =[x ER| 2kmr <x <7 + 2km]

336.s={xem%ﬂukﬁsxs%ukw}

337.S={XER|2kw$x<%+2kﬂ ou

37 7
7 + 2km < x < 5 + 2k ou

%+2kw$x<2w+2k'ﬁ}

339.S:{xEIR|0+2kTers%+2k~rr ou

51 7w

_— 4 =X <<—+

5 2k < X 5 2k ou
—1é + 2km = x <2mw + 2k’rr}

34o.s={xeu%z|%+2kw<x<%“+2kw

5 7
ou 2 + 2k <x < 7 +2K1T}

344.S={x€R|O+2kw$x£2?w+2kTr

Ou%+2kﬂ<x <2’1T+2K1T}

345.S={x€R|%+2kw<x<%+2kw}

346.S={XERI%+2kwsxs%‘T+2kw

7 57
ou 5 +2kr=x < 3 +2kq1}

347.SZ{XER|%+2kw<x<%+2kﬂ

ou%+2k¢r<x<11?w+2kfrr}

348.S =0

350.S={XER|%+2kw<x<%+2kﬂ

Ou%+2kw<x<%+2kw}

Fundamentos de Matematica Elementar | 3



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

351.s={xeR|2—“+2kﬂsxs4—“+2kw 367a)M
3 3 : 15 + 2v3
oux = 2kﬂ} 24 2035
b) — == c) — ===
. 25 2197
353s={xeR|5+2k~n<x<2w+2kw} 73
368.S = {2}
355.S:{xERl%+2k¢r<xs%+2kw}
370.arccos1 =0
357.S = xER| T+ km<x <=+ k arc cos = =T
=X 3 a X 2 L1y 2 3
arccos—2:1
358.s={xeR|%+kw<xsw+kw} 2 4
arccoso=%

359.8:{xe REIO+2qu<x<—1 + 2k ou
6 arccos (—1) =

2T 7

= < —_

3 + 2km < x < 5 + 2k ou

3 4
372.sen (arc cos (_E» =5

5?“+2kw<x<2w+2kw}
2
373.cotg (arc cos 7) 21\/5)
36°-S:{XER|%+kw<x<%+k'n ou
_m
l+kﬂ<xs2—w+kﬂ_} 374.arc cos x =7 — A
2 3
16 24
376.3) ——— o) 22
361.2kw<xs%+2k~n ou ) 55 )5
b) 323 0 4
ﬂ+2kw<xs%+2k,‘7 355 =
377.a) x = i%
i b) grafico y
Capitulo XIII ) g
363.arcsen0 =0
arc sen —3 =T
3
~2)=-
arc sen | —% . !
2 2 X
arcsenlzg =) /KT
=T
arc sen (—1) = 5
3\ 37
e (arc . Z) T 378.nenhum, pois —1 <cosa<1,Va €R
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380.arctg 0 =0

arctg\/§ =%
arctg (—1) = —%
arctg(—%) = —%

382.cos (arc tg (—%)) = %

V2 5
384.2a) -5 c) 1
4 11753
b) 5 4 ~ 75625
388.S = {0}
1
389.x = 2

390.25 —cos(a +B) =7

Apéndice A

393.5 = |75, El’—g, 113—;, 117—;}

395.S = 0,%, ‘%“ w}

397.5 = 0,2%, 4?“}

398.5 = {0, 7, %, w,%“, %, 2n}
400.S = %, %T“T}

401.S = %, %Tﬂ}
402.x = & + 2kmy = & — 2km
403.a) S = {1“—2 % 113—2“ 213—2“}

2w Aw
0 s = 0.5 5 on

=S

Tr 3m
404.6) S = {O, 7, , 7, 21T}

177 23w 297 357
18’ 18"’ 18’ 18

405.S =
406.uma

™ 2w 7w bmw
407.a) S = {E' 36" ?}

b) S = {0, m, 2w}
s 5'rr 37 13'rr 17'rr 2117
C) S=ir%, % — == =5

d) S = {0, m, 27}
e)S=y¢

f)sz{l_6’1_6'1_6’1_6'T’1_6’

25w 29w

16 ' 16

m 5w
g)S*{ZYT
hys=|T 27 7m 5m m 5w 4w 1lw
)51 36"3'36'3" 6

408.a) S = {%%ﬂ
os-[5.2
d) S = {%,%,O,ﬁ, 211}
e)S=y¢
f) S= {o m, 2w,g 5;}

1 3 5 7
409.p—§ OUup=7%50Up=7o0up=-=
410.nenhum

iy 51
411.S = {O, ™2 2’“’}

T
412.S = {O, 5 ﬂ}
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mw 2w 5w 7w 4w 5w 11w
413.2) S= {63?????' e}
_[m 3m 5w 7m 9w 11m 13w 15w
8888878 "8 "8
wm 3w bw Tw
¢S = {Z’ R T}
wm 2w 4w Smw
9 s = {? 33 ?}
n
e)S = {O, 5 217}
414.quatro

-
415.S = {—, ?}

3
37
416.S = {Z’ }

4
™ 51
417.5 = {o, ™ 271}
418.a) s={ ;,w, 43“}
b) S = [0, 2]
™ 5w
© S = {E' ?}
™ 5w
@s-{3.5|
419.47
420.uma
T n
421.b) S = {(7 0) ou S = {(5 217)}
_ 2-V2 @
422.S = (arc sen 5 Z)}
m 5w 7w 11w
423.5=15 66" T}

424.soma = T

m™ 3
425.5 = | T, T}
426.m
[T lm 13n_ 23w
428.S—{xE|R|12sxs Ug5 <X<75 }
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429.S={XER|O$X<%OU

T 2m o T
3 X 3 ou 6 X 8 ou

Ay 57 11w
3 <x < 3 ou T<x<21-r}

431.S={XER|%<X<'N}

432.3={xeR|0sx<E ou 3—Tr<xs'rr}

2 %472
433.5=xeR|ZL < xs5—ﬂ}
: 6 6
435.5 = xEIRI—<x<5—0u
12
13 17
2 =% 12}
2w
436.S = xeRl?sxs ou
8 g131T 1491T$X§21T

12 4
13w 17w 57
12 ~XST1p X7 4}
_ o o
438.D—{XER|6<x<2ou
5 7T 3 11w
6 =X= 6 ou 2 <X = 6}
439D={xeR|1<x<5—“}
3 3
440a){aER|£sas5—}
6 6
b){aewl%ﬂ<a<%ﬁ}

_ il om ks
441.8—{><ER|4<X<3 ou 3 <x< 4}
442.82{XER|0<X<%}

o653
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o 37 A7 T
3 2 ou 3$X<4 ou
57

51 T ™ 2
6<x<60u3<x<3ou
A 51 11w
—<x< = <x<
3 X 3 ou 5 X 217}
447.S:{xER|£<x<5—ﬂ}
4 4
448.5 = xeR |~ < x < 1=
12 12

449.S={XE[R{|O$X$% ou %$x$2w}

450.S={x€R|%<x<¢r ou 3—“<xs2w}

2
451.s={xeuze|1sxs5—Tr ou
6 6
hsxs—llw}
6 6

452.S:{XER|%SX$%}

453.a)S={xER|%<x<%‘T}

L 51
.S = —<x<2
454.S {X€R|6 X <75 ou
7t 117
6 * 6}

455.Sz{x€R|%<x<w}

264

2

517 7T 37
6 6 M2

456.S={XER|%$X<EOU

<X =

11w}
6

T ™
<l o<
457 7 -0<5

458.S ={x €R|0 <x<m}

459.S={XERIO<X<% ou w<x<3?“}

Apéndice B
461.c = V10

462.4V7 m e 419 m
463.A = 45° B=60°e C = 75°

466.c = 1+T;/f'3

468.2a) retangulo
b) obtusangulo
¢) acutangulo

469. /1+Tr5<q<1+7ﬁ’

472.B = 120°; C = 45°
473.XY = 25Y3 m
474.a = h, (tg o + tg )
475.5 = 73 m2
476.S = 50V3 m?

477.R = 2\41 — 20V3 m
478.(c = 5m; S = 10V3 m?)
ou(c=3m:S =6V3m?
479.A = 30°% B = 30° C = 120°
5

241 + 2073

480.arc sen
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A~ 57
482.B = arc cos 90

483.(B=45° C=120°)ou(B=135° C=30°)
484.B = 30°; A = 90°

485.A = 30° B = 90° C = 60°

486.c = 3V3m

487.tgB -tgC = 3

488.6 m2

Apéndice C
490.B = 60° C =30%a=2V3;c=+3
491.a

13; b =5;¢c = 12;

5 12
B = arc sen —; C = arc sen =
13 13

492.a = 14; b =c = 25;

A=2arcsenl; I§=C=arccosl
25 25

493.a = |sec ¢|; tgB = cotg p; tgC = tg o

494.a=4;b=5;c=6;A=arccos%;

B =180° — 3A;C = 2A
2 3
495.b:3;c:4;B:arcsen€;

& — 3
C—arccos5
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496.a' = R - sen 2AA; b'=R-sen 2[%;
9' =R - sen 2Q A A
A" = 180° — 2A,B' = 180° — 2B,
C'=180° - 2C

497.A' = BZC;B':A A,

C . B+
>

C' =

+
-~ 2 Y ~
=2 —a)-senleb' = 2(p — b)- sen2-
a'=2(p—a) sen2,k? =2(p—b) sen2,
"~ 20 — ) - sen <
c'=2(p—0) sen2

- 1 3V91
498.b=c=5B=C=2—=.arcsen>12=
2 2 50

501.a=R-sen(é+é);b=R-senl§;
c=R-sen6eA=180°—(I§+(3),emque

R-J S
2-sen(B+C)-senB-senC

—ha , ha.,_ haA;c= ha
tgB tgC sen C

A = 180° — (B + C)

sen B’

502.

Q

5
503. 57

504.00' = d

o
cos —
2

505.12

506.a) tg o =

b)ytga=1
c)tga=2

N |-
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Questoes de
vestibulares

Arcos e angulos

3

1. (UE-CE) Para realizar os calculos de um determinado experimento, um estudante necessita
descrever a posicao dos ponteiros de um relégio. Sabendo-se que o experimento se iniciara
as trés horas da tarde, € correto afirmar que a equagao que descreve a medida (em graus)
do angulo que o ponteiro das horas forma com o semieixo vertical positivo (que aponta na
direcao do ndmero 12 do relégio) em funcao do tempo decorrido (em minutos), contado a

partir de trés horas da tarde, é:

a) 6(t) = 3 + 30t
_oosl
b) 6(t) = 90 + 2t
c) o(t) = 3 +%t
d) 6(t) = 90 — 30t

e) 0(t) = 30 +%t

CONCEITOGRAF

. (PUC-RS) Em Londres, Tales andou na London Eye, para contemplar a cidade. Esta roda-

gigante de 135 metros de didmetro esta localizada a beira do rio Tamisa. Suas 32 cabines
envidragadas foram fixadas a borda da roda com espagamentos iguais entre si. Entdo, a
medida do arco formado por cinco cabines consecutivas € igual, em metros, a:

135 675 135
a) T w C) E ’1T e) 3—2 1T
675 135
b) v d) 5
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3. (UE-CE) O Big Ben, rel6gio famoso por sua precisao, tem 7 metros de diametro. Em funcio-
namento normal, o ponteiro das horas e o dos minutos, ao se deslocarem de 1 hora para 10
horas, percorrem, respectivamente,

a) um arco com comprimento aproximado de 16,5 metros e medida 18 radianos.
b) um arco com comprimento aproximado de 22 metros e medida 27 radianos.

€) um arco com comprimento aproximado de 16,5 metros e medida —18m radianos.
d) um arco com comprimento aproximado de 6,28 metros e medida 27 radianos.

€) um arco com comprimento aproximado de 6,28 metros e medida —2 radianos.
Considere m = 3,1416

4. (ITA-SP) Entre duas superposicoes consecutivas dos ponteiros das horas e dos minutos de
um relégio, o ponteiro dos minutos varre um angulo cuja medida, em radianos, é igual a:

23 24 7
AT O &3
13 25
e VT

5. (FGV-SP) Duas pessoas combinaram de se encontrar entre 13 h e 14 h, no exato instante em
que a posicao do ponteiro dos minutos do relégio coincidisse com a posicao do ponteiro das
horas. Dessa forma, o encontro foi marcado para as 13 horas e

. 5 . 8 .
a) 5 minutos C) SE minutos e) 5E minutos
4 . 6 .
b) SH minutos d) SH minutos

6. (Enem-MEC) O medidor de energia elétrica de uma residéncia, conhecido por “relégio de
luz”, é constituido de quatro pequenos relégios, cujos sentidos de rotacao estao indicados
conforme a figura:

MILHAR CENTENA DEZENA UNIDADE

CONCEITOGRAF

Disponivel em: http://www.enersul.com.br. Acesso em: 26 abr. 2010.

A medida € expressa em kWh. O nimero obtido na leitura € composto por 4 algarismos. Cada
posicao do ndmero é formado pelo Ultimo algarismo ultrapassado pelo ponteiro.
O numero obtido pela leitura em kWh, na imagem, é:

a) 2614 c) 2715 e) 4162
b) 3624 d) 3725
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(UF-PE) Um relégio esta com seus ponteiros na disposi¢ao
dafigura. Se o ponteiro dos minutos esta ajustado, podemos
afirmar:

(0-0) Seu ponteiro das horas esta atrasado em relagcao aos
minutos marcados pelo ponteiro maior.

CONCEITOGRAF

(1-1) O angulo entre os ponteiros deve medir 80°, quando o
ponteiro menor estiver ajustado.

(2-2) O angulo que o ponteiro das horas, agora, esta forman-

do com sua posicao as 12 horas, mede % radianos.
(3-3) As 12 horas, o ponteiro dos minutos formava menos de 130 grados com sua atual
posicao.
(4-4) Daqui a dez minutos, o ponteiro maior estara fazendo um angulo de 60° com sua posi-
¢ao atual.

Relagoes fundamentais

10.

11.

3

8.

(FGV-SP) Sabendo que o valor da secante de x € dado por sec x = % em que x pertence ao

intervalo {37’” 217], podemos afirmar que os valores de cos x, sen x e tg x sao respectiva-

mente:
a)ié i C)—3—4 i e)i__gei
5'"5 " 4 5" 5 3 5" 5 4
-3 4 —4 4 3 -3
b) 5"’ 5 3 d) 5" 5 4
. (UE-CE) Se x é um arco localizado no segundo quadrante e cos x = f%, entao o valor de
cos x + sen x + tg x + cotg x + sec x + cossec x €:
a) —2,3 b) —3,4 c) —4,5 d) —5,6
(UF-PI) Seja o« um numero real satisfazendo 0 < o < 5 e == L = 2. E correto afirmar que:
_1-2v2
a) cos o + sena—T
b) seca =3
c) cossec a € um numero racional
d)sena=1
e)sena-cosa =1

(PUC-RS) Para representar os harmoénicos emitidos pelos sons dos instrumentos da orques-
tra, usam-se fungoes trigonométricas.

~ < 3
A expressdo 2 sen? x + 2 cos? x — 5 envolve estas fungdes e, para m < X < 777 seu valor
€ de:

a) —7 c) —1 e)3m—5
b) —3 d)y2m—5
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12. (FEI-SP) Se x € um arco do segundo quadrante e sen x = % entdo pode-se afirmar que:

a) senx +cosx =1 d)tgx—oosx:%
1 25

+ = - — = —_—
b) 2 sen x + 3 cos x 5 e) cotg x — tg x 1
C) secx = 4

5

2
13. (FEI-SP) Simplificando a expressao %, onde existir, obtemos:
2
a) tg3 X c) 3tg2x e) sec? 3x
2

b) 3 cotg? x d) CotEmx

3

14. (ITA-SP) Determine o valor de K para que as raizes da equacdo do segundo grau (K — 5)x2 —
— 4Kx + K — 2 = 0 sejam 0 seno e 0 cosseno de um mesmo arco.

15. (FGV-SP) Se cos x + sec(—x) = t, entdo, cos? x + sec2x ¢ igual a:
a) 1 c) t2 e)t?+1
b) 2+ 2 d)t2-2

16. (UF-MA) Considere uma circunferéncia de raio r > 0 e 6 a medida do angulo Mf)l? como na

figura ao lado. y

Assim, é correto afirmar que:

a)rcos(m—0)=Db e rsen(2m —0) = —b 'P(a,b)

b) rsen(m+60)=—b e rcos(m+ 60)=a ',\'9'
c)rcos(2m—0)=a e rsen(m+60)=Db 0 M(r,0)  x
dyrsen(m—0)=Db e rcos(m+0)=-a

e)rcos<%+6>=b e rsen<%+6>=a

17. (UF-CE) Considere os nlmeros reais cos(32°), cos(150°), cos(243°) e cos(345°). Se xe y
representam, respectivamente, o maior e o menor destes nimeros, entdo x + y € igual a:

a)2+V§ 0)2—@ e)@—@
2 4 4
3442 3-42
b) = d) =

18. (FGV-SP) A soma cos? 0° + cos? 20 + cos? 4% + cos? 4° + cos? 6° + ... + cos? 358° +
+ cos? 3600 ¢ igual a:

a) 316 c) 181 e) 91
b) 270 d) 180
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Funcodes circulares

19.

20.

21.

22,

23.

(PUC-RS) O ponto P(x, y) pertence a circunferéncia de raio 1 e €

y
extremidade de um arco de medida «, conforme figura. Entao o
o par (x,y) € igual a: /\\u
a) (tan «, sen a) d) (cos «, sen «) \\J

x

b) (cos a, tan a) e) (sen? o, cos? a)
c) (sen a, COS o)

(UF-RN) Considere a figura ao lado, na qual a circunfe-
réncia tem raio igual a 1.

Nesse caso, as medidas dos segmentos m, W e ND,
correspondem, respectivamente, a: N
a) sen X, sec x e cotg Xx. M

=

b) cos x, sen x e tg x. N o
C) COS X, SEC X € COSSEC X. K
P
)

d) tg x, cossec x € cOos X.

(UE-GO) No ciclo trigonométrico, as funcdes seno e cosseno sao definidas para todos os
ndmeros reais.

Em relacao as imagens dessas fungoes, é correto afirmar:
a) sen(7) >0

b) sen (8) <O

¢) (cos (VB) > 0)

d) (cos (V5) > sen (8))

(Fatec-SP) Sobre a funcao f, de R em R, definida por f(x) = 1 + cos % é verdade que:
a) seu conjunto imagem é [—1, 1]

b) seu periodo é 6

c) f(x) < O para todo x pertencente a }37'", 217[

d) f3w) =1

@ (5] =1

(UF-RS) O periodo da funcao definida por f(x) = sen <3x — 1) é:

2
™ S5
a) 5 C) ? e) 21
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24. (UF-PA) Considere a fungao f dada por f(x) = 8 + sen (x - %) Podemos afirmar que f assu-
me seu valor minimo quando:

a) x =%+2kw,k: 0,1, +2, ...

b)x=87“+kﬂn,k=0,i1,i2y---

O
== = +1. +
d) x 12 + 2km, k=0, =1, =2, ...

e) x :87“+2kw,k =0,*1,+2, ...

25. (Mackenzie-SP) O maior valor que o nimero real 10 pode assumir é:
5 _ Senx
3
20 20
a) 3 c) 10 e) 7
7
b) 3 d) 6

26. (PUC-RS) Os fendmenos gerados por movimentos oscilatérios sao estudados nos cursos da
Faculdade de Engenharia. Sob certas condicoes, a fungao y = 10 cos(4t) descreve 0 movi-
mento de uma mola, onde y (medido em cm) representa o deslocamento da massa a partir
da posicao de equilibrio no instante t (em segundos). Assim, o periodo e a amplitude desse
movimento valem, respectivamente:

m ™ K
a)Es—locm C)Zs—locm e)33—200m
b) 2w s — 20 cm d)%s—20cm

27. (UF-MS) Seja uma funcao trigonométrica definida por:
F(x) = 2 cos <2x + %), onde x € R (conjunto dos ndmeros reais)
Assinale a(s) afirmacao(oes) correta(s).
(001) O ponto (O, @) pertence ao gréafico da funcao F.
(002) A imagem da funcao F € o intervalo fechado [—1, 1].
(004) A fungao F tem duas raizes no intervalo fechado [O, ).

(008) Os valores minimos de F sao assumidos em x = %‘T + Kk - 11, com k inteiro.

(016) Os valores maximos de F sao assumidos em x = % + Kk - 1r, com k inteiro.
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28. (UF-PR) Suponha que, durante um certo periodo do ano, a temperatura T, em graus Celsius,

29.

30.

3

na superficie de um lago possa ser descrita pela fungao F(t) = 21 — 4 cos(% t), sendo t
o tempo em horas medido a partir das 06h00 da manha.

a) Qual a variagao de temperatura num periodo de 24 horas?

b) A que horas do dia a temperatura atingira 23 °C?

(Enem-MEC) Considere um ponto P em uma circunfe-
réncia de raio r no plano cartesiano. Seja Q a projegao
ortogonal de P sobre o eixo x, como mostra a figura, e
suponha que o ponto P percorra, no sentido anti-horario, P
uma distancia d < r sobre a circunferéncia.

Entao, o ponto Q percorrera, no eixo x, uma distancia

dada por:

_send L
a)r(l sen r) d)rsen(d>

_ d r Q X
b)r(l cos r) e)rcos(d)

c) r(l —tg%)

(Unesp-SP) Em situacao normal, observa-se que 0s sucessivos periodos de aspiracao e expi-
ragao de ar dos pulmoes em um individuo sao iguais em tempo, bem como na quantidade de
ar inalada e expelida.

A velocidade de aspiracao e expiragao de ar dos pulmoes de um individuo esta representa-
da pela curva do gréfico, considerando apenas um ciclo do processo.

V (¢/s)

t(s)

1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
T 1
] 1
1 1

L Aspiracao Expiracdo

Sabendo-se que, em uma pessoa em estado de repouso, um ciclo de aspiracao e expiracao
completo ocorre a cada 5 segundos e que a taxa maxima de inalagao e exalagao, em médulo, é
0,6 €/s,aexpressao da fungao cujo grafico mais se aproxima da curva representada nafigura é:

= 2T gen(3 - 2m -5

a) V(t) = 5 sen(5 t) c) V(t) =0,6 cos( 5 t) e) V() o cos (0,6t)
=3 sen[2 = 2m

b) V(t) = 5 sen(2Tr t) d) vV(t) = 0,6 sen< 5 t)
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31. (UF-RS) Assinale a alternativa que pode representar o grafico de f(x) = sen |x|.

a) y d) y
4+ 4
24 2
—2m - ™ 2m X —2m -7 0 ™ 2w X
-2 -2
b) y e) y
41 4
2 2
—2m —r 0 T 2w x “om o 0 \_;_/ P X
21 P
c) v
a4
21
—2m - 0 T 2 X
24

32. (UF-PA) O grafico da funcao f dada por f(t) = cos (t + %) no intervalo [0, 2] €é:

a) f d) f

b) e) f

1f - - -

-+
o
N
oA
-
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33. (PUC-RS) A representacao grafica da funcao f dada por f(x) = 2 sen (x + %) -2

QUESTOES DE VESTIBULARES

a) y d) y
a4 ad
3t 3+
2 24
'SR R/ EREN
—24 2+
73__ 73 -+
—44+ —4 4+
b) e) Y
4_.
3_
2_
14
4 X —4'—3'—2'—1_'10__ 123 4
\‘;2{/—\
74—-
y
c) i

34. (Fatec-SP) Um determinado objeto de estudo é modelado segundo uma fungao trigonométri-

35.

3

ca f, de R em R sendo parte do seu grafico representado na figura:
Usando as informagoes dadas nesse grafico, pode-se afirmar

que:

a) a funcao f é definida por f(x) = 2 + 3 - sen x.

b) f é crescente para todo x tal que x € [1r; 2].

€) o conjunto imagem da funcgao f é [2; 4].

d) paray = f(lsaTﬂ), tem-se 2 <y < 4,

e) o periodo de f é mr.

[NIERA

(Fatec-SP) As funcoes reais f(x) = sen x e g(x) = cos x tém seus graficos representados no

intervalo O < x < 2.
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Se a fungao h(x) = f(x) + g(x) tem periodo p e valor ma- y

ximo h, entao o produto p - h é igual a:

a) 4m d) V2m 2

b) 2% 0 2n I N A7
c) 2w

36. (UE-CE) Sey = a + cos (x + b) tem como grafico

INTE) PR P

podemos afirmar que:

— -7 — U
a)a=2,b 5 da=1,b 5
Masz=—% e)a=0,b=0

_ _
c)a=2,b >

37. (UF-PR) A figura abaixo representa parte do grafico de uma funcao trigonométrica
R - R.

/\ )
—3m _ 37 37 3T x
2 2
-3

A respeito dessa fungao, € correto afirmar:

a) Ela pode ser definida pela expressao f(x) = 3 sen (% + %)

b) f(x + 2m) = f(x), qualquer que seja x real.

3
d) [f(x)] < 1, qualquer que seja x real.

)

: 2
c) Ela pode ser definida pela expressao f(x) = 3 cos —X.
)

e) f(10w) >0
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38. (FGV-SP) O grafico indica uma senoide, sendo P e Q dois de seus interceptores com o eixo x.
Em tais condicoes, a distancia entre P e Q é:

A
3

3m
2

5m

3
d) 2m

4

39. (UE-CE) Um fabricante produz te-
Ihas senoidais como a da figura
ao lado.

Para a criacao do molde da te- 54
Iha a ser fabricada, € necessario
fornecer a fungao cujo grafico 27
sera a curva geratriz da telha. T
A telha padrdo produzida pelo -2

fabricante possui por curva ;|
geratriz o grafico da fungao
y = sen (x) (veja detalhe na figu-
ra ao lado).

Um cliente solicitou entao a producao de telhas que fossem duas vezes “mais sanfonadas” e
que tivessem o triplo da altura da telha padrao, como na figura abaixo.

AA

A curva geratriz dessa nova telha sera entao o grafico da funcao:

o= N Ww
—

0 ™ 21 3

a)ysten(%x) c)yzQsen(%x) e) y = 2 sen (3x)
b) y = 3 sen (2x) dy= %sen (%x)
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40. (UFF-RJ) Nas comunicagbes, um sinal € transmitido por meio de ondas senoidais, denomi-
nadas ondas portadoras. Considere a forma da onda portadora modelada pela fungao trigo-

nomeétrica f(t) = 2 sen <3t - %) teR.

Pode-se afirmar que o grafico que melhor representa f(t) é:

a) f(t) d) f(t)

ZATA ‘z/t Z‘AH 2--7\1‘ [\t
J X U ' Il\/
AN VAN
VEVE

f(t)
2

AN
y

——

44.. (UF-PE) A ilustragao a seguir € parte do grafico da fungaoy = a - sen (bmx) + c,coma,bec
sendo constantes reais. A fungao tem periodo 2 e passa pelos pontos com coordenadas

(0,3)e (%, 5).

0,5

Determine a, b e ¢ e indique (@ + b + ¢)2.
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42, (FGV-SP) A figura abaixo representa parte do grafico de uma fungao periédica f: R — R.

f(x)

/\

N
1

’

VA ‘
1\/ 2\\
AY ’

s

c) 2

d) 3

43. (Unesp-SP) Considere a representacao grafica da
funcao definida por f(x) = sen (%) (-1 +Vx—1).
Os pontos P, Q, R e S denotam os quatro primeiros
pontos de intersecao do grafico da funcao f com o

eixo das abscissas. Determine as coordenadas dos
pontos P, Q, R e S, nessa ordem.

sl---

’
’
-~ ’
\
VN !
7
v
’ 3
, v/

gréafico da funcao f(x), sem escala

:\{/o R/NS /\/
\VAAVA

1,0

44. (Unesp-SP) Num determinado ambiente convivem duas espécies, que desempenham o pa-
pel de predador (C) e de presa (H). As populacoes dessas espécies, em milhares de indivi-

duos, sao dadas pelas seguintes equacoes:

)

_ 1 s
Cly=1+7 COS(\FQt-i- 4)

(@t-ﬁ-l

1
= 4+ —
1 sen 4

H
®) 5

onde t € o tempo em meses. Determine qual a duracao do ciclo de crescimento e decresci-
mento das populagoes, isto €, a cada quanto tempo as populagoes voltam, simultaneamen-
te, a ter as mesmas quantidades de individuos de t = O.

45. (Unesp-SP) Podemos supor que um atleta, enquanto corre, balanca cada um de seus bragos
ritmicamente (para frente e para tras) segundo a equagao:

3

4

w
= —=Ssen

(S_Tr
9

y = ) 3

-3)

onde y é o angulo compreendido entre a posicao do braco e o eixo vertical (—% Sy <

5)

9

e t é o tempo medido em segundos, t = 0. Com base nessa equagao, determine quantas
oscilacdoes completas (para frente e para tras) o atleta faz com o braco em 6 segundos.
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46.

47.

48.

49,

(Unesp-SP) Em algumas situagoes, € conveniente representar de maneira aproximada a fun-
¢do sen (mx),comx € [0, 1], pela funcdo quadréatica f(x) = 4x — 4x2, a qual fornece os valores
corretos apenas em x = 0, x = 0,5 e x = 1. Isto &, sen (mx) = 4x — 4x2.

Use essa aproximacgao para obter o valor de sen (%) e estime a diferenga, em médulo, entre

esse valor e o valor conhecido de sen (%), considerando V2 =~ 1,41.

(Unesp-SP) Em uma pequena cidade, um matematico modelou a quantidade de lixo domés-
tico total (orgénico e reciclavel) produzida pela populacdo, més a més, durante um ano,
através da funcao:

f(x) = 200 + (x + 50) cos <1x - 4—'"),

3 3
onde f(x) indica a quantidade de lixo, em toneladas, produzida na cidade no més x, com x
inteiro positivo. Sabendo que f(x), nesse periodo, atinge seu valor maximo em um dos valores
oA
3 3
producdo de lixo foi maxima e quantas toneladas de lixo foram produzidas pela populacao
nesse més.

de x no qual a fungao cos ( )atinge seu maximo, determine o més x para o qual a

(UF-PR) Suponha que o horario do por do sol na cidade de Curitiba, durante o ano de 2009,
possa ser descrito pela fungao:

_ _ 217
f(t) = 18,8 — 1,3 sen (_365 t)

sendo t o tempo dado em dias e t = O o dia 1¢ de janeiro. Com base nessas informagoes,
considere as seguintes afirmativas:

|. O periodo da fungao acima é 2.

1. Foi no més de abril o dia em que o pdr do sol ocorreu mais cedo.
III.0 horario em que o pdr do sol ocorreu mais cedo foi 17h30.
Assinale a alternativa correta.

a) Somente a afirmativa lll é verdadeira.

b
c
d
e) As afirmativas I, Il e Ill sao verdadeiras.

Somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.
Somente as afirmativas | e lll sao verdadeiras.
Somente as afirmativas Il e lll sdo verdadeiras.

)
)
)
)

(Enem-MEC) Um satélite de telecomunicacdes, t minutos apds ter atingido sua 6rbita, esta
a r quildbmetros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus valores maximo e
minimo, diz-se que o satélite atingiu o apogeu e o perigeu, respectivamente. Suponha que,
para esse satélite, o valor de r em fungao de t seja dado por

5865

"N =1776.15 - cos (0,060
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50.

51.

52.

3

QUESTOES DE VESTIBULARES

Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento do cen-
tro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no perigeu,
representada por S.

O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge o valor de:

a) 12765 km. c) 11730 km. e) 5865 km.
b) 12000 km. d) 10965 km.
(UF-AM) O Encontro das Aguas é um fenémeno que acontece na confluéncia entre o rio

Negro, de dgua negra, e o rio Solimdes, de 4gua barrenta. E uma das principais atracdes
turisticas da cidade de Manaus.

As aguas dos dois rios correm lado a lado sem se misturar por uma extensao de mais de
6 km. Esse fendbmeno acontece em decorréncia da diferenca de temperatura e densidade
dessas aguas, além da diferenca de velocidade das correntezas.

Uma equipe de pesquisadores da UF-AM mediu a temperatura (em °C) da agua no Encontro
das Aguas durante dois dias, em intervalos de 1 hora.

A medigao comegou a ser feita as 2 horas do primeiro dia (t = O) e terminou 48 horas depois

(t = 48). Os dados resultaram na funcao f(t) = 24 + 8 sen (%‘T + %t),onde tindica o tempo

(em horas) e f(t) a temperatura (em °C) no instante t.
A temperatura maxima e o horario em que essa temperatura ocorreu sao respectivamente:

a) 28 °C e 11:00h. ¢) 30 °C e 13:00h. e) 32 °C e 14:00h.
b) 29 °C e 12:00h. d) 31 °C e 15:00h.
(UFF-RJ) A equacgao do tempo é a fungao que mede a diferenga, ao longo de um ano, entre os

tempos lidos a partir de um relégio de sol e de um reldgio convencional. Ela pode ser aproxi-
mada pela fungao
y = f(B) = 9,87 sen (2B) — 7,53 cos (B) — 1,5 sen (B)

2m(n — 81)
364
janeiro, e assim por diante.

sendo B = e n o ndmero do dia, isto €, n = 1 para 1 de janeiro,n = 2 para 2 de

E correto afirmar que:
a) f(B) = 9,87 sen (2B) — 7,53 cos (B) — 0,75 sen (2B)

)
b) f(B) = 19,74 sen (B) — 7,53 cos (B) — 1,5 sen (B)
c) f(B) = [19,74 sen (B) — 7,53] cos (B) — 1,5 sen (B)
d) f(B) = 9,87 [2 (cos (B))2 — 1] — 1,5 sen (B) — 7,53 cos (B)
e) f(B) = 8,37 sen (2B) — 7,53 cos (B)
(FGV-RJ) A previsao de vendas mensais de uma empresa para 2011, em toneladas de um

X
6
2011, x = 2 corresponde a fevereiro de 2011 e assim por diante.

produto, € dada por f(x) = 100 + 0,5x + 3 sen—, em que x = 1 corresponde a janeiro de
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53.

54.

55.

A previsao de vendas (em toneladas) para o primeiro trimestre de 2011 é:
(Use a aproximacao decimal V3 = 1,7.)

a) 308,55 c) 309,55 e) 310,55
b) 309,05 d) 310,05

(PUC-RS) Em uma animacao, um mosquitinho aparece voando, e sua trajetéria é representa-
da em um plano onde esta localizado um referencial cartesiano. A curva que fornece o trajeto
tem equagaoy = 3 cos (bx + c). O periodo é 61, 0 movimento parte da origem e desenvolve-
se no sentido positivo do eixo das abscissas. Nessas condicoes, podemos afirmar que o
produto 3-b - c é:

a) 18w ) e) %
2
b) 9m d) %

(Unifesp-SP) Sabe-se que, se b > 1, o valor maximo da expressdo y — Y°, para y no
1

. P . 1\—— . ~
conjunto R dos ndmeros reais, ocorre quando y = (T b -1 0 valor maximo que a funcao

f(x) = sen (x) sen (2x) assume, para x variando em R, é:

V3 3
a) ? c) Z e) 1l
V3 a3
b) 23~ )5

(FGV-SP) O numero de intersegdes entre o grafico de uma circunferéncia e o grafico de
y = sen x no plano ortogonal pode ocorrer em:

a) no maximo 2 pontos. d) no maximo 8 pontos.

b) no maximo 4 pontos. e) mais do que 16 pontos.

c) no maximo 6 pontos.

Transformacoes

56.

57.

n
(ITA-SP) A soma Y, cos (a + k), para todo o € [0, 2], vale:
K=0

a) —cos (o) quando n € par. d) sen (a) quando n é par.
b) —sen (a) quando n é impar. e) zero quando n € impar.
¢) cos (o) quando n é impar.

(ITA-SP) Assinale a opcao que indica a soma dos elementos de A U B, sendo:

k2w (3k + 5)m
= = 2 — )k = = = 2= )k =
A {xk sen (24 ) k 1,2} e B {yk sen ( oY ) k=1,2¢t.

(2 +V2 —~3)

a) 0 c) 2 g) X T £ V9

3
b) 1 d) 2-V2++v3) V§+\F3)
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58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

3 |

QUESTOES DE VESTIBULARES

(UF-PR) Considere x,y € [O, %} tais que sen x = % eseny = %

a) Calcule os valores de cos x e coS Y.
b) Calcule os valores de sen (x + y) e cos (X — ).

(UE-CE) Se x e y sao arcos no primeiro quadrante tais que sen (x) = % = cos (y), entao o
valor de sen (x +y) + sen (x — y) é:

V6 3 2

- b) = —_— d) =
a) )5 o) )5
(UF-CE) Os nuimeros reais a, b e ysao taisquea # Oeacosy # b seny. Se
tg x = aseny + bcosy

, calcule o valor de tg (x — y) em funcao de a e b somente.
acosy —bseny

(UE-RJ) Considere o teorema e os dados a seguir para a solucao desta questao.

Se o, B e a + B sao trés angulos diferentes de % + ki, k € Z, entdo

__tgat+tgp
+B)=—-"—""58
P T g p) \
a, b e ¢ sao trés angulos agudos, sendotgb =2etg(a+b +c¢) =—.

5
Calcule tg (@ — b + c).

(Fuvest-SP) Seja x no intervalo |0, %[ satisfazendo a equacao tg x + % sec x = %
Assim, calcule o valor de:
a) sec x
m
+ —_—
b) sen (x 4)

(UF-AM) Se sen x — cos x = % entao sen 2x é:

a) — c)%
1

b) —= d 3

(UF-CE) Considere as funcgoes f: R — R e g: R — R definidas, respectivamente, por
f(x) = x2 + 1 e g(x) = cos(x) — sen(x).

a) Explicite a funcao composta h(x) = f(g(x)).
b) Determine o valor méaximo da funcao composta h(x) = f(g(x)).

(Fuvest-SP) Um arco x esta no terceiro quadrante do circulo trigonométrico e verifica a equa-
¢ao 5 cos 2x + 3 sen x = 4. Determine os valores de sen x e cos x.

(UE-CE) O conjunto-imagem da funcdo f: R — R, definida por f(x) = 2 cos 2x + cos?x, é o

intervalo:
a) [—2,1] b) [—2, 3] c) [—2,2] d) [—-2,0]
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

(Fuvest-SP) O ndmero real x, com O < x < 1, satisfaz a equacao
logs (1 — cos x) + logz (1 + cos x) = —2.
Entao, cos 2x + sen x vale:

2
(Fatec-SP) A expressao (sen R cos L) € equivalente a:

2 2
a) 1 d) 1 + senx
b) O e) 1 + cos x
2 X
c) cos >

(U. F. Uberlandia-MG) O valor de tg 10° (sec 5° + cossec 5°) - (cos 5° — sen 5°) € igual a:

a) 2 b = 0 1 90
(FGV-SP) O valor de cos 72° — cos? 36° é idéntico ao de:

a) cos 36° ¢) cos? 36° e) sen? 36°
b) —cos? 36° d) —sen? 36°

(ITA-SP) A expressao

2[sen (x + % 1T) + cotg? x}tg %

2 X
141?35
€ equivalente a:
a) [cos x — sen? x] cotg x d) [1 — cotg? x] sen x
b) [sen x + cos x] tg x e) [1 + cotg? x][sen? x + cos X]

¢) [cos? x — sen x] cotg? x

(ITA-SP)

2T _ 2 T LI o o T
a) Calcule (cos 5 sen 5)003 10 2 sen 5 cos 5 sen 10"

b) Usando o resultado do item anterior, calcule sen % cos %

(UF-CE) Seja f: R — R a funcao dada por f(x) = 2 sen x + cos (2x). Calcule os valores maximo
e minimo de f, bem como os ndmeros reais x para 0s quais f assume tais valores.

(ITA-SP) Encontre todos os pontos do grafico da fungdo f(x) = sen? x + cos x, em que a reta
tangente é paralela ao eixo x.
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717.

78.

79.

80.

81.

3 |

QUESTOES DE VESTIBULARES

5. (UF-AM) Considerando as seguintes afirmacoes:

(1) cos? (2x) + sen? (3x) = 1 Vx € R

(Il) sen 4x = 4 sen x - cos3x — 4 sen3x - cos x Vx E R
(

(

II)cos2x=%+%cos2xVxeR

IV)cos (x —y) =cosx-cosy +senx-senyVx,y ER

Podemos garantir que:

a) Todas as afirmacoes sao falsas. d) Somente a afirmacao (lll) é falsa.
b) Somente a afirmacao (Il) é verdadeira. e) Somente a afirmacao (I) é falsa.
c) Todas as afirmacdes sao verdadeiras.

(ITA-SP) Determine o valor de y, definido a seguir, sabendo que « € um arco do quarto

quadrante e |[sen o] = %

y = 7 tg (2a) + V5 cos (%)

(ITA-SP) Determine os valores reais de x de modo que sen (2x) — V3 cos (2x) seja maximo.

(Fuvest-SP) Sejam x e y dois ndmeros reais, com 0 < x < % e % <y < T, satisfazendo

seny=%ellsenx+5003(y—x)=3.

Nessas condicoes, determine:
a) cosy b) sen 2x

(ITA-SP) Sabendo que tg? (x + %’n) = % para algum x € {O, %w} determine sen x.

(ITA-SP) Seja f : R — R definida por f(x) = V77 sen [ (x + %)] e seja B o conjunto dado por

B = {x € R:f(x) = 0}). Se m é o maior elemento de B N (—, 0) e n € 0 menor elemento de
B N (0, +%), entdo m + n é igual a:

2m ) _2m

T © ~30 TS
T T
T 935

(Fatec-SP) Da trigonometria sabe-se que quaisquer que sejam 0s nUmeros reais p € q,

senp+senq:2-sen<p;—q>~cos<p;q).

Logo, a expressao cos x - sen 9x é idéntica a:

a) sen 10x + sen 8x c) 2 - (sen 10x + sen 8x) e) % - (sen 10x + sen 8x)
b) 2 - (sen 6x + sen 2x) d) % - (sen 6x + sen 2x)
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82. (ITA-SP) Seja x € [0, 2] tal que sen (x) cos (x) = % Entdo, o produto e a soma de todos os
possiveis valores de tg (x) sao, respectivamente:

a)leO c) —1e0 e) —1e—%
b) 1e=> d1le5
2
83. (ITA-SP) O conjunto-imagem e o periodo de f(x) = 2 sen? (3x) + sen (6x) — 1 sdo, respectiva-
mente:
a) [-3,3]e 2n o [V2.v2le T e) [-1,3]e 2?“
27 ™
b) [-2,2] e — d)[—1,3]e—
) [ le 3 ) [ le 3
84. (ITA-SP) Se os nimeros reais a € 3, com a + B = %‘T 0 =< o = 3, maximizam a soma
sen a + sen B, entdo « € igual a:
w3 3m 7T
ER 9% V)
21 51
b) — d) —
) 3 ) 8
6
85. (ITA-SP) O valor da soma n% sen (é?) sen <3n>, para todo a € R, é igual a:
1 a 1 _
a) — 5 [cos (729> cos (x] d) = 5 [cos (729) cos (243)}
1 _ _
b) — 5 [sen (243) sen (729)} e) cos (729) COS «

c) cos (243> — cos (729>

86. (Fuvest-SP) Sejam x e y nuimeros reais positivos tais que x + y = % Sabendo-se que

sen(y — x) = % o valor de tg2y — tg2x é igual a:

1
e)§

Equag¢des — Fungdes inversas

87. (UE-CE) O valor de x mais préximo de O, para o qual cos (x + 5—77) =1,é

2
v
a) Y c) m e) 0
3w ™
b) 5~ Ry

88. (PUC-RJ) Encontre todas as solu¢cdes da equacao cos (2x) = no intervalo [0, 2].

2 ’
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90.

91.

92.

93.

94.

3

QUESTOES DE VESTIBULARES

(FEI-SP) Sabendo que O < x < e que (sen x + cos x)2 + cos x = sen 2x, pode-se afirmar
que x é igual a:

v v
a) > c) 2 e)

™ 27
b3 )3
(UF-RS) O ndmero de solucdes da equacao 2 cos x = sen x que pertencem ao intervalo
[7 16w 1677} &

3" 3 )

a) 8 c) 10 e) 12
b) 9 d) 11

(Unesp-SP) Dada a expressao trigonométrica cos (5x) — cos (x + %) = 0, resolva-a em R

ara x € |0, L |.
para X { 2}

(UF-AL) Quantas solucdes a equagao trigonométrica sen* x — cos* x = 1 admite no intervalo

fechado com extremos O e 357? 2

a) 66 d) 72

b) 68 e) 74

c) 70

(UE-CE) Uma particula inicia um movimento oscilatério harménico ao longo de um eixo or-

denado, de amplitude igual a 5 unidades e centrado na origem, de modo que a sua posi¢ao
pode ser descrita, em fungao do tempo em segundos, pela fungao f(t) = 5 cos (t).

Ao mesmo tempo, uma outra particula inicia um movimento também harménico, centrado
em 3, de amplitude igual a 1 e com o dobro da frequéncia da primeira particula, de modo
que sua posicao € descrita pela fungao g(t) = cos (2t) + 3.

Acerca da posicao relativa das duas particulas, é correto afirmar que:

a) elas se chocarao no instante t = % S.
b) elas se chocarao no instante t = % S
c) elas se chocarao no instante t = % S.

d) elas se chocarao no instante t = 3 s.
e) elas nao se chocarao.

(Fuvest-SP) A medida x, em radianos, de um angulo satisfaz % < x < 7 e verifica a equagao
sen x + sen 2x + sen 3x = 0. Assim,

a) determine x.
b) calcule cos x + cos 2x + cos 3x.
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95. (ITA-SP) A soma de todas as solucdes distintas da equacgao cos 3x + 2 cos 6x + cos 9x = 0,
que estao no intervalo 0 < x < % € igual a:

a) 2w c)g e)ﬁw
6 12
b) 23 & d L
12 6
96. (ITA-SP) O conjunto solugao dex;ﬁ% ke/Z,é:
){3+T,kEZ} ){6+—kEZ} e){E+TkEZ}

b){4+T,kEZ} d){8+T'kEZ}

97. (FEI-SP) A soma das raizes da equagdo 1 — sen?x + cos (—x) = 0, para 0 < x < 2, é igual a:

3 7w
a) -5 c) 3 e) -
5w
b) - d) b5

98. (FGV-SP) A soma das raizes da equacdo sen? x = sen (—x) = 0, no intervalo [0, 2], é:

a) & ) 2o o) 31
2 2 2
b) 97'" d) 3w

99. (UF-PE) Quantas solucdes a equacao trigonométrica sen x = V1 — cos x admite, no intervalo
[0, 80m)?

100. (UF-BA) Sendo x a medida de um arco, em radianos, determine as solucdes da equacao

4 cos? <4 ) COS X - sen (— — x) — COSs (X + 71) + sen ( 1117) = 0 que pertencem ao intervalo

2 2
[—6, 8].

101. (FGV-SP) Resolvendo a equacao log, (sen x) = log, (cos X) no intervalo 0° < x < 90° o valor
de x é tal que:

a) 45° <x < 60° c) 0° <x<30° e) 60° <x < 75°
b) 30° < x < 45° d) 75° < x < 90°

102. (UF-RS) O conjunto das solucoes da equacao sen [(%) log x} =0é:
a){1,10, 102, 103,104, ...}

b){...,1073,1072,107%,1, 10, 102, 108, 104, ...}
¢){...,1076,1074,1072,1, 102,104, 108, ...}

d){..., 1076, —104, —1072, 1, 102, 104, 106, ...}

e){..., —1073, —-10%, —10, 1, 102, 103, 104, 106, ...}
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103. (UF-PI) Considere o conjunto S = {(x,y) € Z X Z|x2 — 4x sen (w — y) + 4 = 0}. Pode-se afir-
mar que:

a) S € um conjunto vazio.
b) S possui apenas um elemento.

d) O par (0, m) € S.

)
)
c) Scontém aretax = 0.
)
e) S possui infinitos elementos.

104. (ITA-SP) Considere a equacao (3 — 2 cos? x)(l + g2 %) -6 tg% = 0.

a) Determine todas as solucoes x no intervalo [O, .
b) Para as solugcdes encontradas em a), determine cotg x.

105. (FGV-SP) O ndimero de solucdes da equacdo 1 + sen x — 2 |cos 2x| = 0,com 0 < x < 2, é:

a) 8 c) 6 e) 4
b) 7 d) 5

senx, 0 <x< %
106. (UF-BA) Dadas as funcoes reais f(x) = e

1+cosx,—<XxX<m

w
2
f(x+%),—%$x<0

determine x, pertencente ao intervalo [O, %[ tal

NJE!

:I.+f(x+ ),Osxs%’

que [f(x)]2 + g(x) — — = 0.

INEN

a

107. (Unifesp-SP) Considere a funcaoy = f(x) = 1 + sen (21'rx -5

), definida para todo x real.
a) Dé o periodo e o conjunto imagem da funcao f.

b) Obtenha todos os valores de x no intervalo [0, 1], tais quey = 1.

108. (UF-PE) Considere a fungao f, com dominio e contradominio o
conjunto dos ndmeros reais, dada por f(x) = \ 3cosx — senx,
que tem parte de seu grafico esbogado ao lado. /

Analise a veracidade das afirmagdes seguintes acerca de f:

f(x) = 2 - sen (x + %) para todo x real.

f é periédica com periodo 2.

(x) = —+3, para todo x real.

00)
1-1)
22) As raizes de f(x) sao — + 2k, com k inteiro.
3-3) f(x

4-4) f(x) < 2, para todo x real.

f
f
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109.

110.

111.

112,

(ITA-SP) Determine a solugao do seguinte sistema de equacoes:

senafﬁsenb=0

3
(tgza —2tga><tg2b—2tgb) -1
tg 2b tg 2a

(FGV-SP) Em certa cidade litoranea, verificou-se que a altura da d4gua do mar em um certo

ponto era dada por f(x) = 4 + 3 cos ( ) em que x representa o nimero de horas decorridas

6
a partir de zero hora de determinado dia, e a altura f(x) € medida em metros.
Em que instantes, entre O e 12 horas, a maré atingiu a altura de 2,5 m naquele dia?

a) 5e 9 horas c) 4 e 8 horas e) 6 e 10 horas
b) 7 e 12 horas d) 3 e 7 horas

(FGV-SP)Umaempresaexportacerto produto. Estima-se que aquantidade exportada Q,expressa
em toneladas, para cada més do ano 2011, seja dada pela funcao Q = 40 + 4 sen ( 5 ) em

que x = 1 representajaneiro de 2011, x = 2 representa fevereiro de 2011 e assim por diante.
Em que meses a exportacao sera de 38 toneladas?
(Utilize os valores: V3 = 1,7 e V2 = 1,4)

a) abril e agosto C) junho e outubro e) agosto e dezembro
b) maio e setembro d) julho e novembro

(UF-PA) O péndulo simples é formado por uma particula de massa m fixada na extremidade
inferior de uma haste retilinea, de comprimento ¢ (de massa desprezivel se comparada com
a massa da particula), cuja extremidade superior esta fixada. Suponhamos que o movimento
do péndulo se processe em um plano vertical e designemos por 6 o angulo que a haste faz
com a reta vertical OY (veja a figura abaixo). Observemos que 6 = 6 (t), isto &, 6 é funcdo do
tempo t = 0. O movimento do péndulo, para pequenas oscilagoes, € regido pela equacao:

=Acos( %t),tzo

em que A € uma constante positiva, g € a aceleragao da gravida- )
de e € € o comprimento da haste. Os valores de t = O, referentes
a passagem do péndulo pela posicao vertical QY, isto €, ao mo-
mento em que 6(t) = O, sao dados por:

at=02k+ 1= fk—iz

0(t)

b)t=1,2,3,...
dt=1,=—,—,.
) 2’3’
e)t=v1,V2,V3, ...
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113. (U. F. Santa Maria-RS) Em determinada cidade, a concentragao diaria, em gramas, de par-

ticulas de fésforo na atmosfera é medida pela funcao C(t) = 3 + 2 sen (lt>, em que t

€ a quantidade de horas para fazer essa medicao. 6
0 tempo minimo necessario para fazer uma medicao que registrou 4 gramas de fésforo € de:

a) % hora c) 2 horas e) 4 horas

b) 1 hora d) 3 horas

114. (UF-PR) Suponha que a expressao P = 100 + 20 sen (27t) descreve de maneira aproximada
a pressao sanguinea P, em milimetros de mercurio, de uma certa pessoa durante um teste.
Nessa expressao, t representa o tempo em segundos. A pressao oscila entre 20 milimetros
de mercurio acima e abaixo dos 100 milimetros de mercurio, indicando que a pressao san-
guinea da pessoa é 120 por 80. Como essa funcao tem um periodo de 1 segundo, o coracao
da pessoa bate 60 vezes por minuto durante o teste.

a) Dé o valor da pressao sanguinea dessa pessoaemt = 0s;t= 0,75 s.
b) Em que momento, durante o primeiro segundo, a pressao sanguinea atingiu seu minimo?

115. (UF-PE) Quantas solugdes a equacao trigonométrica sen? x + cos x = %admite no intervalo
[0, 60m] ?

Parte do grafico da fungdo sen? x + cos x esta esbocada abaixo.

116. (UF-RN) Marés sao movimentos periddicos de rebaixamento e elevagao de grandes massas
de agua formadas pelos oceanos, mares e lagos. Em determinada cidade litoranea, a altura

da maré é dada pela funcao h(t) = 3 + 0,2 cos (% . t), onde t é medido em horas a partir
da meia-noite.

Um turista contratou um passeio de carro pela orla dessa cidade e, para tanto, precisa co-
nhecer 0 movimento das marés.

Desse modo,
a) qual a altura maxima atingida pela maré?
b) em quais horarios isto ocorre no periodo de um dia?

117. (PUC-PR) O conjunto dominio de f(x) = arc sen (2x — 3) esta contido no intervalo:

2|22 ¢) 10, 1] o |-+ 2|
b) [—1, 1] d) [1, 2]
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118. (FGV-SP) Sendo p = %e (p+1)-(q+ 1) = 2,entao a medida de arc tan p + arc tan q, em

radianos, é:
e e v

a) E C) Z e) E
m ™

b) 3 d) 5

119. (ITA-SP) Sendo { o> 2} o contradominio da funcao arco-seno e [0, 7] o contradominio

da funcao arco-cosseno, assinale o valor de: cos (arc sen 5 + arc cos %)
V12 15 2V5
7 1

b) — d) —

) 25 ) V15

120. (Uneb-BA) Se arc sen x = 1, entdo cos (2 arc sen x) é igual a:

3
a)1_4—@ c)1-+3 e) 1
1
b) - d) o

121. (ITA-SP) A equacao em x,

X
*— 1
a) admite infinitas solucoes, todas positivas.

arctg(e"+2)—arccotg(2 )z%,xER—{O},

b) admite uma Unica solucao, e esta € positiva.

|\>|o1

3

’ 2 -
d
e) nao admite solucao.

)
)
c) admite trés solucdes que se encontram no intervalo ]
) admite apenas solugbes negativas.

)

122. (ITA-SP) O intervalo | C R que contém todas as solucdes da inequacao
arc tan {u] + arc tan {u] =T s
2 2 6

a) [—1, 4] c) [—2,3] e) [4, 6]
[ [

b) [-3,1] d)
-X _ X X —X
123. (ITA-SP) Seja S = {x € R|arc sen (%) + arc cos (%) = %} Entao,

a)S=0 c) S=R*|{0} e)S=R
b) S = {0} d) S =R*
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Inequacgodes

124. (FGV-SP) No intervalo [0, 7], a equacdo 8sen’x = 4sen X*% admite o seguinte nimero de
raizes:
a) b b) 4 c) 3 d) 2 e) 1

125. (FEI-SP) Seja a um arco do segundo quadrante com sen (a) = % Resolvendo a inequacgao
cossec (a) + x - sec (a) > 0 (sendo cossec (a) a cossecante de a e sec (a) a secante de a),

pode-se afirmar que:
3
ER|x=—=
} e) {x | x 4}

}

126. (UF-BA) Dadas as fungoes f(x) = sen 2x e g(x) = sen X, determine para quais valores de X,
x € [0, 2], f(x) = g(x).

a){xel]%lx>%} c){xER|x>—

rw plw

b){xER|x<%} d){xER|x<—

127. (Unifesp-SP) A fungao
D(t) = 12 + (1,6) - cos [—— (t + 1 )
(t) (1,6) - cos (180 (t 0)

fornece uma aproximacgao da duracao do dia (diferenca em horas entre o horario do por do
sol e o horario do nascer do sol) numa cidade do Sul do pais, no dia t de 2010. A variavel
inteira t, que representa o dia, varia de 1 a 365, sendo t = 1 correspondente ao dia 1° de
janeiro e t = 365 correspondente ao dia 31 de dezembro. O argumento da fungao cosseno é
medido em radianos. Com base nessa fun¢ao, determine:

a) a duracao do dia 19.02.2010, expressando o resultado em horas e minutos.

b) em quantos dias no ano de 2010 a duragao do dia naquela cidade foi menor ou igual a
doze horas.

128. (Unifesp-SP) Um jogo eletrénico consiste de uma pista retangular e de
dois objetos virtuais, 04 e 0,, 0s quais se deslocam, a partir de uma base
comum, com O, sempre paralelamente as laterais da pista e O, forman-

~ T . Py
do um angulo x com a base, x € |0, E)' Considere v; e v, 0s modulos,

respectivamente, das velocidades de 0, e O,. Considere, ainda, que os

choques do objeto O, com as laterais da pista (lisas e planas) sao perfei-

tamente elasticos e que todos os angulos de incidéncia e de reflexao sao

iguais a x.

a) Exiba o grafico da funcao y = f(x) que fornece o médulo da componen-
te da velocidade de deslocamento do objeto O,, no sentido do deslo-

+] base

camento do objeto 04, em funcao do angulo, x € (O, %)
b) Sev, =10m/s e v, = 20 m/s, determine todos os valores de x, x € (0, %), para os quais

0s objetos 04 e O,, partindo num mesmo instante, nunca se choquem.
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129. (ITA-SP) Seja x um numero real no intervalo 0 < x < % Assinale a opgao que indica o
comprimento do menor intervalo que contém todas as solugdes da desigualdade:
%tg(% - x) -3 (cosZL - i) sec (x) = 0.

2 2
a) % c) % e) %
b) % d) %
130. (ITA-SP) Determine os valores de 6 € [0, 2] tais que log ) €%°"® = 0.

Triangulos retangulos

131. (UE-CE) Uma rampa de skate plana com inclinacao o em relacao a horizontal tem base b e

altura h. Sabendo que h = %b, em relacao a o, podemos afirmar que:

O<a<X D Eca<X
a) “ 8 )4 ° 3
b—Tr< <—1T _1T< <_’1T
)8 “ 6 e)3 R
v v
— < < —
0F<a<7

132. (Fuvest-SP) Para se calcular a altura de uma torre, utilizou-se o seguinte procedimento ilus-
trado na figura: um aparelho (de altura desprezivel) foi colocado no solo, a uma certa distan-
cia da torre, e emitiu um raio em diregao ao ponto mais alto da torre. O angulo determinado

entre o raio e o0 solo foi de a = 3 radianos. A seguir, o aparelho foi deslocado 4 metros em

direcdo & torre e o angulo entdo obtido foi de B radianos, com tg B = 3v3.
E correto afirmar que a altura da torre, em metros, é:

a) 43 d) 7V3
b) 5V3 e) 8V3
c) 6V3

133. (UF-AM) Um prédio projeta uma sombra de 52 m conforme a

figura a seguir. Sabendo que cos a = % a altura H do prédio
em metros mede:
a) 31,2

)
b) 38,6
¢) 39,0
)
)

d400 L= _-- :
ey416 e
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134. (PUC-RS) Ao visitar o Panteon, em Paris, Tales conheceu o Péndulo de Foucault. O esquema

abaixo indica a posicao do péndulo fixado a uma haste horizontal, num certo instante. Sendo
L 0 seu comprimento e x 0 angulo em relagao a sua posi¢ao de equilibrio, entao a altura h do
péndulo em relacao a haste horizontal é expressa pela funcao:

a) h(x) = L cos (x)
b) h(x) = L sen (x)
¢) h(x) = L sen (2x) ,"
d) h(x) = L cos (2x)
e) h(x) = 2L cos (x)

135. (UF-MS) Dois projéteis sao langcados em linha reta de um mesmo ponto no solo, um para a

136.

137.

3

direita, numa direcao que forma 30° com a horizontal, e o outro para a esquerda com traje-
téria formando 45° com a horizontal. Sabendo-se que os dois tém velocidades iguais a 80
metros por minuto, qual € a diferenca, em centimetros, entre as alturas, em relacao ao solo,
atingidas pelos projéteis 7,5 segundos apds o langamento?

(UseV2 = 1,41 eV3 =1,73)

a) 320 cm
b) 205 cm
c) 114 cm
d) 73 cm

e) 41 cm 45 30°

(Fatec-SP) De dois observatérios, localizados em dois pontos X e Y da superficie da Terra, é
possivel enxergar um balao meteorolégico B, sob angulos de 45° e 60°, conforme é mostrado
na figura a seguir.

B

Desprezando-se a curvatura da Terra, se 30 km separam X e
Y, a altura h, em quildmetros, do balao a superficie da Terra, é:

a) 30 — 15V3 d) 45 — 15V3
b) 30 + 15V3 e) 45 + 15V3
c) 60 — 30V3

(UF-AL) De um ponto A, situado no mesmo nivel da base

de uma torre, o angulo de elevacao do topo da torre € de
20°. De um ponto B, situado na mesma vertical de A e
5 m acima, o angulo de elevagao do topo da torre € de
18°. Qual a altura da torre? Dados: use as aproximacoes

B
tg 20° = 0,36 e tg 18° = 0,32. AlkA2 t5m
a) 42 m c) 44 m d) 46 m
b) 43 m d) 45 m
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138. (Fatec-SP) No triangulo ABC da figura tem-se que BM ¢ a mediana relativa ao lado AC, o an-
gulo BAC € reto, a € a medida do angulo CBM e B é a medida do angulo MBA.

Sabendo que BC = 13 e AB = 5, entao tg « € igual a:

a) 30 c) 20 e) 12 20 s
97 49 5
47 6

b) 90 d) 5 c M A

139. (ESPM-SP) Uma pessoa cujos olhos estao a 1,80 m de altura em relagéo ao chao avista o
topo de um edificio segundo um angulo de 30° com a horizontal. Percorrendo 80 m no sen-
tido de aproximacao do edificio, esse angulo passa a medir 60°. Usando o valor 1,73 para a
raiz quadrada de 3, podemos concluir que a altura desse edificio € de aproximadamente:

a) 59 m c) 65 m e) 71l m
b) 62 m d) 69 m

140. (UE-MG) Na figura a §eguir, um fazendeiro F dista 600 m da base da montanha (ponto B). A
medida do angulo AFB €& igual a 30°.

CONCEITOGRAF

Ao calcular a altura da montanha, em metros, o fazendeiro encontrou a medida correspon-
dente a:

a) 200V3 b) 100V2 c) 150v3 d) 250V2
141. (Fuvest-SP) Sabe-se que x = 1 é raiz da equacao

2
sendo « e B 0os angulos agudos indicados no triangulo retangulo da figura a seguir:

(cos? a)x?2 — (4 cos o sen B)x + (i) senp =0

B

Pode-se entdo afirmar que as medidas de « e 3 sao, respectivamente,

a) T e 3T, c) % e)%”e%.
o
6

[o4)

b)

o3 ©

iy
—. d
e3 )
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142. (Unemat-MT) Na figura abaixo, o triangulo ABC é um triangulo equil?tero de 3 cm de lado, e
o triangulo retangulo BCD tem lados BD = 4 cm e CD = 5 cm e CBD = 90°.
c

A
\hd D
B
Qual a medida do segmento AD?
a)V3 c) V100 + V3 e) 2V3
b) 43 d) V25+12V3

143. (Unesp-SP) Dado o tridngulo retangulo ABC, cujos catetos sao: AB = sen x € BC = cos x, 0s
angulos em A e C sao:

a)A=xeC=%. c)A=xeC=%—x. e)A=xeC=%.
mA=%eC=x ®A=%7xec=x

144. (Unesp-SP) Dois edificios, X e Y, estao um em frente ao outro, num terreno plano. Um ob-
servador, no pé do edificio X (ponto P), mede um angulo o em relagao ao topo do edificio Y
(ponto Q). Depois disso, no topo do edificio X, num ponto R, de forma que RPTS formem um
retangulo e QT seja perpendicular a PT, esse observador mede um angulo B em relagao ao
ponto Q no edificio Y.

Q

Sabendo que a altura do edificio Xé 10 me que 3tg a = 4 tg B,

a altura h do edificio Y, em metros, é:

a) 40 ¢) 30 e) 50 RAR £ sY"
530 10 m| X

b) T d) 40 P T

145. (Unesp-SP) Um ciclista sobe, em linha reta, uma rampa com inclinagao de 3 graus a uma ve-
locidade constante de 4 metros por segundo. A altura do topo da rampa em relagéo ao ponto
de partida é 30 m.

Topo da rampa

30m

Ponto de partida

Use a aproximacao sen 3° = 0,05 e responda. O tempo, em minutos, que o ciclista levou para
percorrer completamente a rampa é:

a) 2,5 d) 15
b) 7,5 e) 30
¢) 10
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146.

147.

148.

(Unesp-SP) Em uma residéncia, ha uma area de lazer
com uma piscina redonda de 5 m de diametro. Nessa
area ha um coqueiro, representado na figura por um P d Q

ponto Q.
Se a distancia de Q (coqueiro) ao ponto de tangéncia 6m

T (da piscina) € 6 m, a distancia d = QR do coqueiro

a piscina, é:
a) 4m c) 5m e) 6m
b) 4,5m d) 5,5 m

(UF-PR) Na figura ao lado, os pontos A e P pertencem a circunferéncia de centro na origem
e raio 1, o ponto R pertence ao eixo das abscissas e o angulo t, em radianos, pode variar

no intervalo (O, %) , dependendo da posicao ocupada por P Com base nessas informacodes,

considere as afirmativas a seguir:
I. O comprimento do segmento AP € 2 cos t.

Il. A &rea do triangulo OAP, em funcao do angulo t, € dado por f(t) = % sen t.

Ill. A area do triangulo ORP, em fungao do angulo t, é dado por g(t) = % sen (2t).

Assinale a alternativa correta. b

a) Somente a afirmativa lll é verdadeira.
b) Somente a afirmativa Il € verdadeira.

)
c) Somente as afirmativas Il e Ill sdo verdadeiras. o R A
d)

)

e) Somente as afirmativas | e Il sdo verdadeiras.

Somente as afirmativas | e lll sao verdadeiras.

(UFF-RJ) Um caminhao pipa deve transportar d4gua da cidade A para a cidade Z. A figura abai-
xo ilustra os caminhos possiveis que o motorista do caminhdo pode tomar. As setas indicam
o sentido obrigatério de percurso. Os valores colocados préximo as setas especificam o custo
de transporte (todos dados em uma mesma unidade monetaria) para o trecho em questao.

ol

jus
4 sen 4

Marque a opgao que indica o caminho de menor custo total de transporte de A para Z.

a)A-B-oY—>Z c)A-C—->B->Y—>Z e)A->C—>oY>Z
b)A>B—>X—>Z dA->Co>B—oX—>Z
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QUESTOES DE VESTIBULARES

149. (Enem-MEC) Para determinar a distancia de um barco até a praia, um navegante utilizou o
seguinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual o fazendo mira em um
ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele seguiu até um ponto B de
modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob um angulo visual 2a.

A figura ilustra essa situacao:
P

« 2a Trajetéria do barco
A B

Suponha que o navegante tenha medido 0 angulo a = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou
que o barco havia percorrido a distancia AB = 2000 m. Com base nesses dados e mantendo
a mesma trajetéria, a menor distancia do barco até o ponto fixo P sera:

a) 1 000 m d) 2 000 m
b) 1 000V3 m e) 2 000V3 m

c) 2000§m

150. (Enem-MEC) Um balao atmosférico, lancado em Bauru (343 quildbmetros a Noroeste de Sao
Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta segunda-feira em Cuiaba Paulista, na regiao
de Presidente Prudente, assustando agricultores da regido. O artefato faz parte do programa
Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franga, Argentina, Inglaterra e Italia, para a medi-
¢ao do comportamento da camada de ozbnio, e sua descida se deu apds o cumprimento do
tempo previsto de medicao.

Disponivel em: http://www.correiodobrasil.com.br. Acesso em: 2 maio 2010.

Balao

60° 30°
1,8 km A 3,7 km B

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldao. Uma estava a 1,8 km da posicao
vertical do balao e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava 5,5 km da posigao vertical
do balao, alinhada com a primeira, e no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou
sob um angulo de 30°.

Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao?

a) 1,8 km d) 3,7 km
b) 1,9 km e) 5,5 km
c) 3,1 km

3 | Fundamentos de Matematica Elementar 299



QUESTOES DE VESTIBULARES

151. (UF-PA) Considere as seguintes informacgoes:

De dois pontos A e B, localizados na mesma margem de um rio, avista-se um ponto C, de
dificil avesso, localizado na margem oposta;

Sabe-se que B esta distante 1 000 metros de A;

Com o auxilio de urrlteodolito (apgrelho usado para medir angulos) foram obtidas as se-
guintes medidas: BAC = 30° e ABC = 80°.
Deseja-se construir uma ponte sobre o rio, unindo o ponto C a um ponto D entre A e B, de
modo que seu comprimento seja minimo. Podemos afirmar que o comprimento da ponte
sera de aproximadamente:

a) 524 metros c) 1 048 metros e) 477 metros
b) 532 metros d) 500 metros

152. (Unicamp-SP) Laura decidiu usar sua bicicleta nova para subir uma rampa. As figuras abaixo
ilustram a rampa que tera que ser vencida e a bicicleta de Laura.

a) Suponha que a rampa que Laura deve subir tenha angulo de inclinagao «, tal que
cos (a) =V0,99. Suponha, também, que cada pedalada faca a bicicleta percorrer 3,15 m.
Calcule a altura h (medida com relacao ao ponto de partida) que sera atingida por Laura
apoés dar 100 pedaladas.

b) O quadro da bicicleta de Laura esta destacado na figura a direita. Com base nos dados da
figura, e sabendo que a mede 22 cm, calcule o comprimento b da barra que liga o eixo da
roda ao eixo dos pedais.

P
gf’//)\

S

CONCEITOGRAF

ﬁa

153. (UF-RS) Dois quadrados de lado L estao, inicialmente, perfeitamente
sobrepostos. O quadrado de cima é branco e o de baixo, vermelho. O
branco € girado de um angulo 6 em torno de seu centro O, no sentido
anti-horario, deixando visiveis quatro triangulos vermelhos, como mos-
tra a figura a seguir.

Determine a soma das areas dos quatro triangulos vermelhos em fun-
¢ao do angulo 6.

154. (UF-SC) Na figura a seguir determine a medida do seg-
mento AB, em cm, sabendo que sen a = 0,6.

! 100 cm !
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QUESTOES DE VESTIBULARES

155. (UF-GO) Para dar sustentacao a um poste telefonico, utilizou-se um outro poste com 8 m de
comprimento, fixado ao solo a 4 m de distancia do poste telefonico, inclinado sob um angulo
de 60°, conforme a figura abaixo.

cabo

60°

Considerando-se que foram utilizados 10 m de cabo para ligar os dois postes, determine a
altura do poste telefénico em relagao ao solo.

Triangulos quaisquer

156. (UF-RS) No triangulo representado na figura abaixo, AB e AC tém a mesma medida, e a altura

relativa ao lado BC € igual a % da medida de BC.

A

B C

Com base nesses dados, o cosseno do angulo CAB é:

a) e c) 2 e) 2
25 5 6
7 5
b) 55 97
157. (Unifesp-SP) Em um tridangulo com lados de comprimentos a, b, ¢, tem-se
(@ + b +c)a+ b —c)= 3ab. Amedida do angulo oposto ao lado de comprimento c é:
a) 30° c) 60° e) 120°

b) 45° d) 90°

158. (UE-PI) Se os lados de um triangulo medem a, b e Va2 + ab + b2, quanto mede o maior an-
gulo do triangulo?

a) 30° c) 60° e) 120°
b) 45° d) 90°
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159. (UF-RS) As medidas dos lados de um triangulo sao proporcionais a 2, 2 e 1. Os cossenos de
seus angulos internos sao, portanto,

NERETES NEREI glll
8 82 4’ 4’8 2’2’8
11 1 11 1

b) T8 d) o7

160. (FGV-SP) A figura ilustra as medidas que um topdgrafo to- A

mou para calcular a distancia do ponto A a um barco anco-
rado no mar.

sen 62° = 0,88; cos 62° = 0,47

sen 70° = 0,94; cos 70° = 0,34

a) Use os dados obtidos pelo topégrafo e calcule a distan-
cia do ponto A ao barco. E conveniente tracar a altura
AH do triangulo ABC.

b) Use esses mesmos dados para calcular o valor de cos 48°. Se quiser, utilize os produtos:
88 -94 = 8272 e 47 - 34 = 1598.

CONCEITOGRAF

e

161. (ITA-SP) Considere o triangulo ABC de lados a = BC, b = AC e ¢ = AB e angulos internos
a = CAB, B = ABC e y = BCA. Sabendo-se que a equagdo x> — 2bx cos a + b2 — a2 = 0
admite ¢ como raiz dupla, pode-se afirmar que:

a) a = 90° d) O triangulo € retangulo apenas se a = 45°.
b) B = 60° e) O triangulo € retangulo e b é hipotenusa.
c) y=90°

162. (UF-GO) Uma empresa de engenharia deseja construir uma estrada ligando os pontos A e B,
que estao situados em lados opostos de uma reserva florestal, como mostra a figura abaixo.

A C D

jal

S~ Reserva
~ ( florestal
~

B

A empresa optou por construir dois trechos retilineos, denotados pelos segmentos AC e CB,
ambos com 0 mesmo comprimento. Considerando que a distancia de A até B, em linha reta,
€ igual ao dobro da distancia de B a D, o angulo «, formado pelos dois trechos retilineos da
estrada, mede:

a) 150° c) 130° e) 110°

b) 140° d) 120°
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163. (UF-GO) Dois observadores, situados nos pontos A e B, a uma distancia d um do outro, como
mostra a figura abaixo, avistam um mesmo ponto no topo de um prédio de altura H, sob um

mesmo angulo 6 com a horizontal.

CONCEITOGRAF

Sabendo que o angulo ABC também mede 6 e desconsiderando a altura dos observadores,

a altura H do prédio é dada pela expressao:

_4d 5 ) - 5
a)H—2sen(2)cose c) H 2tgesen6 e)H dsen(2>sece
b) H=d cos 6 sen 6 d)H=%tgesece

164. (Fatec-SP) Sejam «, B e y as medidas dos angulos internos de um triangulo.

sena _ 3 sena
sen B 5’ senvy
lado desse triangulo é:
a) 5
b) 10

165. (Unesp-SP) No dia 11 de margo de 2011,

3

0 Japao foi sacudido por terremoto com
intensidade de 8,9 na Escala Richter,com
0 epicentro no Oceano Pacifico, a 360 km
de Téquio, seguido de tsunami. A cidade
de Sendaia 320 km a nordeste de Téquio,
foi atingida pela primeira onda do tsunami
apo6s 13 minutos.

(O Estado de S. Paulo, 13.03.2011. Adaptado.)

Baseando-se nos dados fornecidos e sa-
bendo que cos a = 0,934, onde a € 0
angulo Epicentro-Téquio-Sendai, e que
28 .32.034 = 215100, a velocidade
média, em km/h, com que a 12 onda do
tsunami atingiu até a cidade de Sendai
foi de:

a) 10 d) 250
b) 50 e) 600
c) 100

Fundamentos de Matematica Elementar

= 1 e o perimetro do triangulo é 44, entdo a medida do maior

e) 25

Mar do Japao

Sendai

Epicentro

&

]
§

- @"é\
o
JAPAO OCEANO

PACIFICO

Téquio

0 140 km
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QUESTOES DE VESTIBULARES

166. (UF-Pl) Um engenheiro, utilizando seus conhecimentos em trigonometria para calcular a
distancia entre um ponto A e um ponto P considerado inacessivel, procedeu da seguinte
forma: mediu a distancia do ponto A até um ponto acessivel B, além dos angulos BAP e ABP,
encontrando 800 m, 60° e 75°, respectivamente. Nessas condicoes, se supusermos que
V3 = 1,73, a distancia entre os pontos A e P vale, aproximadamente:

a)1 120 m c) 920 m e) 720 m
b) 1 092 m d) 850 m

167. (UF-PR) A figura abaixo mostra um quadrado ABCD no qual os segmentos BC e EC medem 4
cm e 1 cm, respectivamente.

D C

A B

a) Calcule o perimetro do tridngulo de vértices A, E e C.
b) Calcule o seno e o cosseno do angulo .
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1. b 26.
2. d 27.
3. ¢ 28.
4. c

5. ¢ 29.
6. a 30.
7. FV,FFeV 31.
8. d 32.
9. a 33.
10. b 34.
11. b 35.
12. b 36.
13. d 37.
14. k = % 38.
15. d 39.
16. d 40.
17. ¢ 41.
18. e 42.
19. d 43.
20. b

21. a 44.
22. b 45,
23. b 46.
24. c 47.
25. d 48.
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Respostas
das questoes
de vestibulares

a
(001), (004) e (008)
a)l7°Ca25°C

b) As 14 horas e &s 22 horas

b
d
b
d
c
d
b
b
e
c
b
a
36
d
P(% O), Q(2,0), R(% O) e S(% O)
V2 - ™ meses
8 oscilagdes completas
0,75 € 0,045
x = 20; 260 toneladas
d
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RESPOSTAS DAS QUESTOES DE VESTIBULARES

49. b 78. a) 3
50. e 5
51. c b) 120
52. d 169
53. e 79. 3 —6 \6
54, d 80. e
55. e 81 e
56. e 82. b
57. c 83. ¢
58. a)cosx:iecosyzi 84. b
5 5 o4 85. a
b)sen(x+y)=1ecos(x—y)=E 86. a
87.
59'% a8 :{15_1774 1117}
60. — - - 6’6'6' 6
a 89. e
61. —32 90. ¢
m
\5 91, S= {—, —}
—_-— 8’ 4
62. a) > 92 o
93. a
0 3110 om
10 94. a) X = T
63.c b) cos x + cos (2x) + cos (3x) = 0
64. a) h(x) = 2 — sen (2x) 95. ¢
b)3 & 9. d
65. senx:—iecosx:—ﬁ 97. ¢
5 5 98. b
66 ¢ 99. 80
67. ¢ ’
100 - 2@ _, @ 5w Tm
68. d ST T3 ™3 3
69. a 101.c
70. d 102.c
71. a 103. a
- _m _ 5w
72.a)01 104.a)x—60ux 2oux 5
b)Z b)x=%:>cotgx=\6;x=%:>
. 3. .
73. maximo :E; minimo = —3 ﬁCOth:O;X:%:} Cotgx:—\/§
2m 105. b
74. X = = — + 2km T
3 106.x = &
75. e
76. 22 107. a) 1; [0; 2]
5m 1 3
X=—=—+Kk- = =
77. x 12 k-mke”Z b) 17
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RESPOSTAS DAS QUESTOES DE VESTIBULARES

108.F, V,F, FeV 133.¢
134. a
109. (a=%+2kfnoua=%ﬂ+2kw>e 135.b
- o 136. d
(b:§+2k’noub:?+2k’n>;kez 137. d
ou 138. a
139.¢
(a=%+2kwoua=ﬂ%+2kw)e 140. a
141. d
(b=4?ﬂ+2k'rr0ub=5?w+2kfn>;kel 142. d
110. ¢ 143. d
111.d 144.d
112. a 145. a
113. b 146. a
114. a) 80 mmHg 147.c
b)t=0,75s 148.¢c
115. 60 149. b
116.3) 3,2 m 150. c
b) Oh, 12h, 24h 151. a
117.d 152.3) 31,5 m
118.c b) 11v2(v3 + 1) cm
119. b 153. L2 sen 26
120. b (1 + sen 6 + cos 0)2
121.b 154. 96 cm
122.c 155. (6 + 4V3) m
123.b 156. 4
12: E 157. ¢
126.OSXslouwst5—ﬂoux=2~n 158. e
) 3 3 159. ¢
127. a) 12h48min 160. a) 46,81 m
b) 181 dias b) 0,67
128. a) f(x) = v, - sen x, com x E]O; %[ i:; z
Il B 163. d
i B
129. d 165. ¢
™ B 166. b
130. ]Z; 3[ Y }T’ T[ 167.2) 6 + 42 cm
131.c b)SenoL:QCOSOL:ﬁ
132. ¢ 12’ 10
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Tabela de razdes trigonomeétricas

Angulo Angulo
(graus) Seno Cosseno Tangente (graus) Seno Cosseno Tangente
1 0,01745 0,99985 0,01746 46 0,71934 0,69466  1,03553
2 0,03490 0,99939 0,03492 47 0,73135 0,68200 1,07237
3 0,05234 0,99863 0,05241 48 0,74314  0,66913 1,11061
4 0,06976 0,99756 0,06993 49 0,75471  0,65606  1,15037
5 0,08716 0,99619 0,08749 50 0,76604 0,64279 1,19175
6 0,10453 0,99452 0,10510
7 0,12187 0,99255 0,12278 51 0,77715  0,62932 1,23499
8 0,13917 0,99027 0,14054 52 0,78801 0,61566 1,27994
9 0,15643 0,98769 0,15838 53 0,79864 0,60182 1,32704
10 0,17365 0,98481 0,17633 54 0,80903 0,58779 1,37638
55 0,81915 0,57358 1,42815
11 0,19087 0,98163 0,19438 56 0,82904 0,55919 1,48256
12 0,20791 0,97815 0,21256 57 0,83867 0,54464  1,53986
13 0,22495 0,97437  0,23087 58 0,84805 0,52992 1,60033
14 0,24192 0,97030 0,24933 59 0,85717 0,51504 1,66428
15 0,25882 0,96593 0,26795 60 0,86603 0,50000 1,73205
16 0,27564 0,96126 0,28675
17 0,29237 0,95630 0,30573 61 0,87462 0,48481  1,80405
18 0,30902 0,95106 0,32492 62 0,88295 0,46947 1,88073
19 0,32557 0,94552 0,34433 63 0,89101 0,45399  1,96261
20 0,34202 0,93969 0,36397 64 0,89879 0,43837 2,05030
65 0,90631 0,42262 2,14451
21 0,35837 0,93358 0,38386 66 0,91355 0,40674 2,24604
22 0,37461 0,92718 0,40403 67 0,92050 0,39073 2,35585
23 0,39073 0,92050 0,42447 68 0,92718 0,37461 2,47509
24 0,40674 0,91355 0,44523 69 0,93358 0,35837 2,60509
25 0,42262 0,90631 0,46631 70 0,93969 0,34202 2,74748
26 0,43837 0,89879 0,48773
27 0,45399 0,89101 0,50953 71 0,94552  0,32557 2,90421
28 0,46947 0,88295 0,53171 72 0,95106 0,30902 3,07768
29 0,48481 0,87462 0,55431 73 0,95630 0,29237 3,27085
30 0,50000 0,86603 0,57735 74 0,96126 0,27564  3,48741
75 0,96593 0,25882  3,73205
31 0,51504 0,85717 0,60086 76 0,97030 0,24192 4,01078
32 0,52992 0,84805 0,62487 77 0,97437 0,22495  4,33148
33 0,54464 0,83867 0,64941 78 0,97815 0,20791 4,70463
34 0,55919 0,82904 0,67451 79 0,98163 0,19087 5,14455
85 0,57358 0,81915 0,70021 80 0,98481 0,17365 5,67128
36 0,58779 0,80903 0,72654
37 0,60182 0,79864 0,75355 81 0,98769 0,15643 6,31375
38 0,61566 0,78801 0,78129 82 0,99027 0,13917 7,11537
39 0,62932 0,77715 0,80978 83 0,99255 0,12187 8,14435
40 0,64279 0,76604 0,83910 84 0,99452 0,10453  9,51436
85 0,99619 0,08716 11,43010
41 0,65606 0,75471  0,86929 86 0,99756 0,06976 14,30070
42 0,66913 0,74314 0,90040 87 0,99863 0,05234 19,08110
43 0,68200 0,73135 0,93252 88 0,99939 0,03490 28,63630
44 0,69466 0,71934 0,96569 89 0,99985 0,01745 57,29000
45 0,70711  0,70711  1,00000
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Significado das siglas de vestibulares

Enem-MEC — Exame Nacional do Ensino Médio, Ministério da Educacao
ESPM-SP — Escola Superior de Propaganda e Marketing, Sao Paulo
Fatec-SP — Faculdade de Tecnologia de Sao Paulo

FEI-SP — Faculdade de Engenharia Industrial, Sao Paulo

FGV-RJ — Fundagao Getdlio Vargas, Rio de Janeiro

FGV-SP — Fundacao Getulio Vargas, Sao Paulo

Fuvest-SP — Fundagao para o Vestibular da Universidade de Sao Paulo
ITA-SP — Instituto Tecnolégico de Aeronautica, Sao Paulo
Mackenzie-SP — Universidade Mackenzie de S&o Paulo

PUC-PR — Pontificia Universidade Catélica do Parana

PUC-RJ — Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro
PUC-RS — Pontificia Universidade Catdlica do Rio Grande do Sul
UE-CE — Universidade Estadual do Ceara

UE-GO — Universidade Estadual de Goias

UE-RJ — Universidade do Estado do Rio de Janeiro

UE-PI — Universidade Estadual do Piaui

UF-AM — Universidade Federal do Amazonas

UF-CE — Universidade Federal do Ceara

UF-GO — Universidade Federal de Goias

UF-MS — Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

UF-PA — Universidade Federal do Para

UF-PE — Universidade Federal de Pernambuco

UF-PI — Universidade Federal do Piauf

UF-PR — Universidade Federal do Parana

UF-RN — Universidade Federal do Rio Grande do Norte

UF-RS — Universidade Federal do Rio Grande do Sul

UF-SC — Universidade Federal de Santa Catarina

U.F. Uberlandia-MG — Universidade Federal de Uberlandia, Minas Gerais
UFF-RJ — Universidade Federal Fluminense, Rio de Janeiro

Uneb-BA — Universidade do Estado da Bahia

Unesp-SP — Universidade Estadual Paulista, Sao Paulo

Unifesp-SP — Universidade Federal de Sao Paulo

Unemat-MT — Universidade do Estado de Mato Grosso
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FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR
é uma colecdo consagrada ao longo dos
anos por oferecer ao estudante o mais
completo conteddo de Matemética
elementar. Os volumes estdo organizados
da seguinte forma:

complexos, polinémios,
equacoes

A colecdo atende a alunos do ensino
médio que procuram uma formacdo

mais aprofundada, estudantes em fase
pré-vestibular e também universitdrios que
necessitam rever a Matemética elementar.
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Os volumes contém teoria e
exercicios de aplicagdo, além
de uma segdio de questdes de
vestibulares, acompanhadas de
respostas. Ha ainda uma série
de artigos sobre histéria da
Matemdtica relacionados aos
temas abordados.

Na presente edicdo, a secdo
de questdes de vestibulares foi

atualizada, apresentando novos
testes e questdes dissertativas
selecionados a partir dos
melhores vestibulares do pais.
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