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Fundamentos de Matematica Elementar € uma colegdo elaborada com o objetivo de
oferecer ao estudante uma visao global da Matematica, no ensino médio. Desenvolvendo os
programas em geral adotados nas escolas, a colegao dirige-se aos vestibulandos, aos uni-
versitarios que necessitam rever a Matematica elementar e também, como é 6bvio, aqueles
alunos de ensino médio cujo interesse se focaliza em adquirir uma formagao mais consistente
na area de Matematica.

No desenvolvimento dos capitulos dos livros de Fundamentos procuramos seguir uma
ordem légica na apresentacdo de conceitos e propriedades. Salvo algumas excegdes bem
conhecidas da Matematica elementar, as proposicoes e os teoremas estao sempre acompa-
nhados das respectivas demonstracoes.

Na estruturacao das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenagao crescente
de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a questoes que envolvem
outros assuntos ja vistos, levando o estudante a uma revisao. A sequéncia do texto sugere
uma dosagem para teoria e exercicios. Os exercicios resolvidos, apresentados em meio aos
propostos, pretendem sempre dar explicacao sobre alguma novidade que aparece. No final de
cada volume, o aluno pode encontrar as respostas para os problemas propostos e assim ter
seu reforgo positivo ou partir a procura do erro cometido.

A dltima parte de cada volume é constituida por questdes de vestibulares, selecionadas
dos melhores vestibulares do pais e com respostas. Essas questdoes podem ser usadas para
uma revisao da matéria estudada.

Aproveitamos a oportunidade para agradecer ao professor dr. Hygino H. Domingues, au-
tor dos textos de histéria da Matematica que contribuem muito para o enriquecimento da obra.

Neste volume abordamos o estudo dos nimeros complexos, dos polinémios e das equa-
coes polinomiais. Os dois Ultimos capitulos complementam o terceiro, enfatizando o estudo
das equacgoes reciprocas e a determinagcao do mdc e do mmc de dois polinémios.

A teoria passou por cuidadosa revisao, fazendo-se as simplificagdes ou acréscimos jul-
gados pertinentes. As respostas dos exercicios foram conferidas minuciosamente. No manual
do professor estao resolvidos todos os exercicios mais complicados.

Finalmente, como ha sempre uma certa distancia entre o anseio dos autores e o valor
de sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apreciagao sobre este
trabalho, notadamente os comentarios criticos, 0s quais agradecemos.

Os autores
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Nlmeros
complexos

I. Operagdes com pares ordenados

1. Seja R o conjunto dos nimeros reais. Consideremos o produto cartesiano
R X R =Rz

R2={x,y)|xER e yER}

isto &, R? é o conjunto dos pares ordenados (x, y) em que x e y Sdo numeros reais.
Vamos tomar dois elementos, (a, b) e (c, d), de R? para dar trés importantes
definicoes:
a) igualdade: dois pares ordenados sao iguais se, e somente se, apresentarem
primeiros termos iguais e segundos termos iguais.

((a,b)=(c,d)4:>a=ceb=d)

b) adicao: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado
cujos primeiro e segundo termos sao, respectivamente, a soma dos primeiros e a
soma dos segundos termos dos pares dados.

((a,b)+(c,d) = (a+c,b+d))

B | Fundamentos de Matematica Elementar



NUMEROS COMPLEXOS

c) multiplicacao: chama-se produto de dois pares ordenados a um novo par
ordenado cujo primeiro termo € a diferenca entre o produto dos primeiros termos e o
produto dos segundos termos dos pares dados e cujo segundo termo é a soma dos
produtos do primeiro termo de cada par dado pelo segundo termo do outro.

(a, b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Conjunto dos numeros complexos

Chama-se conjunto dos niimeros complexos, e representa-se por C, o conjunto
dos pares ordenados de nimeros reais para 0s quais estao definidas a igualdade, a
adicao e a multiplicacao conforme o item 1.

E usual representar-se cada elemento (x, y) € C com o simbolo z; portanto:

zeEC © z=(x,y),sendox,y €ER

Aplicagoes

1%) Dados z, = (2,1) ez, = (3, 0), calcularz, + z,,z, - z
Temos:

,ez.
z,+2,=(2,1)+(3,00=(2+3,1+0)=(5,1)
2,:2,=(2,1)-(3,00=(2:-3-1:0,2:0+1-3)=(6,3)
F=z-2-21)-21)=(2-2-1-1,2-1+1-2)=(3,4)

1

2?) Dados z, = (1, 2) e z, = (3, 4), calcular ztal que z, + z= z,.
Temos:

2, +tz=2,= (1,2)+xy=34)=>1+x,2+y)=3,4) =

1+x=3 X =2
=
2+y=4 y=2

portanto z = (2, 2).

3%) Dadosz, = (1, -1)ez, = (2, 3), calcular ztal que z, - z=z
Temos:

ot

Fundamentos de Matematica Elementar | B



=[(a+c)te (b+d)+f]=

z,'z2=2,= (1, 1) - (x,) = (2, 3) = (X
1
+v = = =
X+y=2 X >
= 5
— :3 —_ —
y —X y >
Portanto z = (—i E)
2" 2

Propriedades da adi¢ao

Teorema

NUMEROS COMPLEXOS

+y,y —x)=(2,3) =

A operacao de adicdo em C verifica as seguintes propriedades:

[A—1] propriedade associativa

[A—2] propriedade comutativa

[A—3] existéncia do elemento neutro
[A—4] existéncia do elemento simétrico

Demonstracao:

[A—1] (z1 + 22) +z,=2z + (22 + 23), vz,2,2,€C

(z, +z) +z,=[(a,b) +

=(a,b)+(c+e,d+f)=(a+b)+[(cd +
=z, +(z,+ z)
[A-2]z, +2z,=2,+2,V2,2,€C
(zl+22)—(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)=
=(c,d +(@b)=z +7z
[A-3]de,eClz+e, =2 VzeC

Fazendo z = (a, b), provemos que existe e,

at+x=a

(a,b)+(x,y)=(ayb)@{b+y:b

Portanto existe e,

[A-4]vzeC, 37 €Clz+17 =e¢,

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar

(c,d)] + (e, ) =
[a+(c+e),b+(d+f]=
(e, ] =

(@a+c,b+d)+

(e, f) =

(c+a,d+b)=

=(x, y)talquez + e, =z

x=0

y=0

= (0, 0), chamado elemento neutro para a adicao, que so-
mado a qualquer complexo z da como resultado o préprio z.
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Fazendo z = (a, b), provemos que existe ' = (x,y) tal que z + 7' = e_:

(@ b) + (x,y) = (0, 0) @{a”:o {X:_a

S
b+y=0 y=—b
portanto existe z' = (—a, —b), chamado simétrico ou inverso aditivo de z, que soma-
do ao complexo z = (a, b) da como resultado e, = (O, O).

Subtracao

Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z, = (a, b) e z, = (c, d),
existe um unico z € C tal que z, + z = z,, pois:
— ' _ ' [ _ '
z,tz=2,= zl+(21+z)—zl+z2 = (zl+zl)+z—zz+zl =
e tz=2,+tz =2=2,+t27
Esse nimero z € chamado diferenca entre z, e z, e indicado por z, — z,, portanto:

z,-z,=2,tz =(c,d)+(—a, —b)=(c—ad—b)

Exemplo:

(7,4 —(6,1)=(7,4) +(-6,-1)=(71-6,4—-1)=(1,3)

Propriedades da multiplicagao

Teorema

A operacao de multiplicacao em C verifica as seguintes propriedades:
[M—1] propriedade associativa

[M—2] propriedade comutativa

[M—3] existéncia do elemento neutro

[M—4] existéncia do elemento inverso

Demonstracao:

[M—1] (z1 . 22) "2, =1, (22 . 23), vz,2,,2,€C

(z,-2,) -z, =[(a,b) - (c,d)] - (e,f) = (ac — bd, ad + bc) - (e, ) =
= [(ac — bd)e — (ad + bc)f, (ac — bd)f + (ad + bc)e] =
= [ace — bde — adf — bcf, acf — bdf + ade + bce] =
= [a(ce — df) — b(de + cf), a(de + cf) + b(ce — df)] =

= (a, b) - (ce — df, cf + de) = (a,b) - [(c,d) - (e, )] = z, - (z, - 2,)

Fundamentos de Matematica Elementar | B
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M-2]z,-2,=2,-2,V2,2,€C
z,-2,=(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc) = (ca — db, cb + da) =

1

=(c,d)-(a,b)=2,-2

1
[M—3] Je €C|z-e =2 VzEC
Fazendo z = (a, b), provemos que existe e = (x,y)talquez-e_=Zz
(@, b) - (x,y) =(a, b) & (ax — by, ay + bx) = (a, b) &
[ax —by=a {x =1
=
bx +ay =b y=0

portanto existe e = (1, 0), chamado elemento neutro para a multiplicagcao, que
multiplicado por qualquer complexo z da como resultado o préprio z.

[M-4]VzEC*, 32" €Clz-2" =¢_ (¥

Fazendo z = (a, b), com a # O ou b # 0, provemos que existe z" = (x, y) tal
quez-z"=e.

(a,b)-(x,y)=(1,0)(:)(ax—by,ay+bx)=(1,0)(:){ax_by:l
bx +ay =0
e o __ b

a2+ °) T @t

a —b
a2+ b2’ a2 + b?
de z, que multiplicado por z = (a, b) da como resultado e _ = (1, 0). Observemos
que a condicdo a # 0 ou b # O equivale a a®> + b? # O e isto garante a existéncia
de z".

portanto existe z" = ( ) chamado inverso ou inverso multiplicativo

Divisao

Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z, = (a, b) # (0, O) e
z, = (c, d), existe um unico z € C tal que z, - z = z,, pois:

e "- . = "- "- . = . " . = .
Z,'2=172, = 1, (Zl Z) zZ, Z2:>(Zl Zl) zZ Z, 21:>em z Z," 7, =

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



NUMEROS COMPLEXOS

o z
Esse ndmero z € chamado quociente entre z, e z, e indicado por 2—2:
1

z, 2t 77 \at+ b at+b? a2+ b?’ a2 + b2
Exemplo:

@:(1'2)< 3 , — 4 ):(1'2)(1,_i>=(£,i>
(3,4) 32 + 42 32 + 42 25 25 25 25

Propriedade distributiva

Em C, a operacado de multiplicacdo € distributiva em relacao a adicao:
D]z, - (22 + 23) =z-2,+2,2,V2,2,2, €C

Demonstracao:

z,-(z,+2z)=(ab)-[(c,d) + (e, N =(ab)-(c+e d+f) =
=[a(c +e) —b(d +f),ad +f) +b(c +e)]=
=[ac + ae — bd — bf, ad + af + bc + be] =
= [(ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be)] =
= (ac — bd, ad + bc) + (ae — bf, af + be) =
=(a,b)-(c,d)+(a,b)-(e,f) =2 -2,+27 -2,

Imersiode Rem C

Consideremos o subconjunto R' de C formado pelos pares ordenados cujo

segundo termo é zero:
R'={@, b)€C|b =0}

Pertencem, por exemplo, a R' os pares (0, 0), (1, 0), (a, 0), (b, 0), (a + b, 0),
(a- b, 0), etc.

Fundamentos de Matematica Elementar | B
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Consideremos agora a aplicagao f, de R em R', que leva cada x € R ao par
(x, 0) € R".

R R'
ae / -(a,O) C
be { o (b, 0)
at+be \ «(@+b,0)
a-be o(a-b,O)
f:R—-R
x — (x, 0)

Primeiramente notemos que f € bijetora, pois:

1) todo par (x, 0) € R' € o correspondente, segundo f, de x € R (ou seja, f é
sobrejetora);

2) dadosx €ERex'E€R, comx # x', 0s seus correspondentes (x, 0) E R' e (x',
0) € R' sao distintos, de acordo com a definicao de igualdade de pares ordenados
(ou seja, f € injetora).

Em segundo lugar, notemos que f conserva as operacoes de adicao e multipli-
cacao, pois:

1) asomaa+ b,coma& Reb &R, esta associado o par (a + b, 0), que é
a soma dos pares (a, 0) e (b, 0), correspondentes de a e b, respectivamente:

fla+b)=(a + b, 0)=(a, 0) + (b, 0) = f(a) + f(b)
2) ao produto ab, coma € Re b € R, esta associado o par (ab, 0), que € o
produto dos pares (a, 0) e (b, 0), correspondentes de a e b, respectivamente:

flab) = (ab, 0) = (@b — 0-0,a-0 + 0 - b) = (a, 0) - (b, 0) = f(a) - f(b)

Devido ao fato de existir uma aplicacao bijetora f: R — R' que conserva as
operacoes de adicao e multiplicacao, dizemos que R e R' sao isomorfos.

Devido ao isomorfismo, operar com (x, O) leva a resultados analogos aos obti-
dos operando com x. Isto justifica a igualdade:

X =(x,0), VxER
que usaremos daqui por diante.
Aceita esta igualdade, temos em particularque 0 = (0,0),1 = (1,0)e R =R".

Assim, o corpo R dos nimeros reais passa a ser considerado subconjunto do corpo
C dos nimeros complexos:

RcC

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Unidade imaginaria

Chamamos unidade imaginaria e indicamos por i o nimero complexo (O, 1).
Notemos que:
?=i-i=(,1)-(0,1)=0-0-1-1,0:-1+1-0)=(-1,0)=-1

isto €, a propriedade basica da unidade imaginaria é:
i?2=-1

Aplicando a propriedade associativa da multiplicacao, temos também:
P=2-i=(=1)-i=—i

f=i-P=(-1)-(-1)=1

Mais geralmente, para todo n € N, temos:

=1, j4n+l=j i4n+2:_1’ n+3 = _j

cuja demonstracao fica como exercicio.

Dado um ndmero complexo qualquer z = (X, y), temos:

Zz=XYyY)=x0+0O,vyv=x0+(y-0-0-1,y-1+0-0) =
=(x,0)+(y,0)-(0,1)

Isto é:
zZ=x+y"i

Assim, todo nimero complexo z = (X, y) pode ser escrito sob a forma
z =X +y - i, chamada forma algébrica. O ndmero real x é chamado parte real de z e
0 ndmero real y € chamado parte imaginaria de z. Em simbolos indica-se:

Chama-se real todo nimero complexo cuja parte imaginaria € nula. Chama-se
imaginario puro todo nimero complexo cuja parte real é nula e a imaginaria nao.
Assim:

z=X+ 0i =x éreal

z =0 +yi =yi(y # 0) é imaginario puro

Fundamentos de Matematica Elementar | B
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A forma algébrica (x + yi) € muito mais pratica que o par ordenado (X, y) na
representacao dos nimeros complexos, uma vez que ela facilita as operagoes. Ve-
jamos como ficam as definicoes de igualdade, adicao e multiplicagdao de complexos,
usando a forma algébrica:

lgualdade: a + bi=c +di & a=c e b =d, isto &, dois nimeros complexos
sao iguais se, e somente se, tém partes reais iguais e partes imaginarias iguais.

Adicao: (a + bi) + (¢ +di) = (a +c) + (b + d)i, isto €, a soma de dois ndmeros
complexos € um complexo cuja parte real € a soma das partes reais das parcelas e
cuja parte imaginaria € a soma das partes imaginarias das parcelas.

Multiplicagao: (a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i, isto €, o produto de
dois nimeros complexos € o resultado do desenvolvimento de (a + bi)(c + di), apli-
cando a propriedade distributiva e levando em conta que i2 = —1:

(a + bi)(c + di) = a(c + di) + bi(c + di) = ac + adi + bci + bdi? =
= (ac — bd) + (ad + bc)i

Exemplo:

Dadoszl=1+i,22=1—i e z3=3+2i,calculem0321+22+z3 e
Z,°2," 2,

2, +z,+z,=(1+1+3)+i1—-1+2)=5+2i
2,02,°2,= (1 +i)(1 — )3 +20) =2 (3 +2i) =6 + 4i

Efetue as operacdes indicadas:
a) (6 + 7)1 +i)

b) (5+ 4i)1L —1i)+ 2+

c) (1 + 2i)2— (3 + 4i)

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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Solucao

Operamos com complexos na forma algébrica da mesma maneira que
fazemos com expressoes algébricas, lembrando apenas que i2 = —1:

a) 6+7)1L+i)=6+T7i+6i+7”P=6+7i+6i —7=—-1+13i
b) (B +4i)1 —i)+2+i)i=5+4i -5 —4i2+2i +i2=
=5+4i—-5i+4+2i—1=8+i

c) (1+2)2—B3+4i)=1+4i+4i?—-3—-4i=1+4i—4—-3 —-4i=-6

Efetue:

a) (3 + 2i) + (2 — 5i) c) A+i+@—i)—2i

b) (5 — 2i) — (2 + 8i) d) (6 + 7i) — (4 + 2i) + (1 — 10i)
Efetue:

a) (2 — 3i)1 + 5i) c) (4—=3i)5—-1i)d+1i)

b) (1 + 2i)(2 +i) d) (7 + 2i)(7 — 2i)

Seu=4+3iev=>5-—2i calculeu -v.

Calcule:
a) (3 + 2i)? b) (5 —i)? c) (4 +i)3
Se f(z) = 22 — z + 1, calcule f(1 —i).

Dado f(z) = z* + iz — (1 + 2i)z? + 3z + 1 + 3i, calcule o valor de f no ponto
z=1+I.

Prove que (1 + i)?> = 2i e coloque na forma algébrica o ndmero
(1 + )8 — (1 + )82

i96

Solucao

A+iP=@L+D)L+i)=1+2i+2=2i

[(L +0)2% — [(1 + i)2]* _ (2i)% — (2i)4 _ 240 _ j . 041 P
(i%)24 124 1

Calcule as seguintes poténcias de i:
a) i76 b) i110 C) i97 d) i503
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Prove que (1 — i)2 = —2i e calcule (1 —i)®® + (1 —i)*".
Se i? = —1, calcule o valor de (1 + i)*? — (1 — i)*.

Qual o resultado da simplificacao de:
(2 + i)101 . (2 — i)SO
(_2 — i)lOO . (l — 2)49 -

A igualdade (1 + i) = (1 — i)" verifica-se para os nimeros naturais divisiveis
por qual ndmero natural?

Determine x E R ey € R para que se tenha:
a) 2+ 3yi=x+9i

b) (x +Vyi)(3 + 4i) =7 + 26i

c) (x +yi)? = 4i

Solugao

Vamos aplicar a definicao de igualdade no campo complexo:
atBi=y+di e a=ye =27
2 =X

a) 2+3yi=x+9 < > x=2ey=3

3y =9
33X -4y =7
4x + 3y = 26
e, resolvendo o sistema, temosx =5 e y = 2.

b) (3x — 4y) + (4x + 3y)i = 7 + 26i @[

X2 — yz =0
2xy = 4

da primeira equacao tiramos x = *y e substituimos na segunda:
24y)y) =4 = £22 =4 = y =2 = x =+V2

Portantox =V2 ey =vV2 oux = —V2 ey = —V2.

c) X —y)+2xyi=4i & [

Determine x ER e y € R para que se tenha:

a) 3 + bix =y — 15i d) (x +yi)? = 2i

b) (x +yi)2 + 3i) =1 + 8i e) 2—x+3y)+2yi=0

c) B+yi)+((x—2i)=7 —Dbi f) (3 —ix+yi)=20

Quais 0s nimeros complexos x e y paraos quaisx +yi =i e xi +y =2i — 1?
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Qual é a condicao para que o produto de dois numeros complexos a + ib e
¢ +id dé um numero real?

Qual a condicao para que o nimero (a + bi)*, a e b reais, seja estritamente
negativo?

Conjugado
Chama-se conjugado do complexo z = x + yi ao complexo Z = x — yi, isto é:

Z=X+yi ©z7=x—yi

Exemplos

1°) z =2 + 5i = 7z =2 —5i
2°)z=3 —4i = 7z=3+4i
3z=-1-3i =>z=-1+3i
49y z2=~-7+2i = z=-7-2i

E imediato notar gue o complexo conjugado de Z € z:
@=(x—y-i)=x+yi=z

Por esse motivo dizemos que z e Z sdo nimeros complexos conjugados (um é
conjugado do outro).

Propriedades do conjugado
Teorema

Para todo z € C, temos:

Demonstracgao:

Fazendo z = x + yi, temos:

1)z+Z=(x+yi)+ (x—yi)=2x =2 -Re(2z)
2)z—Z=(X+Yy)—X—yi)=2yi=2-Im(z) - i

z=7Z x+tyi=x—-y)oy=-yoy=0<zeR
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Conjugados da soma e do produto

Teorema

Se z, e z, sdo ndmeros complexos quaisquer, temos:

1z, +z,=2 +z

2) z, -z, =

1 2 1

N

'z
Demonstracgao:
Fazendo z, = x, +vy,i e z, = X, +,i, temos:
1z, +z,=(x, +%) +(y, +y)i > 7, ¥z, =(x, +x) = [y, +V,)i =
=(x, = y,i) + (x, —v,i) = Z
2)z,-2,= (x1 + yli) (x2 + y2i) = (xlx2 — ylyz) + (x1y2 + x2y1)i

E = (X1X2 - y1y2) - (Xin + Xzyl)i = (X1X2 - X1y2i) + (_X2y1i + y1y2i2) =

= X1(X2 - y2i) - yii(xz - yzi) = (X1 - yii)(xz - yzi) = z ’ Z
Uso do conjugado na divisao

Vimos no item 7 como pode ser calculado o quociente de dois nimeros com-
plexos. Agora temos um processo mais pratico baseado em que:

zZ = (a + bi)(a — bi) = a? — b?? = a2 + b?
Dados z, =a + bi # 0 e z, = ¢ + di, temos:

i:c+di:(c+di)(a—bi):ca+db da—cbi
z, a+bi (a4 bi)a — bi a2 + b? a2 + b2

. p z . . .

isto &, para calcular 2—2 basta multiplicar numerador e denominador pelo conjugado
1

do denominador.

Exemplo:

3+2i (3+2)1—i) (B+2)+(2-23)
1+i @+ —i 1+1

5 1,
2 2

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



NUMEROS COMPLEXOS

Coloque na forma algébrica os seguintes ndmeros:

2 3 1+ 2i i°
2T ®) 25 Ry

Solugao

Para reduzirmos um quociente Z—l a forma a + bi basta multiplicar e dividir
2

por z,:
2 _2(-i) _ -2 _

AT =T - 2

3 __B2-) _6-3i _6_3,
2+i @+)2-) 4-2 5 5

1+2i  A+2)3+i) 1+7 1 T

) —_— e — _

3—-i  @-i)3+i) 9-i2 10 10
i .- (4 + 3i) 4i — 3 3 4

O 23 " @—sa+3) 16-97 25 25!

Coloque na forma a + bi 0s seguintes ndmeros complexos:

1 1+ B — 2+ 7 —
e R & e sy
1 it 4 2 -3 1+ |
T ® T KT
3+ 4i 1-3i
2—i Uy
430
Qual o conjugado de 12 —3il ?
Solucao
_ 143 _(@+3)2+0) _ —1+7 -1 7.
2 — i 2 —i)2 +i) 5 5 5
7= -1 7 i
5 5
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1+
Determine o conjugado de

. . . 1+
Calcule o conjugado do inverso do nimero complexo z = 1 .

Sejam u e v dois nlimeros complexos tais que U> —v2 =6eUu +v =1 —i
(U e v conjugados de u e v). Calcule u — v.

Sejam os ndmeros complexos u =1 ev =1 — i. Calcule u®? - v=52,

. o . o p 1+iY
Variando o inteiro n, quais os possiveis valores que o nidmero complexo <1 -
) — i
pode assumir?

. - . - + .
Dé as condicoes necessarias e suficientes para que a_(tjn (com ¢ + di # 0)

c—di

seja um:
a) imaginario puro;
b) real.
Solucao
a + bi (@ + bi)(c —di) (ac + bd) + (bc — ad)i
TCc+d (c+dc—d) 2+ d

a) Re(z) =0 & ac +bd =0
b) Im(z) =0 < bc —ad =0

. 1 V3 .
Seu=x+iyev = ol IT' calcule o valor da parte real do nimero
complexo v - U.

Sejaz=x+1iy, x> +y2 # 0 (i = —1, x e y reais). Qual é a condicao para que

1 .
zZ+ < seja real?

Se z, e z, sao nimeros complexos, z, +z, € z, - z, sao ambos reais, 0 que se
pode afirmar sobre z, e z,?

) . Xi - -
Determine x(x € R) de modo que o nimero z = i seja imaginario puro.

1+ 2x

1+ 2i
Determine a(a € R) de modo que o nimero z = S a seja real.

2+a
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Determine o nimero complexo cujo produto por 5 + 8i é real e cujo quociente
por 1 + i é imaginario puro.

Determine o ndmero complexo z tal que z + z-1_5 + >
P e T T2
Determine z € C tal que z = —2zi.
Solucao
Fazendoz = x +vyi e Z = x —yi, temos:
X—Yyi=—-2(Xx +yi)i = x —yi =2y — 2xi
X=2
entéo[ y:>x=0ey=0
y = 2X
portanto z = 0.
. . . 1 V3
Sejam dados os ndmeros complexos z = x + iy e u = Chl IT' Sendo
Z o conjugado de z, calcule as partes real e imaginaria do nimero complexo
z, =Uu-Zz

Demonstre que 2" = (Z)" para todo n natural.

Prove que se a equacao x> + (a + bi)x + (¢ + di) = 0, em que a, b, ¢, d € R,
admite uma raiz real, entao abd = d? + b?c.

Determine os nimeros complexos z taisque z -Z + (z — z) = 13 + 6i.
Determine z € C tal que 22 = Z.
Determine z € C tal que z2 =i.

Determine z € C tal que z2 = 1 + V3.

1+x+iy .
Sendo x? + y?2 = 1, prove que ——— = X + iy.
X y prove qu T+ x—ly X + iy
Prove que
1+senx+i-cosx_(t)(Jrsecx)i
1 —senx —i-cosx g

para todo x real, x # % + k1.
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Norma e moédulo

Chama-se norma de um numero complexo z = x + yi ao nimero real nao
negativo

N(z) = x> + y?

Chama-se médulo ou valor absoluto de um ndmero complexo z = x + yi ao
ndmero real ndo negativo

|z| = VN@z) = V* + y2

Algumas vezes, em lugar de |z| usamos os simbolos p ou r para representar
0 modulo.

Exemplos:

19)z=\/§+|:>N(z) (\/_)+12=4 ez|=2
2%)z = —2i Nz) =02+ (-22=4 e |z|]=2
3%)z=-5 N@z) = (-52+02=25 e |z|]=5
49z=-1-i = Ng) = (-1 + (-12=2 e |z| =2

Propriedades do moédulo

Teorema

Se z = x + yi € um nimero complexo qualquer, entao:
(1) |z|=0

(2) |z]| =0 z=0

3) Iz =z

(4) Re(z) < |Re(z)| < |z|

(5) Im(z) < |Im(z)| < |z|
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Demonstracao:
x2=0

(1) , =>x2+y?=20=Vx2+y? =0 = |z|=0
y2=0

2 |z|=0 e x+y¥?=0ox2=y=0<2=0

(3) |z| =\ +y* =\ + (~y? = |2

x=0 = x = |X]

(4) ] = x<|x| (I

x<0 = x<|x]
Por outro lado:
<x+y = <V+y = |x|<|z| (I)

Comparando (1) e (Il), vem:

= [x] =z

X
(5) analoga a (4).

Observemos que, se z € um nudmero real, entao o médulo de z, segundo a defi-
nicao dada no item 17, coincide com o moédulo de z como elemento de R, pois:

ZER=z=x+0i = |z| =V + 02 =Vx = x|
Assim, por exemplo, temos:

z=2=|z]=2; z=-3=1z]=3; z=0= |z|=0

Moédulo do produto, do quociente e da soma

Teorema

Se z, e z, sao dois nimeros complexos quaisquer, entao:

(1) |21'Z2| = |21| ) |22|
z, _ |z

(2 =17 (z,#0
2 T 7O

@) [z + [ <[z]+ 2]
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Demonstracao

Conforme itens 16 e 15, parte Il, zz = |z|? e Z, -z, = Z, - Z,, respectivamente.

Utilizando as propriedades comutativa e associativa da multiplicacao, vem:

) |z, [P = (2122)(E) = (2122)(21 ’ z2) = (2121)(2202) =

=z, 5P =z 2| = |z - |7,

(2) Notemos inicialmente que:

11 ) X — i ] ox =y | N+

z,| |x+yi| |x+ydx—y)| [x+y2 ] x+y
1 _1
ety |z,

Temos, entao:

z, 1 |z,

1| = = — | = |z —_—

o RCEEn BT o R o B oy

(3) No problema resolvido 62 serd dada uma sugestao para provar esta
propriedade.

Aplicac¢ao

Vamos verificar o ultimo teorema paraz, =3 + 4iez, = 12 — 5i.

Temos:
|2,| =V T & =25 =5
|22| =+122 + (—5)2 =V169 = 13

2, -z, = (3 + 4i)(12 — 5i) = 56 + 33i

|z, -z, =V562 + 332 =V3136 + 1089 =V4225 =65 =513 = |z,| - |z,]
z, _3+4i _ (3+4)12+5) _ 16 +63i _ 16 + 63i

z, 12-5 (12-5)12+5) 144+25 169
i:/162+632:/4225:65 A
z, 1692 1692 169 13 |z

2, +2,=(3 + 4i) + (12 — 5i) = 15 — i

|2, + 2, = V152 + (17 =226 < |z,| +|2,| = 18
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Argumento

Chama-se argumento de um nimero complexo z = x + yi, nao nulo, ao angulo

6 tal que

X
cosf=—-¢e sen6=l,quequep=|z|.
p p

Notemos que:
1°) a condicao z # O garante p # O

2°) existe ao menos um angulo 6 satisfazendo a definicao, pois:

1)2_ X2+y2 _ X2+y2

X 2
cos26+sen2e=<—> +( =
P P p? X2 +y?

3°) fixado o complexo z # 0, estao fixados cos 6 e sen 6, mas o angulo 6 pode
assumir infinitos valores, congruentes dois a dois (congruéncia moédulo 21). Assim,

o complexo z # 0 tem argumento
0 =0,+ 2km k€7,

em que 0, chamado argumento principal de z, € tal que cos 6, = % sen 6, = % e

0 = 0, < 2m. Frequentemente trabalhamos com 6, chamando-o simplesmente argu-

mento de z.
Exemplos:
x 3
cose=—=7
192=V3 +i = P . :>6=%+2k1-r
senf=L== —
p 2 0,
cose=%=0
29 z= -2 = :6=3?1T+2k17
sen9=l=—1 N
P )
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cose=%=—1
3% z=-5 = = 0=m+ 2km
seng=<=0 T
p 0
cosG=L=—72 5
49)z=-1-i = P = 0= 1 2kn
y 2
senf = —= —— —
P 2 ]

Plano de Argand-Gauss

As nogodes de modulo e argumento tornam-se mais concretas quando represen-
tamos os nimeros complexos z = x + yi = (X, y) pelos pontos do plano cartesiano xQOy
com a convencgao de marcarmos sobre os eixos Ox e Oy, respectivamente, a parte real e
a parte imaginaria de z.

Assim, a cada nuimero complexo z = (x, y) corresponde um unico ponto P do
plano xOy.

Nomenclatura: vt

xOy = plano de Argand-Gauss e R

Ox = eixo real i

Oy = eixo imaginario ,

P = afixo de z %o -
o X X

Notemos que a distancia entre P e O € o médulo de z:

OP =V Ty = p

A — . B X
e o angulo formado por OP com o eixo real é 0, tal que cos 6, = F esen o, = l;

portanto 0, € o argumento principal de z.
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Dado um ndmero complexo z = x + yi, nao nulo, temos:

Z=X+yi= ~(i+i~l)
P p p

e portanto:

Z=p-(cosO +i-senb)

chamada forma trigonométrica ou polar de z.

Exemplos:
p=2
19)z=\/§+i:> o :>z:2-<cos£+i‘sen£)
h=— 6 6
6
p=2
29)z7=-2i = =>z:2-<cos—”+i-sen3—“>
923_77 2
2
p=>5
3% z=-5 = = z=5-(cosm +i-senmm)
0=
p=12
4 z=-1—-i= :>z:\/§'<cos5—ﬂ+i'sen5—w>
9:5_77 4 4
4

A forma trigonométrica é mais pratica que a forma algébrica para as operacoes

de potenciacao e radiciacdo em C, conforme veremos a seguir.
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Determine o moédulo e o argumento principal, coloque na forma trigonométrica

e dé a representacao grafica dos nimeros:

a) 4 c) 3i e) -5 g) —5 —bi
b) 1+ iV3 d V2 +i-v2 f) —2i h) 2 — 2i
Solucao
a) x=4 .
= p=|4+0i|=V42+ 02 =4
yA
cosﬁ=1=%=1
2 — 6 =0 (ou0°) -
_y_O0_ — -
sene—p—4—0 i >
forma trigonométrica: 4 = 4 - (cos O + i - sen 0)
b) x=1
e = p=|1+3|=V12+ (V3] =2
y=V3
yA
cosezizé p:2-;__l1+i\/§
: = 0=2(ou 60°) 1/ .-60°
sene:lzﬁ 3 i >
p 2 1 X

forma trigonométrica: 1 + iV3 = 2(cos % +i-sen

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar

5



NUMEROS COMPLEXOS

c) x=0
P X=0 L o +3i|=Vor+ 3 =3
y=3
yA
cosezizgzo 3
P = =27 (ou 90°)
senezlzizl p=31]
P 3 90°
' X
forma trigonométrica:

3i=3-(cos£+i-sen£>
2 2

d) x =2
. ]ip:|—@+w§|= V2P T WP = 2
y:
cosezlz—ﬁ 3 1z
P 2 |5 g==T (ou135°)
senezlzﬁ 4
P2 V247 ac--]
PN 135
forma trigonométrica: —t 2 — o
o=
—\/§+i-\/§=2(cosg—ﬂ+i~sen3—ﬂ)
4 4
e)X:_S]=>p:|_5|:V(—5)2+02=5
yA
cose=i=%5=—1
P = 0= (ou 180°)
_y_0_
sen§=1=579 180°
: " -5 ,_s X
forma trigonométrica:

—5=5-(cosm +i-senm)
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=0
" X__ ]=>p=|—2i|=\/oz+(—2)2=2

y=-2
cose=i=%=0 3 yA
P = 6= (ou270°) '
senf=YL="2__1 270
p 2 — >
=2 X
forma trigonométrica: .
—2i
—2i=2(0053—w+i-sen3—ﬂ>
2 2 T
g)X__]=>p—|—5—5||— (=5)2 + (—=5)2 = 5V2
y=—
\
p 52 2 | 225° ]
seng-Y_ =5 _ 2 s -
P 52 2 ;
= 0=2" (ou225°) i
4 ;
=5 =05l ¢h=c=cozg=d
. e p=5\/7
forma trigonométrica:
—5—5i=5\/§<0035—w+i-sen5—ﬂ>
4 4
hy x=2
5 = p=]2-2i|=V22+ (—22 =22
y=-— y4
p 2V2 2 | 315
y _2 \/5 t t t t i=2:\/5 ;
senph=-—=——== —+— Pi
p 2V2 2 T :
S S > 2 — 2i
:>e=T“T(ou315°)

forma trigonométrica: 2 — 2i = 2V2 (cos % +i-sen %)
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Calcule o médulo dos seguintes nimeros:
a) 3—4i c) 12 + 5i e) tg 0 +i
b) V2 + V2 d) cos 0 +i-send f) 24 + 7i

bi
bi’

p a+ .
Calcule o médulo de 5 com a e b reais.

Calcule o0 médulo do nimero complexo
1 ™

-_— + = .

1+i'th(X¢kﬂ- 2,klntelro)

Calcule na forma trigonométrica os ndmeros:

a) 3+3i d) 11 g) —V3 +i
b) 5—i-5V3 e) 2i h) (1 + i)
c) —8 — 8i f) @ ) 2i(1— i)

Coloque na forma algébrica os seguintes nimeros:

a) 3-(cosm +i-senm) C)4-<cosﬂTw+i-senllTﬂ>
b)2-<cos£+i-sen1) d)5-<cosg—ﬂ+i-sen3—ﬂ>
4 4 2 2

Solucao

a) 3(cosm+i-senm)=3(-1+i-0)=-3

b) 2<cos£+ i- sen£)=2(£+ i£>=\/§+ 2
4 4 2 2

Calcule o0 médulo dos numeros:
a) (1 —1i)2 — 2i) b) (1 ++V3-i)° c)

Solucao

Vamos aplicar as propriedades do modulo:

1z, | = |z,| " |z,|, 22| =1z

1
%
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ayz+1-i= |21|:‘/§
2,=2+2 = |22|=\/§=2\/§
|2,2,| = |2,] - |2,| = (N2)(2V2) = 4
by z=1+ i3 = |z|=V4=2
|z8| = |z|° = 26 = 64
) z,=3+3i = |z|=Vo+9=3V2
z,=1+2i = |z,| =75
_lzl _3V2 _ 310
EA N 5

2
4
ZZ

Calcule o médulo dos nimeros:

a) (1+0)3 d) (1 + )2 + 2i)(4 + 4i)
, 1+
b) (L i)* &) 5%
L 5i
¢) (5+ 12i) - N 37 a

Escreva na forma trigonométrica os ndmeros:

> 1+
a) (%'FI%) b) i c) 5(cos 30° —i-sen 30°
Solucao
2
a) (—+| —3) —i+2<£><ﬁ>|+—|2——i+| E
2 2 4 2 2 2
1 3
Py 3" g
_1 ‘
cose——2 =—£
1 2 2m
=>0=?+2k’ﬂ
V3
1 2

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



NUMEROS COMPLEXOS

Usando s6 o argumento principal, temos:

z=1~<cosz—ﬂ+i-sen2—w>
3 3

il == 1 (L + i) i+ i2 =il .
) i i 2 -1
p=VI+I=12
cos():i:ﬁ
V22 1 g=I" okn
Senez__lz_ﬂ 4
V2 2

entéoz=@-<cos%+i-sen%>

c) 5-(00530°—i-sen30°)=5~(£—i-i)=5<£+i(—i))=

=5 - (cos 330° + i - sen 330°)

1 . .
— — na forma a + bi e na forma trigono-

P 1
Escreva o nimero complexo 1
métrica.

Escreva na forma trigonométrica o inverso multiplicativo de 1 + iV3.

Escreva na forma trigonométrica os ndmeros:

5 + 5i 1 . (1+iW3)p
b) =+ (2 — —_—
T )T e ©) is
Se z e w sao dois nimeros complexos quaisquer tais que |z| = |[w| =1 e

. Z+wW | . .. . L
1 + zw # O, determine se 1+ € real, imaginario ou imaginario puro.
W

Dados 0s niimeros complexos

z, =p(cosd +i-send)e

z,=p(sen ¢ +i-cos ),

determine se z, — iz, é real, imaginario ou imaginario puro.

Determine dois ndimeros complexos z, e z, tais que |zl| =1, |22| =1le
z, +z,=1.
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Como é representado, na forma trigonométrica, o nimero complexo:
i\2
L - 1+ |.) »
1—1

Represente no plano de Argand-Gauss o0s seguintes complexos:
a) 3 + 5i b) —3 + 2i c) —2 — 3i d) 1-—4i
e indique graficamente o moédulo p e o argumento principal 6, de cada um deles.
Dados 0s nimeros complexos

Z,=p, (Cos 0, +i-sen 61)

z,=p, (cos®,+i-senb,)
determine |z, + z,| e mostre que |z, + z,| <|z,| + |z,].

Solucao

z, +z,=(p,cos 0, +p,-cosb)+i-(p sen6, +p,send,)

|z, + z,| =~[(p, cos 0, + p, - cos 6,2 + (p, sen 6, + p, sen 6,) =

= [p? (cos? 0, + sen?@,) + p? (cos? 6, + sen6,) + 2p,p,(cos 6, cos b, + sen b, sen 6,) =
- \/ Py + p; + 2p,p, - cOS (6, — 6,)
Como cos (6, — 6,) € no maximo 1, temos:

|2, +z,| <2+ 0 + 20,0, = (0, T, =0, +p,=]2,| +]2,]

Interprete graficamente a soma de dois nimeros complexos.

Solucao
Sejam:
) VA

z, =a + bi
z,=c +di

. . . - (Y. | S 2P
dois complexos cujos afixos sao P, e P,, 0
respectivamente. 7
O complexo bloa-tk” S
z=27 +2z,=(a+c)+ (b+di llb==s/£L "':IPZ :
tem afixo P tal que: VS !
OP = OP, + OP, (AN .
em que OP, OP,, OP, sdo vetores. ° a ¢ atc X
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Notemos que o vetor oP pode ser obtido pela regra do paralelogramo e
seu modulo é:

p=+/p2 +p+2p,p,cos (0, -6,

Represente geometricamente no plano de Argand-Gauss 0s seguintes subcon-
juntos de C:

A={zeC||z| =2}
B={zeC||z| <3}

D={zeC||z—-i] =1}
Solugao yA
Facamos z = x +yicom x, y € R.
Entao:
A={xy €RrR|x+y =4] 2
portanto A é uma circunferéncia de (0, 0) -
centro na origem (0O, 0) e raio 2.
B={x,y) €ER?[** +y> <9} iy
portanto B € um circulo de centro na
origem e raio 3.
3

D ={xy) R X +(y— 17 =1} v
portanto D é uma circunferéncia de
centro (0, 1) e raio 1. ™\ ©, 1)

x
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Se b = 2(cos 30° +i - sen 30° e z = p(cos O + i - sen 0), os afixos correspon-
dentesab,b +2z,b +z + iz, b + iz sdo os vértices de que poligono?

Qual é a representacao grafica dos numeros complexos z = x + yi tais que
L7
z

Se 0 quociente de dois nimeros complexos, nao nulos, for um ndmero real,
qual é o tipo de reta que os representa no plano complexo?

Represente geometricamente no plano de Argand-Gauss os seguintes subcon-
juntos de C:

a) A={z€ C|Re(z) =0}

b) B={z€ C|Im(z) =0}

c) D={z€ C|Re() =1elmz) =2}
d E={zeC||z| =1}

e) F={zeC||z| <2}

)
)

Represente geometricamente o conjunto dos nimeros complexos z tais que
lz -1 +i)]=1.

Sejat = 2 + 3i um ndmero complexo.

SeA={zeC||lz-t|=<1}e

B={zeClz=a+bhieb=3}

represente, no plano de Argand-Gauss, A N B.

Fixado 8, qual é a representagao grafica dos complexos z =p - (cos 0 + i - sen 6)
quando p percorre R?

a) Calcule a parte real u e o coeficiente v da parte imaginaria do nimero com-

1 .
plex0W:1—?,emquez=x+|y.

b) Se P é o afixo de z e Q € o afixo de w, qual o conjunto dos pontos Q quando
P descreve aretay = x?

Determine o nimero complexo z de menor argumento tal que |z — 25i| < 15.
Faca um grafico no plano de Argand-Gauss.

Sez=p-(cos O +i-senh), prove ue#éreale uep_—i'zéimagi
P - prove d 72 + p? q pti-z

nario puro.
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Calcule o valor da expressao
(@a+hbip 1 A4

c+di a-+ci 13i
sabendo que:

a) o modulo de a + bi € 5, um de seus argumentos esta compreendido entre
K

Oe—eb—-—a=1e
2

b) oquadradodec +dié -5 —12iec <O.

Moédulo e argumento de produto

Teorema

O médulo do produto de dois nimeros complexos € igual ao produto dos modu-
los dos fatores e seu argumento é congruente a soma dos argumentos dos fatores.

Demonstracao:
Suponhamos dados os nimeros:
z,=p, (cos®, +i-send,)
z,=p, (cos 0, +i-send,)
e calculemos 0 moédulo e o argumento de:
z=2,2,=p-(cos0 +i-senb)
Temos:
z=2,-2,=p, p, (cosB, +i-senb )(cos6,+i- send,) =
=p, - p, [(cos®, - cos 0, —send, -send,)+i-(senb, - cos b, + senb, - cos b,)|
Portanto:
p-(cos®+i-sen®) =(p,-p,)[cos (6, +6,)+i-sen (6, +6,)]
Entao:

P =P P,
6 =(0,+6,)+2km ke Z
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=>zlzz=2-3-[cos<%+%>+i-sen(%+%ﬂ:

=6‘<cos£+i~sen£)
2 2

De fato, temos:

SRERE RE

=(ﬂ—£)+i<%+%)=6i=6(cos%+i-sen%)

(«/§+i)(%+i~¥)=

2 2

21=4~(005%T+i-sen%rr

29) = 2z,z,=24: (cos 2m +i-sen —)
_ 11w | . 11w 3

Z =6:-({cos— +i-sen——

2 6 6

De fato, temos:

z,z,= [4(—§ +i %)}[6(% — i %)] = (—2V3 + 2i)(3V3 - 3i) =

=(-18 +6) +i(6V3 +6vV3) = —12 +i-12V3 =

= 24(—i + |E) = 24(005 — +i-sen 2—“)
2 2 3
Observemos que 2w _ 5w 1w _ 2.
3 6 6
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A férmula que acaba de ser reduzida estende-se ao produto de n fatores
(n > 2), aplicado a propriedade associativa da multiplicacao:

2=22,"2,* ...z =p-(cos 0+ i-senob)
Entao:
z=(p,p,ps - p,)[cos (0, +0,+ ... +0)+i-sen(0, +6,+..+86)]
Portanto:
p-(cos B +i-senb)=(pp,..p,) [cos (0, +0,+..+6)+
+i-sen (0, +0,+...+6)
Finalmente:

P = PiPoPy e P,
0=(0,+0,+0,+...+0)+2km keZ

isto €, 0o mdédulo do produto de n nimeros complexos € igual ao produto dos mdédulos
dos fatores e seu argumento € congruente a soma dos argumentos dos fatores.

A forma algébrica facilita as operagdes de adigao, subtracao, multiplicacao e
divisao de ndmeros complexos, porém nao € muito pratica no calculo de poténcias.
Se necessitarmos calcular (x + yi)", com n € Z, teremos de usar a formula do biné-
mio de Newton, que € bastante trabalhosa.

Veremos como simplificar a operacao de potenciacao com complexos no proé-
ximo item.

Primeira formula de Moivre

Teorema

Dado o nimero complexo z = p - (cos 6 + i - sen 0), ndo nulo, e 0 nimero inteiro
n, temos:

Z" = p"-(cos nO + i - sen nob)

Demonstracao:
12 parte

Provemos que a propriedade € valida para n € N, usando o principio da inducao
finita.
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a) Sen =0, entao [ZO -
p°-(cos O +i-sen0)=1

b) Admitamos a validade da férmula paran = k — 1:

z¢~1t=pk"1.[cos (k — 1)0 +i-sen(k — 1)8]
e provemos a validade para n = k:

Zk=zk"1.z=pk"1-[cos(k —1)0+i-sen(k—1)0]-p-(cosB +i-senb) =
=(p*"*-p)-[cos((k —1)0+06)+i-sen(k—21)0+ 0)] =pk(cos kb +i-sen k)

2% parte

Vamos estender a propriedade paran € Z .

Sen < 0,entaon = —mcomm € N; portanto a m se aplica a formula:
. - 1 1
H=7z"M"M=—= - =
zm" p™ - (cos mO + i - sen mo)
_ 1 cos mo — i - sen mo .
p™  (cos mO + i - sen mB) (cos mO — i - sen mo)
1 cosmB —i-senmb
Rl =p™-[cos (—m6) +i-sen (—mb)] =
p™  cos?mb + sen?mo P [ ( ) ( )

=p" - (cos nb + i+ sen nb)
Exemplos:
1°) Calcular z; sendo z, = 2 - (cos T 4 sen 1).
4 4

zi=23-(cos3—7r+i-sen3—w>
4 4

29) Calcular 28 sendo z, = 2 + i - 2V3.

Temos:

|z,| =V22 + (2V3f =V4+ 12 =16 = 4

zl=2+i-2\/§=4<%+i-g>=4-(cos%+i-seng)
3 3 2 2

=512 —i-512V3
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Dado o nimero complexo z = 1 + i, determine o moédulo e o argumento do

complexo z4.
Calcule:
100
a) (—1 +i E) b) (3 — 3i)12 c) (—V3 —i)*
2 2
Solucao
1 . V3
= —— + 0=
a) z > i >
2 2
p= |z|=/<—i> +<E> =1, cose=—£, sen6=ﬁ
2 2 2 2
. o 27 . 2w
forma trigonométrica: z = 1 - | cos = +i-sen 3
200 200w 2w 2m
100:1100 + - _ =1 —_ 4 — | =
z (cos 3 i - sen—2 ) (cos 3 Tisen= )
I ]
2 2
b) z=23 — 3i
p=|z| =V32+ (-3) =3\/§,cose=3%=%,
-3 V2

senh = ——==
3V2 2

forma trigonométrica: z = 3V2 (cos %T +i-sen %)

712 = (3v2) " [cos (—21m) + i - sen (—21m)] =

1

— 2-12 9-6 — P - __ -
=3122C=(cosm™+i-senmm) 32 . o0
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c) z=—-V3 —i
p=lz|=V(=V3f + (-2 =2, cose=—%, senﬂz—%

forma trigonométrica: z = 2 (cos %T +i-sen %)

2202220(008&4-%5&1&) :220(0054_ﬂ+i.5en4_w>:
6 6 3 3

:220(_%_i.§):2w(_1_i.@

Calcule:
N 1 iV 1 i \1°
? (7‘5) o (H-%) (Hs)
b) (—1 + i) i
€) 1 . 3Y
c) (V2 + 2 (‘5 -t 7)

Utilizando as formulas de Newton e Moivre, expresse sen 20 e cos 20 em
funcao de sen 6 e cos 6.

Solucao

Da primeira féormula de Moivre:

Z"=[p-(cos O +i-senB)]" =p"-(cosnb +i-sen nb) decorre que:
(cosB +i-sen6)"=(cosnb +i-sennb),ne”Z

Fazendo n = 2, temos:

(cos O +i-senB)? =cos 20 +i-sen 20

entao, desenvolvendo o primeiro membro pela formula de Newton, temos:
cos? 60 + 2i-cos 6 -sen 6 +i%?sen?6 =cos 20 +i-sen 20

(cos?2 6 —sen?0) +i-(2sen0bcosH) =cos 20 +i-sen 20
portanto concluimos que:

cos 26 = cos? 6 —sen? 6 e sen 260 = 2 sen 6 cos 6

para todo 6 real.
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Utilizando as formulas de Newton e Moivre, expresse sen 30 e cos 36 em
funcao de sen 6 e cos 6.

Determine o menor ndmero n natural para o qual (i — V3)" & imaginario puro.

Solucao
z=1i- @apresenta modulo 2 e argumento principal %ﬂ entao:

5nm . 5nm
z" =2”~(cos—+ i -sen——
6 6
Para que z" seja imaginario puro € necessario que seu argumento seja

da forma % + ki, k € Z, pois cos 5ann = 0. Assim, temos:

EEE::E“+kﬂ :>§E_:_£_Fk:: k:.éﬂ:ii
6 2 6 2 6
Como k é inteiro, 5n — 3 deve ser mdltiplo de 6 e o minimo n, natural,

para isso ocorrer é n = 3 (pois 5(3) — 3 = 12).

Verificando:
. 157 . 15 57 . S5
—V3) =2%(cos = +i-sen=——)=8[cos = +i-sen—|=
i =3) 6 6 2 2
=8 (0 +i) =8i
Determine o menor valor de n, n € N, para o qual (N3 +i)e:
a) real e positivo; b) real e negativo; ¢) imaginario puro.
a) Determine o nimero complexo ztal queiz + 2z +1 —i=0,emqueié

a unidade imaginaria e Z o conjugado de z.
b) Qual o médulo e o argumento desse complexo?
c) Determine a poténcia de expoente 1004 desse complexo.

Raiz enésima

- - - - n
Dado um numero complexo z, chama-se raiz enésima de z, e denota-se \z,a
um ndmero complexo z, tal que zE =z

Nz =2 &2 =12
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Assim, por exemplo, temos:

1 & um valor de V1 pois 13 = 1
. \/§ 3 1 \/53
—_ 4 — A i _— [T — =
19) i eumvalorde\/Tpms( 5>t 2) 1
N o (1 . v3Y
51 eumvalorde\/Tpms(—E—l-? =1
( 2
E+i-£ éumvalordeﬁpois<ﬁ+i~ﬂ)=
oo | 2 2 2 2
V2 V2 _ (N2 . N2)
i é um valor de Vi pois — i =1

A duvida que imediatamente surge é: "quantas sao as raizes enésimas de z e
como determina-las?". A resposta a esta pergunta vem a seguir.

Segunda formula de Moivre
Teorema

Dado o nimero complexo z = p - (cos 8 + i - sen 0) e 0 nimero natural n(n = 2),
entdo existem n raizes enésimas de z que sao da forma:

ZKZW'[COS(%'FK'%)-Fi'Sen<%+k'2—w>:|

n

emqueWE R, e ke Z.

Demonstracao:

Determinemos todos os complexos z, tais que Yz = z,.

Sez =r-(cos o + i-sen w), nossas incognitas s@o r e w. Apliguemos a
definicdo de Vz:

Vz = z, & 17,=12

Entao:

- (cosnw +i-sennw)=p-(cosb +i-seno)
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portanto é necessario:
Wr=p = 3=1p reRr,)

]:> nw =0+ 2kt = (x)=%+k-2TTr

(2) cos nw = cos 6
(3) sen nm = sen 6

Supondo O < 0 < 21, vamos determinar os valores de k para 0os quais resultam

valores de ® compreendidos entre O e 21:

k=0:>m=£
n
kel o g2 27
n n
k=25 0=212.28
n n

k=n-1-50=2tmn-1 2=
n n

Estes n valores de ® nao sao congruentes por estarem todos no intervalo

[0, 27[; portanto, dao origem a n valores distintos para z,.

Consideremos agora o valor de w obtido para k = n:

k=n:>u)=£+n-2—w=£+2‘rr
n n n

Este valor de o é dispensavel por ser congruente ao valor obtido com k = O.
Fato analogo ocorre parak=n+1,n+2,n+ 3,...ek= -1, -2, =3, ...
Entdo para obtermos os valores de z, € suficiente fazerk =0, 1, 2, ..., n — 1.
Conclusao: todo nimero complexo z nao nulo admite n raizes enésimas distin-

tas, as quais tém todas o0 mesmo maédulo ("\llzl) e argumentos principais formando

~ P L 0 _ 2w
uma progressao aritmética de primeiro termo F € razao T
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Aplicagoes

12) Calcular as raizes quadradas de —1.
Temosz=—-1,entdop=21e6=m.

De acordo com a férmula deduzida, temos:

zkzﬁ-[cos<%+kfn-)+i'sen<%+kfrr)},kE{O, 1}

LU L ,
k=0 =>zo=1-[cos§+|-sen§]=|

k=1 = zl=1-[cos<%+w>+i-sen<%+fn)}=—i

22) Calcular as raizes cubicas de 8.
Temosz=8,p=8e6=0.

Pela férmula deduzida, vem:

z=?§/§-cosk 2—+|senk 2)I«—O:L2
K 3 3
k=0 =2 =2-(cosO+i-sen0)=2

27
k=1 =>22=2-<cos?+|-sen

=-1+ 3
3) V3
k=2:>§/§=2~<cos4?ﬂ+i- n%)z—l—l V3
32) Calcular as raizes quartas de —8 + i - 8V3.

21

Temosz = —8 + i - 8V3, entdop=16e 6 = — 3

Aplicando a férmula, vem:

21 21

4 3 2m 3 2m
=16 - + + + =
z, 16 - |[cos 7 K- vy i~ sen 2 k- e

Tr i . g ™ _
—2-[cos(€+k-5>+| sen<6+k 2)],k—0,1,2,3.

k:O=>zo=2-<cos%+i‘ en—) V3 +i
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k=1 :zi=2-<cos2?ﬂ+i-sen%n>=—1+i-\/§

k=2 =1z =2-<cos7—ﬂ+i-sen7—ﬂ>=—\/§—i
2 6 6
k=3:23=2-<0032—w+i-sen5§>=1—i-\/§

Interpretacao geomeétrica

. n - . . =z
Vimos que \z pode assumir n valores distintos porém todos com o0 mesmo
modulo. Assim, os afixos das n raizes enésimas de z sao pontos da mesma circunfe-
réncia, com centro na origem do plano de Argand-Gauss e raio \/|z|.

. P . . . n ~
Vimos também que os argumentos principais de Yz formam uma progresso
. 0 . 2w . . p )
aritmética que comecga com - e tem razao - Assim, os afixos das n raizes ené-

simas de z dividem a circunferéncia de centro (0, O) e raio r = 4/|z| em n partes
congruentes, isto é:

se n = 2 sao pontos diametralmente opostos

ou

se n = 3 sao vértices de um poligono regular inscrito na circunferéncia citada.
Reexaminando as aplicacdes vistas no item 31, temos:

1°) raizes quadradas de —1
[y . n
z =1 -[cos(EwL k*rr)-l— i -sen(5+ k'rr)]

Os afixos de ¥V —1 dividem a circunferéncia de centro (0, O) e raio 1 em duas
partes congruentes.

ﬂ
k ~3
x
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2°) raizes cubicas de 8

2 2
zk=2-{cosk-?ﬂ+i-senk-?ﬂ}

) 3 . . .
Os afixos de V8 dividem a circunferén-

cia de centro (0, O) e raio 2 em trés partes /.’/\T
2m P )

congruentes.

>y

39) raizes quartas de —8 + i - 8V3

™ m . " m
zk—2{cos(€+k§>+| sen(6+k2)]

4 y4
Os afixos de \ —8 + i - 8V3 sdo vérti-
ces do quadrado inscrito na circunferéncia de
centro (O, O) e raio 2, sendo (\/?3 1) um dos
vértices.

'

Calcule:
a) V—7 + 24 ¢) V=11 — 2i
b) V5 + 12i d) V28 — 96i

Sugestao: Use a definicao de Vz.
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Calcule:

a) V1 d) ¥—729 g) Vi1

b) VT 1 o |ZLtIV3 h) ——
2 —4j

c) V—16i fy V=64

Calcule, pela definicao de raiz enésima, Vv —16 + 30i.

Solugao

Por definicdo, temos: Vz =z, & z = Z..

Entéao:

V=16 + 30i =x +yi & —16 + 30i = (x + yi)2.

Esta ultima igualdade, se desenvolvermos (x + yi)? pela féormula do
binémio de Newton, fica:

—16 + 30i = x> + 2xyi + y?i?

—16 + 30i = (x* + y?) + 2xyi

X2 —y?=-16 (1)

portanto:
[2xy =30 2)

15
De (2) vemy = ' entao:

2
(1) X2 —(E) =16 = x* + 16x2 — 225 =0

X
1
x=3 portanto y=?5=5
donde vem y ou
15
x = —3 portanto vy :_—3 = -5

Resposta: V—16 + 30i é iguala 3 + 5i ou —3 — 5i.

Determine as raizes quadradas do nimero complexo z = 5 — 12i.

Fundamentos de Matematica Elementar | B



NUMEROS COMPLEXOS

Um quadrado, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um
de seus vértices o afixo de z, = 3i. Que nimeros complexos sao representados
pelos outros trés vértices?

Solugao 1

Os vértices do quadrado representam as raizes quartas de um certo
zeC.

Como uma das raizes € 3i, temos:

VZ =3i = z = (3i) = 81

Vamos obter as outras raizes: z = 81 = 81 - (cos O + i - sen 0).

Entao

z =3-[cosm+i-senm]=
k 4 4
=3<cosk?ﬂ+i-senk7ﬂ>comke{o, 1, 2, 3}
k=0=2,=3 K=2 =12z =-3
k=1 =z =3i K=3 = z, = —3i

portanto os nimeros procurados sao 3, —3 e —3i.

Solucao 2

A circunferéncia em questao tem centro na 3i

origem e passa por P(0, 3), portanto seu

raio é 3. Em consequéncia, ela intercepta

0s eixos nos pontos (3, 0), (0, 3), (—3,0) e -3 0 3 x
(0, —3), que sao os Vvértices do quadrado.

Conclusao: os numeros procurados sao —3i
(3,0)=3,(—3,0)=—-3¢e (0, —3) = —3i.

V2 V2
Sendo - +i- - uma das raizes quartas de um numero z, determine as

raizes quadradas de z.

Uma das raizes de ordem 6 de um nimero complexo é —2. Determine as ou-
tras raizes de ordem 6 desse numero.

Determine graficamente as raizes quartas de 256.

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



NUMEROS COMPLEXOS

Um hexagono regular, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem
como um de seus vértices o afixo de z = 2i. Que nimeros complexos sao re-
presentados pelos outros cinco vértices do hexagono?

3
Represente graficamente os nimeros i = \ —8i.
Represente graficamente as raizes de (z — 1 +i)* = 1.

Demonstre que a soma das raizes de indice 2n de um nimero complexo qual-
quer é zero.

Qual o nimero de pontos obtidos na representacao grafica, no plano de Argand-
Gauss, dos nimeros complexos z tais que z? = Zi?

Qual é o conjunto dos pontos z = x + iy do plano complexo que satisfazem:
z—1P2=2x e y=2?

Qual o nimero complexo z que verifica a equacao:

iz+2z2+1—-i=07?

Se z =r(cos 6 + i sen 6), qual € o nimero de solu¢des da equacao z2 + |z| = 0?
Seja z, um ndimero complexo, solugao da equagao

(z+1)®°+2°=0

k=0,1,2,3,4.

Qual das proposicoes abaixo € verdadeira?

a) Todososz, k =0, 1, ..., 4 estdo sobre uma circunferéncia.
b) Todos os z, estao sobre uma reta paralela ao eixo imaginario.

Chama-se equacao binomia toda equacao redutivel a forma
ax"+b=0
emquea,beC,a#0ene&N.

Para resolver uma equacao bindémia basta isolar x" e aplicar a definicao de
radiciacdo em C:

ax”+b=0<:>x”=—£<:>x=n/_£
a a
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Observemos que a equacao binbmia admite n raizes que sao os valores

de _R.

n
a
Exemplo:

Resolver 3x® + 192 = 0.

361192 =0 = = 22 . _"6a

3
Fazendo z = —64, vem p = |z| = 64 e 6 = T, entdo:
+ 2k 2k
z, = V62 ~[cos (%) +i-sen (% + Tw)} =

=2~[cos(—+k-1>+i-sen(%Jrk-%ﬂ,k:O, 1,..5

k=0 =2 =2-(cos=+i-sen—|=3 + |
0 6 6

T

k:1:>21=2-(cosa+| sen—)—2|
51

k=2=>z2=2-(cos—+| sen?)z—\/§+|

T
k=3:z3:2-(cos—+| sen—):—x@—|

6 6

m™ 3
k=4$Z4= ‘(COS7+I'S€I’]7)=—2I

™ ) 11
+i-sen

Portanto o conjunto solucao de 3x® + 192 =0 é
S={N3+1i,2i, V3 +i, —V3 —i, —2i, V3 — i}

representado pelos vértices do vi
hexagono regular da figura. 2i

—\/§+i/‘ TN\ V3 +i
Lol 5 X
3 -\ A

—2i
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Resolva a equacao bindmia x3 +i = 0.

Solucao
x3+i=0<:)x3=—i<:>x=3\l—1
—i=1(O+i(—1))=1~(0083—ﬂ+i~sen3—w>
2 2
2 =31 -|cos [T+ k-2 +i-sen(T+k-2T)| ke o, 1, 2}
k 2 3 2 3/ T
Entao
m ™
k=0=2z =1 <0035+| senE)—l
7m V3 1
= = . _+ _ — —
k=1=2z=1 (cos i 6) > 3
™ 11w V3 1
k=2 = 2z,=1"-(cos +i-sen )

Resolva as seguintes equacoes bindmias:

a) x*—i=0 c) x¥*—-1+i=0 e) x*+i=0
b) X*+8=0 d x*+1=0 f) x*-27=0
Chama-se equacao trindmia toda equacao redutivel a forma

ax> + bx"+c=0

emquea,b,ceC,a#0,b#0en&N.

Para resolver uma equacao trindmia faz-se x" =y, obtém-se y, e y, raizes da

equacao ay’ + by + ¢ = O e, finalmente, recai-se nas equacdes binémias x" =y, e
X" = y2, determinando-se as 2n raizes.
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Exemplo:
Resolver x® + 7x3 — 8 = 0.

Fazendo x3 =y, resulta y? + 7y — 8 = O; portanto:

—7+\V72—4-1-(-8) -7+9 y, =1
y= 2 "2
y,=—8

~ A 3
Vamos resolver a equacao binémia x* =y, = 1, da qual decorre x = V1.

Como z = 1 tem modulo 1 e argumento O, vem:
x=zk=1~<cos%+i-sen%), k=0,1,2

k:O=>zO=coso+i-senO=1

k=1= 7z =cosz—w+i-sen2—ﬂ=—£—i-£
1 3 3 2 2
k=2 =z —cos4—w+i‘sen4—ﬂ——£—i~£
2 3 3 2 2

~ PN . 3
Vamos resolver a equacao bindmia x* =y, = —8, da qual decorre x = ¥ —8.

Como z = —8 tem médulo 8 e argumento r, vem:
x=zk=2‘[003(%+%)+i-sen<%+%)],k=0,1,2
k=0 = zo=2-<cos%+i-sen%)=l+i\/§

k=1=2z =2-(coswm+i-senm)= -2

k=2 :>22=2-<0055?w+i-sen5?w>=1—i\/§

E o conjunto solucao da equacao trindbmia é:

= ——-‘,—'.—_—_'.— +'. — —
S [1, > i 5 5 i 2,1 |\/§, 2,1 |\/§]
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Resolva as seguintes equacoes trindbmias:

a) X2 —17x*+16 =0 d x*-=5x2+4=0

b) X 4+9x*+8=0 e) 27x8 +35x3+8 =0

c) X —2x2+2=0 f) ixx—2x+V3 =0
LEITURA

Numeros complexos:
de Cardano a Hamilton

Hygino H. Domingues

O primeiro matematico a operar com nldmeros complexos (ao invés de
rejeita-los simplesmente, como acontecia até entao) foi G. Cardano (1501-
1576). Resolvendo o problema de dividir o nimero 10 em duas partes cujo
produto é 40, provou (multiplicando) que os nimeros 5 + V—-15e 5 — V—15
(simbologia moderna), raizes de x? + 40 = 10x (idem), sao as "partes".

Mas, ao aplicar a formula hoje conhecida por seu nome (ver p. 99) a
equacao x> = 15x + 4 (simbologia moderna), obteve x = 3 2 +~N—-121 +
4F A 2 —\V—121 (idem) e nao soube como transformar esta expressio no
ndimero 4, que sabia ser uma das raizes procuradas. Quem tirou a matemati-
ca desse impasse foi o bolonhés R. Bombelli (c. 1530-1579), notavel dile-
tante da matematica. Fazendo N2 + V—121 =a+bV—1 e V2 — V—121 =
=a—bV—1 (notacao atual), obteve a = 2, b = 1 e dai x = 4. Mas Bombelli
foi além. Em sua Algebra (1572) aparece pela primeira vez uma teoria dos
nimeros complexos razoavelmente bem estruturada, inclusive com uma no-
tacado especifica: o nlimero 3i, por exemplo, era representado por R[0O m. 9]
(R de "raiz", m de "menos"), ou seja, RI0O m. 9] = VO — 9.



Contudo, os nimeros complexos seguiram mantendo uma certa aura
de mistério até a virada do século XVIII para o XIX. Foi quando Caspar Wessel
(1745-1818), K. F. Gauss (1777-1855) e
) Jean-Robert Argand (1768-1822) desco-
briram, independentemente, que esses
nimeros admitem uma representacao
geométrica. Mas enquanto Gauss imagi-
nava essa representacao por meio dos
pontos de um plano, Wessel e Argand
usavam segmentos de reta orientados ou
vetores para representa-los. Na verdade,
Wessel e Argand, dois amadores da ma-
tematica, escreveram trabalhos especifi-
cos a respeito (o primeiro a publicar foi Wessel em 1799) com enfoques
muito parecidos; Gauss, como em outras vezes, apenas deixou bem claro
conhecer as ideias subjacentes ao assunto, inclusive utilizando-as. Todos
contudo perceberam que, mais do que para representar pontos ou vetores,
0s numeros complexos podem ser utilizados para operar algebricamente
com eles. Ou seja, 0s nimeros complexos se constituem na algebra dos
vetores de um plano.

Modernamente um plano cartesiano usa- B

do para representar os nimeros complexos cos-

tuma ser chamado plano de Argand-Gauss. Em r bi
verdade essa representacao se aproxima mais
das contribuicoes de Argand ao assunto. Este
ultimo, trabalhando com a ideia de rotacao,
considerava um nudmero complexo a + bi como
soma vetorial OB de a e bi, conforme a figura, ou, na forma trigonométrica,
der(cos a + i- sen a).

Algebricamente, porém, havia um ponto importante a elucidar: como en-
tender uma soma a + bi, considerando que as parcelas a e bi sao entes de
espécie diferente? Quem tomou a si essa tarefa foi William Rowan Hamilton
(1805-1865).

Natural de Dublin, Irlanda, Hamilton ficou 6rfao de pai e mae ainda me-
nino. Mas, mesmo antes do desfecho desses acontecimentos, sua educa-
cao ja fora confiada a um tio que era linguista. Assim, sua rara precocidade
intelectual foi canalizada inicialmente para o aprendizado de linguas: aos
5 anos de idade era fluente em grego, latim e hebraico; aos 8 em francés e
italiano; aos 10 em arabe e sanscrito; e aos 14 em persa. Por essa época



aproximadamente comeca a se interessar por
matematica e fisica. E poe-se a ler grandes obras
como os Principia de Newton e a Mecanica celes-
te de Laplace. Aos 18 anos publica um trabalho
corrigindo um erro no trabalho deste ultimo. Em
1824 ingressa no Trinity College (Dublin), para cuja
cadeira de Astronomia seria designado professor
em 1827, ainda sem haver se graduado. Com isso
passaria a ser, inclusive, o astronomo real da Ir-
landa.

Foi num artigo de 1833, apresentado a Aca-
demia Irlandesa, que Hamilton introduziu a algebra
formal dos numeros complexos. Estes, segundo William Rowan Hamilton
sua ideia basica, passavam a ser encarados como (1805-1865).
pares ordenados (a, b) de nimeros reais, com 0s
quais se operava segundo as leis
(a,b) + (c,d)=(a +c, b+ d) (a, b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Nessa ordem, um par (a, O) equivale ao nimero real a; em particular
(=1,0) = —1. Assim, fazendo i = (0, —1),i?= (0, —1)- (0, —1) = (—1,0) = —1.
Finalmente obtinha-se uma explicacao I6gica para o simbolo V—1.

Mas o que Hamilton tinha em vista quando colheu esses resultados
era algo mais pretensioso: buscar uma estrutura algébrica que fosse para os
vetores do espaco tridimensional o mesmo que a dos nimeros complexos é
para os vetores de um plano. Assim como um nimero complexo tem a for-
ma (a, b) = a + bi, a expressao desses novos entes deveria ser (a, b, ¢) =
= a + bi + cj. Durante mais de 10 anos Hamilton procurou inutilmente
uma regra para definir a multiplicacao que gozasse das propriedades algé-
bricas esperadas, ou seja, as mesmas da multiplicacao de pares ordenados
(a adicao nao oferecia dificuldades). Um dia, em 1843, ocorreu-lhe que seria
preciso buscar quadruplos em vez de ternos e abandonar a comutatividade
da multiplicacao. Nasciam assim os quatérnions a + bi + cj + dk, em que
2=p=k’=—-1,ij=k=—ji,jk=i=—kjie ki=j=—ik.

Hamilton depositava grande confiangca na aplicabilidade dos quatér-
nions. Por essa razao investiu, dai em diante, grande parte de seu tempo para
desenvolver a algebra que criara. Se o resultados nao foram os desejados,
pelo menos rompera os grilhdes da comutatividade na algebra — sem duvida
um dos grandes avancos da matematica em todos os tempos.

HULTON-DEUTSCH COLLECTION/CORBIS/LATINSTOCK



Polinomios

I. Polinomios

35. Fungdo polinomial ou polinémio

Dada a sequéncia de nimeros complexos (a,, a,, a,, ..., @ ), consideremos a
fungéo: f: C — C dada por f(x) = a; + a,x + a,x* + ... + a x". A fungado f € denomi-
nada funcao polinomial ou polindmio associado a sequéncia dada.

Os numeros a, a,, a,, ..., 8, sao denominados coeficientes e as parcelas a,

a,x, a,x? ..., a x" sao chamadas termos do polinémio f.

Uma funcao polinomial de um Unico termo é denominada funcao monomial ou

monomio.

36. Exemplos:

As seguintes aplicagcoes sao polindémios:
fix) =1+ 2x+ 3x* - 5x% ondea, = 1,a, =2,a,=3ea,=—5
gx) =1+ 7x%ondea,=1,a, =a,=a,=0ea,=7

h(x) = 5x — 3x%,onde a, =a,=0,a, =5ea, = -3
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Valor numeérico — Raiz
Dados o nimero complexo a e o polindmio f(x) + a, + a,x + ax*> + ... + a x",
chama-se valor numérico de f em a a imagem de a pela fungao f, isto é:
fla) =a, +aa+a@ +..+aa"
Assim, por exemplo, se f(x) = 2 + x + x% + 3x8, temos:
f2)=2+2+22+3-28=32
1) =2+ (-1) + (12 +3- (-1 =-1
fA+ip=2+@++@A+iP+3Q+i2=
=2+1+i+1+2i-1+3+9 -9-3i=-3+09i
Muitas vezes, para simplificar a notacao, escrevemos apenas
f=a, +tax+ax +..+ax
para simbolizar um polindbmio f na variavel x. Neste caso, f € o mesmo que f(x).

Em particular, se a € um ndmero complexo e f € um polinémio tal que f(a) = O,
dizemos que a € uma raiz ou um zero de f. Por exemplo, os nimeros —2 e —1 sao
raizes de f(x) = 2x + 3x® + x3, pois:

f(—2) = 2(=2) + 3(—2)2 + (-2 =0
f(—1) = 2(—=1) + 3(—1)* + (-1 =0

Neste paragrafo vamos estabelecer o que sao dois polindbmios iguais e
como se pode constatar a igualdade de dois polindmios examinando apenas seus
coeficientes.

Polinomio nulo

Dizemos que um polindmio f é nulo (ou identicamente nulo) quando f assume
o valor numérico zero para todo x complexo. Em simbolos indicamos:

f=0 o fx) =0, YxeC
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Coeficientes do polinomio nulo
Teorema

Um polinbmio f € nulo se, e somente se, todos os coeficientes de f forem nu-
los. Em simbolos, sendo f(x) = a, + a,x + a,x*> + ... + a x", temos:

Demonstracgao:

(<) E imediato que a,=a, =a,..=a, = 0acarreta:
fix)y =04+0x+0x2+..+0x"=0,VxeC
(=) Se f € nulo, entao existem n + 1 nimeros complexos a, o, a,, ..., &,
distintos dois a dois, que sao raizes de f, isto é:

— 2
fla,) =a, + a0, +a,a; + ... +a«a
2
i + ...+ a,o
2+ .. taa

f(ai) =a, taa +aa

NS kP33 OS

fla,) = a, taa, +aa

_ 2 no_
f(an) =a,taoq taa +..+taa = 0

Assim, estamos diante de um sistema linear homogéneo do tipo (n + 1) X (n + 1)
cujas incoégnitas sao a, a,, a,, ..., a,. Como o determinante deste sistema é

2 n
1 a, ag o
2 n
1 o, o o
— 2 n
D=|1 a, o o
1 o o? ol
n n

nao nulo por tratar-se do determinante de uma matriz de Vandermonde cujos elemen-
tos caracteristicos sé@o «, a,, o, ..., o, todos distintos, o sistema tem uma Unica
solugao, que € a solucao trivial:

a,=a, =a,=..=a =0

Polinomios idénticos

Dizemos que dois polindmios f e g sao iguais (ou idénticos) quando assumem
valores numéricos iguais para todo x complexo. Em simbolos, indicamos:

f=g o f(x) =g(x), Y xeC
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Coeficientes de polinomios idénticos
Teorema

Dois polindmios f e g sao iguais se, e somente se, os coeficientes de fe g
forem ordenadamente iguais. Em simbolos, sendo

n
fix) =a, +ax +ax’+ ..+ ax" = 2 ax e
i=0

gX) = b, + bx + bx? + ... + bx" = Y bx
temos:

f=g o a=b,Vie{0,1,2,..n

Demonstracao:
Para todo x € C, temos:

a=boa-b=0c@-bx=0c > (@-b)x=0¢c
i=0

& zn: ax — i bx =0 < zn: ax = i bx < f(x) = g(x)

i=0 i=0 i=0

Quais das expressoes representam um polindmio na variavel x?

a) x>+ x¥+2 g) x*°
b) Ox* + Ox? h) x + 2
c) 3 i) x2+2x+ 3
5 L1
d) x* + 3x2 J)F-i-x
e)(\/Y)4+x+2 K) x + x3 + x5 + x4
f) xVx + x2 ) (3x2—5x+ 3)(7x® + 2)
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Dada a funcdo polinomial f(x) = x® + x> + x = 1, calcule:
f(=3), f(0), f(1), f(x + 1), f(2x) e f(f(—1)).

Solucao

f(—3) = (=3)*+ (-3)*+ (-3)+1=-20
f0)=0+02+0+1=1

1H=1+12+1+1=4

X+1) =X+1P+(x+12+x+1)+1=

=¥ +3x+X+H)+ X +2x+1)+(x+1)+1=
=x*+4x>+6x+4

2x)=@2xP +2x2 +(2x) +1 =83 +4x2 + 2x + 1

() =(-1P+ (-1 +(-1)+1=0 = f(f(—1)) =f(0) = 1

— —h

—  —h

Seja a funcao polinomial f(x) = x*® + x* + x® + ... + x2 + x + 1.
Calcule f(0), f(1) e f(—1).

Dado o polindmio P(x) = x2 — 2x, calcule o valor de P(1 + i).

Dado f(z) = z* +iz8 — (1 + 2i)z> + 3z + 1 + 3i, calcule o valor de f no ponto
z=1+I.

Seja p(x) =ax"+a _x""*+..+ax+a,um polindbmio e
a +a ,+..+a +a,asoma dos coeficientes do polindbmio p(x). Qual a
soma dos coeficientes do polinémio (4x® — 2x2 — 2x — 1)%?

Seja f uma funcao real tal que f(x) = ax® + bx? + cx + d para todo x real, em que
a, b, ¢, d sdo numeros reais. Se f(x) = O para todo x do conjunto {1, 2, 3, 4, 5},
calcule f(6).

Determine os reais, a, b, c de modo que f = (a — 2)x® + (b + 2)x + (3 — ¢) seja
0 polinébmio nulo.

Determine a, b, c de modo que a fungao
fix)y=@+b—-5x2+(b+c—7)x+(a-+c)
seja identicamente nula.

Se m e n sao tais que o polindbmio
(mn —=2)x 4+ (M?>—n>=3)x>+M+n—-3)x+2m —5n +1
€ identicamente nulo, qual o valor de m? + n2?
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Dadas as fungdes polinomiais f(x) = (a — 1)x> + bx + ¢ e g(x) = 2ax? + 2bx — c,
qual € a condicao para que se tenha a identidade f(x) = g(x)?

Determine a condicao necessaria e suficiente para que a expressao
2
ax*+bx+c,
2
ax* + bx + c,
emque a,, b,, ¢ , a, b,, ¢, sdo reais ndo nulos, assuma um valor que ndo
depende de x.

Solugao

Facamos a fragcao assumir o valor constante k. Entao
2

ax*+bx+c
2

ax* + bx + c,

equivale a

ax? +bx +c, =klax’ +bx+c,), VxEC
2 —

ax’ + bx + ¢, = kax’ + kbx + kc,, VX EC

que equivale a: a, = ka,, b, =kb, e c, =kc, istoé:

&b o

a2 b2 C2

Isso significa que os coeficientes do humerador devem ser

respectivamente proporcionais aos coeficientes do denominador.

Por exemplo, as fracoes:

X2+ 2x + 3 R 5x2 — 7x + 1

2x2 + 4x + 6 10x% — 14x + 2

assumem valor constante para todo x € C.
b ©

—1 - _1

b c '

2

=k, VxeC

al
Resposta: 2 =

2 2

ax2—bx—5:

Determine a, b, ¢ de modo que se tenha para todo x real:
32+ 7x + ¢

Qual o valor de a + b para que a expressao abaixo nao dependa de x?
3x>+b5x — 8

E 80 >~
Xpressao o — 10x T b

Quais os valores de m, n e p para que a expressao
m—-2Dx¥+Mn—-—2)x2+(p—3)x+8

2x2+ 3x + 4
seja independente de x?
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Adicao
Soma de polinomios

Dados dois polinbmios

fix) =a, +ax+ax’+..+ax" = z ax e
i=0

gX) = b, + bx + bx* + ... + bx" = Y bx
i=0

chama-se soma de f com g o polindbmio

(f+8 (X =(a, + by) + (a, + b, Jx + (a, + b )x> + ... + (a, + b )x"

isto é: (f + 8) (x Za+b

Exemplo:

Somarf(x) =4+ 3x + x> e g(x) =5+ 3x> + x*

Temos:

f(x) =4 + 3x + x> + Ox® + Ox*

g(x) = 5 + Ox + 3x2 + Ox® + x*

Entao:

f+g)x)=@4+5)+@B+0x+A+3)x*+0+0)x3+ (0+ 1)x*=
=9+ 3x + 4x® + x4

Propriedades da adigao

Teorema

A operacao de adicao define em P, conjunto dos polinbmios de coeficientes
complexos, uma estrutura de grupo comutativo, isto €, verifica as seguintes proprie-
dades:
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[A—1] propriedade associativa

[A—2] propriedade comutativa

[A—3] existéncia de elemento neutro
[A—4] existéncia de inverso aditivo

Demonstracao:

[A—1]f+ (g+h =(f+g +h VigheP

Fazendo f(x) = Y ax, g(x) = Z bxi, h(x) = Y, cX,

i=0 i=0 i=0
(f+ (g + h) de‘ e ((f+g) +h)( Zex'temos
i=0 i=0

d=a+({b +c)=(@ +b)+c=¢e, Vie{0,1,2,..,n}h

[A—2]f+g=g+f VfgeP

Fazendo f(x Z ax, g(x) = i bx, (f + g) (x) = Z cx e
i=0

i=0
g+ 1f( 2 dx' temos:
i=0
c=a+b=>b+a=d,Vvie{0,1,2 .., n}L
[A-3]3e, €P|f+e =1 VfEP
Fazendo f(x Z ax e e|(x)= 2 aX, temos:
i=0
f+e =fo a+ao=a, Vie{0,1,2,..,n}eentdo
a, = 0,Vie{0,1,2, .., n} portanto e, (elemento neutro para a adicao de
polindbmios) é o polinémio nulo.

[A-4] VfEP Jf EP|f+ 1 =¢,
Fazendo f(x Z ax e f'(x Z ax, temos:

i=0

f+f=e o a+a =0,Vie{0,1,2,..n}eentdo

a = —a, Vi €{0,1,2,...,n}, portanto:

f'(x) = 2 (—a)X =—-a,—ax—ax’—..—ax"
i=0

€ o inverso aditivo de f, ou seja, € o polinbmio que somado com f da o polindmio
nulo.
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Subtracgao

Diferenca de polinémios

Tendo em vista o teorema anterior e dados dois polinémios
— 2 — 2
fix) =a, +ax+ax+..+ax egx =b,+bx+bx +..+0Dbx",

definimos diferen¢a entre f e g como o polinémio f — g = f + (—g), isto é:

(f—8) x =(a, —b,) + (a, — b, )x + (a, = b)x* + ... + (8, — b )x".

Multiplicagao

Produto de polinémios

Dados dois polindmios

fix) =a, +ax+ax’+..+ax"egx =hb,+bx+bx>+..+Dbx"
chama-se produto fg o polinébmio

(fg) (x) = ab, + (a,b, + a,by)x + (ap, + ab, + ab,* + ... +a_b xm*n.

Notemos que o produto fg € o polindbmio

h(x)=c,+cx+cx*+..+c , x"*"

m+n

cujo coeficiente ¢, pode ser assim obtido:
k

Cc, =ahb, +ab ,+..+ab, = z ab, _;

i=0 :
Notemos ainda que fg pode ser obtido multiplicando-se cada termo ax' de f por
cada termo bx de g, segundo a regra (ax) - (bx) - apx */, e somando os resultados
obtidos.

Exemplo:

Multiplicar f(x) = x + 2x2 + 3x® por g(x) = 4 + 5x + 6x°.
Temos:
(fg) (x) = (x + 2x2 + 3x3) (4 + bx + 6x2) =
= X(4 + B5x + 6x%) + 2x%(4 + 5x + 6x2) + 3x3(4 + 5x + 6x3) =
= (4x + 5x2 + 6x3) + (8x2 + 10x® + 12x%) + (12x% + 15x* + 18x°) =
= 4x + 13x2 + 28x® + 27x* + 18x°.

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



POLINOMIOS

Dispositivo pratico 1

4+ bx+ 6x° «— g
X+ 2x3+ 33X« f
4x + 5x2+ 6X X-g
+ 8x% + 10x® + 12x*  « 2x2 - g

12x3 + 15x* + 18x°« 3x3 - g
Ax + 13x2 + 28x3 + 27x* + 18x° « fg

Dispositivo pratico 2

Colocamos numa tabela os coeficientes a, de f e os coeficientes b, de g; cal-
culamos todos os produtos axbj; somamos os produtos em cada diagonal, conforme
indica a figura, obtendo os c,.

Assim, no nosso exemplo, temos:

c,=0 f g 4 5 6
c,=4+0=4 0 0 0 0
c,=8+5+0=13 1 4 5 6
c,=12+10 + 6 = 28 5 ] 10 12
c, =15+ 12 = 27

3 12 15 18

c. =18

5

Portanto, h(x) = (fg) (x) = 4x + 13x2 + 28x3 + 27x* + 18x°.

Propriedades da multiplicagao
Teorema

A operacao de multplicagdo em P (conjunto dos polinbmios de coeficientes
complexos) verifica as seguintes propriedades:

[M-1] propriedade associativa f-(@g-h)y=(f-g)-h, vf,g,heP
[M-2] propriedade comutativa f-g=g-f, vf,g € P
[M-3] existéncia do elemento neutro Je, € P [f-e_=f, vieP
[M-4] propriedade distributiva f-g+h=f-g+f-h, Vf,g,heP

Num curso deste nivel, julgamos desnecessario conhecer a prova destas
propriedades.
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Dados os polinbmios:

fix) =7 — 2x + 4x?

g(x) =5+ x + x2 + 5x3

h(x) =2 — 3x + x*

calcule (f + g) (x), (g —h)(x) e (h—f)(x).

Dados os polindmios:

f(x) =2 + 3x — 4x2

gx) =7 + x?

h(x) = 2x — 3x2 + x3

calcule (fg) (x), (gh) (x) e (hf) (x).

Determine h(x) tal que: h(x) =X+ 1)(x —2)+x —2)(x — 1) + 4(x + 1).
Calcule h(x) tal que: h(x) = (x + 2)2 + (2x — 1)3.

Sendo dados os polindmios f = x, g = x + x> e h = 2x3 + bx, obtenha os
numeros reais a e b tais que h = af + bg.

Solugao

2x3 + bx = ax + b(x + x3) = bx® + (@ + b)x, Vxe&C.

Aplicando o teorema da igualdade de polinémios,vem: 2 =be 5 =a + b.
Resposta:a =3 e b = 2.

Sendo dados os polindmios
f=x3,g=x2+x,h=x2+x*+ x5 e k=3x8 — 6x* + 2x2,
obtenha os numeros reais a, b € ¢ de modo que se tenha k = af + bg + ch.

Sabendo quea,becsdotaisquex? —2x+1=a(x®>+x+ 1)+ (bx +c)(x + 1)
€ uma identidade, qual € o valorde a + b + ¢?

Qual o valor de a — b para que o bindmio 2x? + 17 seja idéntico a expressao:
(X2 + b)> — (x2 —a?) (x> + a?),coma>0eb>07
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Dizemos que os polinbmios p, (x), p,(X) € p,(x) sa@o linearmente independentes
(L. I.) se a relagao a,p,(x) + a,p,(X) + a,p,(x) = Oimplicaa, = a, =a, = 0,em

que a,, a,, a, s&o ndimeros reais. Caso contrario, dizemos que p,(X), p,(X) € P,(X)
sao linearmente dependentes (L. D.). Classifique os polindmios
pX)=x+2x+ 1, pxX)=x>+1ep,x)=x2+2x+2

quanto a dependéncia linear.
Demonstre que f = (x — 1) + (x — 3)2 — 2(x — 2)?> — 2 é o polinémio nulo.

Sef=x2+px+q e g=(x—p)x— q),determine os reais p e g de modo que
f=g.

Determine a, b, ¢ de modo que se verifique cada identidade.
a)ax>—1)+bx+c=0

b) ax®* +x)+ (b +c)x+c=x>+4x+2

c) X* —ax(x + 1) +bx—1)+cx+4=x3-2

Mostre que os polinémios f = (x2 +V2x + 1)(x2 —2x + 1) eg=x*+1
sao iguais.

Determine «, B € R para que os polinémios
f=x3+ax+pB e g=(x+x+ 1) — x* sejam iguais.

Determine a condicao para que ax> + bx + ¢ seja um polindmio quadrado
perfeito.

Solucao

ax?2 + bx + ¢ & um polindmio quadrado perfeito se existir px + q tal que:
ax? + bx + ¢ = (px + q)? entdo: ax?> + bx + ¢ = p?x2 + 2pgx + g
Aplicando o teorema da igualdade, temos:

) a =p? ) b = 2pq, I ¢ = ¢g?

Quadrado I, temos b? = 4p3g? (II').

Substituindo | e lll e II', vem b? = 4(p?) (¢?) = 4ac.

Resposta: b? = 4ac.

Determine a condicao para o polindmio f = (ax + b)? + (cx + d)?, em que a, b,
¢, d sao reais e nao nulos, seja um quadrado perfeito.
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Calcule p para que o polinémio
44 — 83+ 8x2 —4(p + I)x + (p + 1)?
seja o quadrado perfeito de um polinémio racional inteiro em x.

Os coeficientes A, B, C e D do polindmio P(x) = Ax3 + Bx? + Cx + D devem sa-
tisfazer certas relacdes para que P(x) seja um cubo perfeito. Quais sao essas
relacoes?

Verifique se existem valores de k para 0s quais o trinbmio
(k + 1)x2 + (k — 3) - x + 13 pode ser escrito como uma soma de quadrados
do tipo (x + a)? + (x + b)2.

Decomponha o trinébmio —6x? + 36x — 56 em uma diferenca de dois cubos do
tipo (x — b)® — (x — a).

Obtenha a € R de modo que os polindmios f = x* + 2ax® — 4ax + 4 e g =
= x2 + 2x + 2 verifiquem a condi¢do f = g=.

Definig¢ao

Seja f = a, + ax + ax* + ... + a x" um polinbmio n&o nulo. Chama-se grau
de f, e representa-se por df ou gr f 0 ndmero natural p tal que a, # Oea, = 0 para
todo i > p.

apiO

af:|C)(:){ai=O,Vi>p

“ 4

Assim, grau de um polindémio f € o indice do “Ultimo” termo nao nulo de f.

Exemplos:
1°) f(x) = 4 + 7x + 2x* — 6x* = if =4
2°) g(x) = —1 + 2x + b5x? = g =2

oh=2 sea=4

[] — _ 2 — 3
3 h(x) =1+ 5x —3x2 + (a — 4)x 2{6h=3,sea#4.

Se o grau do polinémio f é n, entdo a_ € chamado coeficiente dominante de .
No caso do coeficiente dominante a_ ser igual a 1, f € chamado polinémio unitario.
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Grau da soma

Teorema

Se f,gef + g sao polindbmios nao nulos, entao o grau de f + g € menor ou igual
ao maior dos ndmeros Jf e 9g.

a(f + g) < max {of, og}

Demonstracao:

Se f(x) = 2 ax, g(x) = 2 bjxj, of = m e dg = n, com m # n, admitamos,
i=0 j=0

por exemplo, m > n. Assim, sendo ¢, = a, + b, temos:

c,=a t+tb =a +0=a #0,e

c,=a+b=0+0=0, Vi>m.

Portanto, o(f + g) = m = max {of, ag}.

Se admitirmos m = n, temos:

c=a+b=0+0=0,Vi>m

c, = a_+ b_pode sernulo, entdo:

(f + 8) < max {of, og}

Exemplos:

1 fX)=1+x+x2= of =2
gX)=2+3x=>0g=1
f+ex)=3+4x+x2= f+g) =2

29)f(x) =1+ x+x2= of =2
gX) =2 +3x +2x2= 9g = 2
f+egx)=3+4x+3x2= 9(f+g) =2

3°) f(x) =2+ ix+5x2= of =2
gx) =3 +5x+ 5= 9g =2
f+gx)=5+(i+5x=o0f+g =1
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Grau do produto

Teorema

Se f e g sao dois polindbmios nao nulos, entdo o grau de fg é igual a soma dos
graus de fe g.

a(fg) = of + og

Demonstracao:

Se f(x) = 2 ax g(x) = Z bjxj, af =m e dg = n, seja
i=0 i=o
c,=ab, +ab ,+..+a b + ab,um coeficiente qualquer de (fg)(x).
Temos:
C.,,=a, b #0

c, =0, Vk>m+ n e entéo
a(fg) = m+ n=of + aog

Exemplos:

19) f(x) =4 + 3x"= of =1
gxX) =1+ 2x+5x2 = 9g =2
(fg) (x) = 4 + 11x + 26x2 + 156x3 = 9J(fg) = 3

29 f(x) =1+ 2x + x2+5x*= of =3
gXx) =3 —06x+ 7x2+8x3 = 9gg =3
(fg) (x) = 3 — 2x2 + 31x® — 7x* + 43x®> + 40x® = 9(fg) = 6

Determine o grau dos seguintes polindémios:
f=x2+ (x+ 2?2 — 4x

g=ax?+ 2x + 3(a €R)

h=(@?—-5a+6)x2+ (a2 — 4)x + (6 — 2a)a €R)
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Se f e g sao dois polindmios de grau n, qual e o grau de f + g e de fg?

Qual o grau do polinbmio
f=Ra?2+a—-3)x3+ @@ —-1)x2+ @+ 1)x — 3
na indeterminada x quando a = 17

Determine o polindémio f do segundo grau tal que f(0) = 1, f(1) = 4 e f(—1) = O.

Solucao

Seja f = ax® + bx + c. Temos:
f(0O)=a-02+b-0+c=1 =>c=1 (1)
f(l)=a-12+b-1+c=4 > at+th+tc=4 (2
f(—1)=a(-1)2 +b(-1)+c=0=>a—-b+c=0 (3
Subtraindo (3) de (2),vem 2b =4 = b = 2.
Em@2):a+2+1=4 = a=1.
Resposta: f = x> + 2x + 1.

O coeficiente da maior poténcia de um polindmio P(x) do 3° grau é 1. Sabendo
que P(1) = P(2) = 0 e P(3) = 30, calcule P(—1).

Seja P(x) um polindmio do 5° grau que satisfaz as condicoes:
1=P@1) =P2)=P3) =P4) =Pb) e PB) =0.
Qual o valor de P(0)?

Seja P(x) um polinémio do 2° grau tal que
P(0) = —20,P(1) + P(2) = —18 e P(1) — 3P(2) = 6.
Resolva a inequacao P(x) < O.

Os algarismos «, 3 e v formam a centena A = af3y.
a) Escreva o polinbmio completo do 2° grau p(x) tal que p(10) = A.

b) Probve que A é divisivel por 3 se, e somente se, a + B + vy € mdltiplo
de 3.

Determine uma funcao polinomial f(x) de grau 2 tal que f(x) = f(—x) para todo
x € C.
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Solucao

Seja f(x) = ax® + bx + ¢. Temos:

f(x) — f(—x) = ax®> + bx + ¢ = a(—x)? + b(—x) + ¢
Isto é:

ax>+bx+c—ax2—bx+c,Vxel

Entao:

b=-b=>20=0=b=0

Resposta: f(x) = ax® + ¢, com a # 0.

Seja f(x) uma funcao polinomial do 2° grau. Determine f(x), sabendo que
f(1) = 0 e f(x) = f(x — 1), Vx.

Quantos elementos tem o conjunto dos polindmios P(x) de grau 3 tais que
P(x) = P(—x), para todo x real?

Seja a, o coeficiente de x" num polindbmio de coeficientes complexos de grau

30.Sendoa,=—1ea_ ,, =1+ia (n=0),determine a,,.

a) Determine os polinémios P do terceiro grau tais que, para todo niimero real
X, se tenha P(x) — P(x — 1) = x2.

b) Usando o resultado da parte a, calcule, em fungao de n:

S=) 2=12+22+32+ . +n

i=0

Definicao

Dados dois polindmios f (dividendo) e g # O (divisor), dividir f por g é determi-
nar dois outros polindmios g (quociente) e r (resto) de modo que se verifiquem as
duas condicoes seguintes:

Ng-g+r=f

II) or < 9g (our = 0O, caso em que a divisao é chamada exata)
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Exemplos:

1°) Quando dividimos f = 3x* — 2x3 + 7x + 2 por g = 3x® — 2x2 + 4x — 1,
obtemos q = xer = —4x? + 8x + 2, que satisfazem as duas condicoes:

) gg +r=x(Bx® —2x° +4x — 1)+ (—4x°> +8x +2)=3x* =23+ 7x+ 2 =f

) or=2 e g =3 = Jr < g

2°) Quando dividimos f = 5x3 + x2 — 10x — 24 por g = x — 2, obtemos
g =5x2+ 11x + 12 e r = 0, que satisfazem as duas condicoes:

) gg +r=0Bx>+11x + 12)x —2) +0=5x3+ x> —10x — 24 = f

i r=0

Neste caso a divisao € exata; dizemos, entao, que f € divisivel por g ou
g é divisor de f.

Divisoes imediatas

Ha dois casos em que a divisao de f por g € imediata.
1° caso: o dividendo f € o polinémio nulo (f = 0).

Neste caso, os polindbmios q = 0 e r = O satisfazem as condicdes (l) e (ll) da
definicdo de divisdo, poisgg +r=0-g+0=0=fe r=0.

f=0=>qg=0er=0

2° caso: o dividendo f nao é polinbmio nulo, mas tem grau menor que o divisor
g (of < ag).

Neste caso, os polindmios g = O e r = f satisfazem as condicoes (I) e (ll) da
definicao de divisao, poisqg +r=0-g + f=f e ar = of < 9g.

if<og >q=0er=f

Exemplos:
1°) Na divisdode f = O por g = x> + 3x + \/5, obtemos g =0er = 0.

2°) Na divisao def=¢rx+\/§porg:x3+4x2+x+\/§, obtemos q=0¢e
I’=1TX+\/§.
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Deste ponto em diante admitiremos sempre dof = dg, isto é, excluiremos da
teoria os dois casos em que a divisao € trivial. Para responder a pergunta:

“Como obter g e r?”

no caso de df = ag, explicaremos dois métodos: 0 método de Descartes e 0 método
da chave. Neste Ultimo, provaremos a existéncia e a unicidade do quociente e do
resto.

Meétodo de Descartes

Este método, também conhecido com o nome de método dos coeficientes a
determinar, baseia-se nos seguintes fatos:

(1) oq = of — ag, o que € consequéncia da definicao, pois:
gg +r=f = 9d(qg + r) = of e entdao aq + ag = of.

(2) ar < a9g (our = 0)

O método de Descartes € aplicado da seguinte forma:

1°) calculam-se dq e or;

2°) constroem-se os polindmios g e r, deixando incégnitos os seus coefi-
cientes;

3°) determinam-se os coeficientes impondo a igualdade qg + r = f.

Aplicagoes

1°) Dividir f = 3x* — 2x3 + 7x + 2 porg = 3x3 — 2x2 + 4x — 1.
Temos:

iq=4—-3=1=>qg=ax+b

<3 = dr<2=>r=cx*+dxte

gg+r=f=(ax+b)Bx®—2x2+4x — 1)+ (cx* + dx + ) =
=3x*—2x3+ 7x + 2

Desenvolvendo, temos para todo x:

3ax* + (Bb—2ax* +(4a—2b+c)x*+(db—a+dx+ (e —b)=
=3x* =23+ 7x+ 2
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Entdo, resulta:

3a=3=>a=1
3b-2a=-2=3b=-2+21)=0=b=0
4da—-—2b+c=0=>c=2b—4a =>c=—-4
db—-—a+d=7=>d=a—-4b+7 =d=8
e—-b=2=e=b+2=r=2

Resposta: q=xe r=—4x2+8x + 2
(compare com o 1° exemplo do item 58 da pagina 70).
2°) Dividir f = 5x® + x2 — 10x — 24 por g = x — 2.
Temos:
g=3—-1=2=qg=ax*+bx+c
r<l=o0=0=r=d
gg +r=f = (@x®+bx+c)x —2)+d=>5x3+x>—10x — 24
Desenvolvendo, temos para todo x:
ax® 4+ (b — 2a)x2 + (c — 2b)x + (d — 2¢) = 5x3 + x2 — 10x — 24
Ent&o, resulta:
a=>5
b—-—2a=1 =>b=2a+1 =>b=11

c—2b=-10 >c¢c=2b—10 = ¢c =12
d-—2c=-24=d=2c—24=d=0

Resposta: g =5x*+ 11x+ 12 e r=20
(compare com o 2° exemplo do item 58 da pagina 70).

Existéncia e unicidade do quociente e do resto
Teorema

Dados os polindbmios
= -1 -2
f=ax"+a x""*+a x""?+..+ax+a, (a #O0)

g=bx +b _n"*t+b x4+ ..+bx+b, (b #O0)

existem um Unico polinbmio g € um unico polinémio r tais que qg¢ + r = f e
ar < ag (ou r = 0).
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Demonstracao:
a) Existéncia
~ P am
1° grupo de operacoes: vamos formar o mondémio e X"~ = qgXx"""e cons-
truir o polindbmio "
r,=f—(ax" e (@)
chamado 1° resto parcial.

Notemos que:

a
r,=(ax"+a, x" '+ ..) —b—m-xm*”-(bnx“r b,

n

X+ )

0 que prova o cancelamento de a_x™ (pelo menos); portanto, dr, = a < m.

Para maior comodidade, fagamos:

— -1 -2
r,=cx*+c _x"t+c xT?+..+cx+c,
~ ~ . Co(

2° grupo de operacdes: vamos formar o monémio b X*~"=q,x*"" e cons-
truir o polindbmio "

nh="r- (qix‘r n)g (2)

chamado 2° resto parcial.

Notemos que:

r,=(cx+c,xt+..)- g“ x e (oxt b x4 L)

n

0 que prova o cancelamento de c x* (pelo menos); portanto, dr, = g < a.
Para maior comodidade, fagcamos:

r,= deB + dﬁ_lxﬁ*1 + dB_2x3*2 + .. +dx+d,

d
3¢ grupo de operacdes: vamos formar o mondémio —bﬁ— - xPTm = qx*""e cons-
truir o polinébmio "

fs=1,~ (qzxﬁ_ n)g (3)
chamado 3° resto parcial.

Notemos que:

r, = (deB+dﬁfle*1+ ) ——S‘i~xﬁ’”—(bnx”+ b, x""t+ )

n
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0 que prova o cancelamento de deB (pelo menos); portanto, ar, =y <.
Para maior comodidade, facamos:
— -1 -2
rr=ex’te X"'t+te X Z+..texte,

4° grupo em diante: analogamente.

Notando que, em cada grupo de operacoes, o grau do resto parcial diminui ao
menos uma unidade, concluimos que, apds um certo ndmero p de operacoes, resulta
um resto parcial r de grau inferior ao de g (ou entao r,= 0)e

n=r_, = (a,_x""g (n)

Vamos adicionar membro a membro as igualdades de (1) a (p):

(1) 1, =1 (o e

@ r,=r—(ax )
3= L~ (qsz - n)g

,\

W

N
-
Il

P r=r_,—(@_x "8
r =f— (qoxm*n +gx "X+ L+ qpflx““)g

——
r q
eentaof=qg +r com dr<ag (ou r = 0).
b) Unicidade

Admitamos a existéncia de dois quocientes q, e q, e dois restos r, e r, na divi-
sao de f por g, isto é:

fle e fle
rl ql I’2 q2
e provemos que q, =0, € I, =1,
Pela definicao de divisao, temos:
ggtr=fF
98 +r,=f
Se q, # g, ou r, # r, provemos que a igualdade (g, — q,)g =r, — r, nao se
verifica:
8[(q1 a q2)g] = a(ql - qz) + 0g = 98
(*) a(r, — r,) < max {or,, ar,} < og

]=>qingr1=0|2g+r2=>(0|1—612)g=r2—lr1

| = illo, - aJe] # ilr, ~ v

Entao, para evitar a contradicao, devemos terq, = q, e r, = r,.

* Supusemos r, # 0 e r, # 0; € imediato, por exemplo, que r, = 0 = d(r, — r,) = ar, < 9g.
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Meétodo da chave

A prova da existéncia de q e r vista no item 63 nos ensina como construir
esses dois polindbmios a partir de f e g. Vejamos por exemplo como proceder se
f=3x5—6x*+13x3 —9x* + 11x — 1 e g = x> — 2x + 3.

1° grupo de operagdes

. = 3 _ L. .
Formamos o primeiro termo de g pela operacao Z 3x3 e construimos
o primeiro resto parcial r, = f — (3x®)g = 4x® — 9x*> + 11x — 1, que tem grau
maior que ag.

2° grupo de operacoes
3
Formamos o segundo termo de g pela operacao A::; = 4x e construimos

o segundo resto parcial r, = r, — (4x)g = —x*> — x — 1, que tem grau igual a Jg.

3° grupo de operacoes
—y2

Formamos o terceiro termo de g pela operacao = —1 e construimos

X2
o terceiro resto parcial r, = r, — (—1)g = —3x + 2, que tem grau menor que g,
encerrando, portanto, a divisao.

Resposta: q =3x>+4x—1 e r=—3x + 2.
A disposicao pratica dessas operacoes € a seguinte:
f 35 —6x4+ 13x3 —9x2 + 11x — 1| x*—2x + 3 g
—3x% + 6x* — 9x3 3+ 4x — 1 q
r 4x3 — 9x%2 + 11x — 1
—4x3 + 8x2 — 12x

r, —x2—-x—-1
X2 —2x + 3
—-3x + 2 r

que pode ser simplificada assim:

3 -6 13 -9 11 -1 1 -2 3
-3 6 -9 3 0 4 -1
4 -9 11 -1
-4 8 —-12
-1 -1 -1
1 -2 3
-3 2
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Aplicagoes

12) Dividir f = 2x5 = 3x* + 4x3 —6x + 7 por g = x3 — x2 + x — 1.

2 -3 4 0O -6 7 1 -1 1 -1
—2 2 -2 2 2 -1 1
-1 2 2 -6 7
1 -1 1 -1
1 3 =7 7
-1 1 -1 1
4 -8 8

Resposta: q=2x>—x + 1 e r = 4x?> — 8x + 8.
2?) Dividir f = x* — 16 por g = x + 1.
1 0o o0 o -16| 1 1

-1 -1 1 -1 1 -1
-1 0 0 -16
1 1

1 0 -—-16

-1 -1
-1 -16
1 1
—15

Resposta: q=x*—-—x>+x—1 e r = —15.

Dividindo o polindmio f por x> — 3x + 5, obtemos quociente x> + 1 e resto
3x — 5. Determine f.

Solucao

Por definicao de divisao, temos: f = qg + r. Entao:
f=x+1)x>—3x+5)+ (3x — b) =
=(x*—3x*+6x2—3x+5)+ (3x —5) =x* — 3x®> + 6x°
Resposta: f = x* — 3x® + 6x°.
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Numa divisao de polindmios em que o divisor tem grau 4, o quocidente tem
grau 2 e o resto tem grau 1, qual € o grau do dividendo? E se o grau do resto
fosse 2?

Dados os polindbmios P(x) de grau m e S(x) de grau n(n < m), o resto da divisao
de P(x) por S(x) tem grau p. Determine os possiveis valores de p.

Numa divisao de polinémios em que o dividendo é de grau p e o quociente de
grau g, qual é o grau maximo que o resto pode ter?

Divida f por g aplicando o método de Descartes:

a) f=3x°¢-x*+2x*+4x -3 eg=x3—-2x+1
b) f=x*-2x+13eg=x>+x+1

c) f=2x*-3x+12eg=x>+1

Aplicando o método da chave, determine quociente e resto da divisao de f por g:
a) f=x2+bx+1, g=2x>+4x—3

b) f=x*+2x3+x2+4x — 2,8 =x>+2

c) f=b6x+1,g=x+5

d f=33+6x2+9,g=3x2+1

e) f=x+x2+x+1,8=2x2+3

Efetue a divisdo de f = x® + ax + b por g = 2x?> + 2x — 6. Qual é a condicao
para que a divisao seja exata?

Solucao
1 0 a b 2 2 -6
-1 -1 3 1 1
-1 a+3 b 2 2
1 1 -3
a+4 b—-3

eoresto énuloparaa= —4eb = 3.
Resposta: qzéx—% er=(@+4x+(b—3)
para divisao exata:a = —4 e b = 3.

Sem efetuar a divisao, determine a € b de modo que o polinémio
f=x+2P+x—-12+3ax+b
seja divisivel por g = (x — 2)2.
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Solucao

Desenvolvendo as poténcias, obtemos:

f=2x34+ 3x?> + (15 + 3a)x + (7 + b)

g=x2—4x+4

Fazendo q = cx + d (pois dq = of — dg = 1) e lembrando que f = gg
(pois f é divisivel por g), resulta para todo x que:

2x3 4+ 3x2+ (15 + 3a)x + (7 + b) = (cx + d)(x2 — 4x + 4) =

=cx3 + (d — 4c¢)x®> + (4c — 4d)x + 4d

portanto:

2=c¢

3=d—-4c=>d=4c+3=8+3=11

15+3a=4c—-—4d = 15+3a=8—-44 = 3a= —-51 = a=—17
7+b=4d = 7+b=44 = b= 37

Resposta: a = —17 e b = 37.

Determine os reais a e b de modo que o polindmio
f=x*— 3ax® + (2a — b)x2 + 2bx + (a + 3b) seja divisivel por g = x2 — 3x + 4.

Determine p € R e g € R de modo que x* + 1 seja divisivel por x> + px + q.

Se a divisao do polindbmio P (x) = x* + px* — gx + 3 por P,(x) = x* — x + 1 for
exata, quais os valores de p e de gq?

O polindmio x3 + px + q é divisivel por x> + 2x + 5. Quais os valores de p e de g?

Dividindo o polindmio P(x) = x® + x> + x + 1 por Q(x), obtemos o quociente
S(x) =1 + xe oreto R(x) = x + 1. Qual é o polindbmio Q(x)?

Dividindo (x3 — 4x2 + 7x — 3) por um certo polindmio p(x), obtemos o quociente
(x — 1) e o resto (2x — 1). Determine p(x).

Quais sdo o quocidente e o resto da divisdo de P(x) = x* + x2 + 1 por
D(x) = x> — x + 17

Sendo:
Ax) = 3(x — 2)(x* — 1) — (2x — 4)(x®> + 3)
B(x) = —2x+6 + (3 —x)(x — 4)

A(x)

F(x) = W qual a expressao de F(x) para todo x do dominio de F?
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Sendo:
p(x) = 2x3 + x2 — 8x
alx) = x* — 4,

qual o valor de M?

ax)

Qual ou quais dos polindmios abaixo satisfazem a igualdade
(3x + 2) - P(x) = 3x® + x> + 6x — 2 + P(x)?

Ax) =x3 —2x — 2

B(x) = x* — 2

C(x)=x3—6x—2

Determine m e n no polindmio 2x* + 3x® + mx? — nx — 3 para que seja divisivel
pelo polinbmio x?2 — 2x — 3.

Dados:

P(x) = 2x® + Ax + 3B (A e B constantes)

QX)) =x2—3x+9

a) divida P(x) por Q(x);

b) determine A e B para que a divisao seja exata.

Se a e b sdo determinados de forma que o polindémio x® + ax? + bx + 20 seja
divisivel por x? — bx + 4, qual o valor de a + b?

O polindmio ax® + bx? + cx + d é o quociente da divisdo (que é exata) de
X5 — x* — 34x3 + 34x2 + 225x — 225 por x> — 4x + 3. Determine [a + b + ¢ + d|.

Para que valores de m o resto da divisao de P (x) = 4x*> — 3x> + mx + 1 por
P,(x) = 2x*> — x + 1 independe de x?

Qual é o grau do polinbmio quociente resultante da operacao
{x*+x+1)°— (x°+2)}: 3+ 1)?

Seja Q o quociente e R o resto da divisao de um polindmio A por um polinémio
B. Dé o quociente e o resto da divisao de A por 2B.

Se x3 + px + ¢ é divisivel por x> + ax + b e x> + rx + s, demonstre que
b= —r@+r).

Dado o polinémio f = ax® + 3bx? + 3cx + d, determine a condicao para que f
seja um cubo perfeito.
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Demonstre que, se f e g sao polindbmios divisiveis por h, entao o resto r da
divisao de f por g também € divisivel por h.

Solucao

Seja g, o quociente de f por h: f = q,h.

Seja g, o quociente de g por h: g = q,h.

Sejam q o0 quociente e r o resto da divisao de fporg: f =qg + .

Temos, entdo: r = f — qg = q,h — qa,h = (a, — qa,)h e, portanto, r & divi-
sivel por h.

Mostre que, se f e g sao polindmios divisiveis pelo polindmio h, entao o mesmo
ocorrecomf + g, f — g e fg.

Divisdo por binomios do 1? grau unitario

Trataremos neste item das divisées em que o dividendo € um polindmio f, com
of = 1, e o divisor € um polindmio g, com dg = 1 e coeficiente dominante também
igual a 1.

Observemos o que ocorre quando dividimos f = 2x3 — 7x2 + 4x — 1 por
g=x—4.

2x3 = Tx2+4x — 1 X — 4

—2x3 + 8x? 2x2+ x + 8
x2+4x -1
—Xx2 + 4x
8 —1
—-8x + 32
31

Como ja sabemos, neste tipo de divisao r € um polinbmio constante, pois:
g=1=9dr=0 ou r=0

Vemos que o valor numérico de r nao depende do nimero a substituido no
lugar de x, isto é,r(a) =, Va € C.

Notemos, finalmente, que
f4)=2-43-7-42+4-4-1=128—-112+16—-1=31=r
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Teorema do resto

O resto da divisao de um polindmio f por x — a é igual ao valor numérico de
fem a.

Demonstracgao:
De acordo com a definicao de divisao, temos:
g-x—a)+r=f

em que g e r sao, respectivamente, o quociente e o resto. Como x — atemgrau 1, 0
resto r ou € nulo ou tem grau zero; portanto, r € um polindmio constante.

Calculemos os valores dos polinémios da igualdade acima em a:
a(@) - (@ —a) + r(a) = f(a)

0 r
Entao: r = f(a).

Exemplos:
1°) O resto da divisdo de f = bx* + 3x> + 11 porg = x — 3 é:
f(3) =5 3"+ 332+ 11 = 405 + 27 + 11 = 443

2°) O resto da divisdode f = (x + 3)" + (x — 2)? porg = x + 3 é:
f(=3)=(-3+3)7 +(-3—-22=0"+(—-5)2=25

Teorema de D'Alembert

Um polindmio f é divisivel por x — a se, e somente se, a € raiz de f.

Demonstracao:

De acordo com o teorema do resto, temos r = f(a). Entao:

q=0= f(a)=0

(divisao exata) (a é raizde f)

Aplicacoes

12) Verificar que f = x®> — 4x* — 3x2 + 7x — 1 € divisivel por g = x — 1.

fl)=15-4-1*-3-12+7-1-1=1-4-3+7—-1=0,entdofé
divisivel por g.
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2%) Determinar a de modo que f = x® — 2ax? + (a — 1)x + 15 seja divisivel por
X — 5.
Vamos impor a condicao r = f(5) = O:
f(6)=5%—-2a-52+(@a—1)-5+15=125-50a +5a -5+ 15 =
135

=135—45a=0:>a=ﬁ—3

Algoritmo de Briot-Ruffini

Dados os polinbmios
f=ax"+ax" " '+ax""?+..+a_x+a (a,#0)e
g=X—a,

vamos determinar o quociente q e o resto r da divisao de f por g.
Facamos:

= -1 -2 -3
q=9gXx""*+aqx" " *+agx" " +..+q _,

e apliquemos o método dos coeficientes a determinar:

X"t ax T2 4 X T L g Xt qn-l} X
X—a

gX"+agx" " t+ gx" 2+ ..+ q _ X+ q_X

—agx""*—agx""?—-..—aq _,xXx>—aq, X—aq _,

gX" + (a, —ag)x" "t +(q, —agq)x" >+ ..+(q,_, —aq, ,Jx—aq, ,

Impondo a condicao q - (x — a) + r = f, resultam as igualdades:
qO = a0
q, —aq,=a, = q,

qz—aq1=a2:>q1=aq1+a

aq, + a,

2

qnfl - aqnf2 = anfl = qnflz aqnf2 + anfl

r—aq,_,=a =r=aq, _,ta

n—1 n

Os calculos para obter g e r indicados acima tornam-se mais rapidos com a
aplicagao do seguinte dispositivo pratico de Briot-Ruffini.
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] I
aO al a2 anfl a
a, aq, + a, aq, + a, aq, ,+a , |aq, ,+a
qo qj_ q2 qnfl
[
Exemplos:
199f=2x*-7x>+3x—1eg=x—3
2 0 -7 3 -1 3
2 2340 6-3-7 11-3+3[36-3-1
6 11 36 107
portanto: q = 2x3 + 6x> + 11x + 36 e r = 107.
o 3
2°)f = 625x* — 81 e g=x—€.
3
625 0] (0] 0 —-81 5
3 3 3 3
625 .2 2 2 L2
625 5 375 5 225 5 135 5 81
375 225 135 0
portanto: q = 625x3 + 375x? + 225x + 135 e r = 0.
3Nf=9¢+5x+x—11eg=x+2
9 5 1 11 | -2
9 9(-2)+5 (13)(—-2) +1 | 27(-2) — 11
-13 27 —-65

portanto: q = 9x2 — 13x + 27 e r = —65.
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Teorema

Se um polindbmio f é divisivel separadamente por x —a e x — b, com a # b,
entdo f é divisivel pelo produto (x — a)(x — b).

Demonstracao:

Sejam g o quociente e r = cx + d o resto da divisao de f por (x — a)(x — b);
entao:

qx —a)x —b) + (cx +d) =f
Calculando os valores numéricos desses polindmios em a, temos:

[q(@)] (a — a)(@ — b) + (ca + d) = f(a) (1)
0 0 (pois f é divisivel por x — a)
Calculando os valores numéricos em b, temos:
[a(®)] (b — a)(b — b) + (cb + d) = f(b) (2)
0 0 (pois f é divisivel por x — b)

ca+d=0

Resulta, entdo, o sistema: { cb+d=0

deondevemc =0 e d = 0, portanto r = O.

Qual o quociente da divisao de 2x* — 5x® — 10x — 1 por x — 37?
Qual é o resto da divisdo do polindmio x* — 8x® + 4x? 4+ 15x + 6 por (x — 2)?

O quociente de um polindbmio de grau n + 1 por x — a € um polinémio de que
grau?

Determine o resto de x> + x + 1 dividido por x + 1.
Qual é o resto da divisdo de x* — 2x3 + x2 —x + 1 por x + 17?
Qual é o resto da divisdo de x* + x® + x> + x + 1 porx + 1?

Qual é o resto da divisdo de kx®> + x — 1 por x + 2k?
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Se n = 2, qual o resto da divisdo de 4x” + 3x" 2 + 1 por x + 17?

Qual é uma condicao necessaria e suficiente para que um polinémio P(x) de
coeficientes inteiros seja divisivel por (x + a)?

Determine a, a € R, de modo que o polinémio
f=ax®?+(2a — 1)x*> + (3a — 2)x + 4a
seja divisivel por g = x — 1 e, em seguida, obtenha o quociente da divisao.

Solucao

f é divisivel por x — 1 se, e somente se, f(1) = O, entao:

f(1) =al13®+ (2a —1)1%2+ (3a — 2)1 + 4a = 10a — 3 = O; portanto,a = =

10°
Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, vamos dividir o polinémio
_3 4 o 11 12 _3 _

f 10 X 10X 10x+ 10 (paraa 10)porx 1

3 4 11 12 1

10 10 10 10

3 .1 12|

10 10 10
Res osta'a=ie =ix2—ix—£

posta:a =390 ¢9= 10 10~ 10

Determine p e g reaisde modoque f=x>2+(p—g)x +2p e g=x3+ (p + Q)
sejam ambos divisiveis por 2 — x.

Solugao

Pelo teorema de D'Alembert, f e g sao divisiveis por 2 — x = —(x — 2) se,
e so se, f(2) = 0 e g(2) = 0, entao:

f(2) =22+ (P-a2+2p=0 = 49 —-2q=—-4 (1)
g2)=2°+(p+q=0=p+qg=-8 (2)

Resolvendo o sistema formado pelas equacoes (1) e (2), vem:

_10 =14

Resposta: p = 3 e q= 3
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Determine a de modo que a divisdo de f = x* — 2ax3 + (a + 2)x2 + 3a + 1 por
g = x — 2 apresente resto igual a 7.

Determine p de modo que o polinémio f = 2x3 + px2 — (2p + 1)x + (p + 3) seja
divisivel por g = x + 4.

Determine p e g de modo que o polindmio x3 — 2px2 + (p + 3)x + (2p + q) seja
divisivel por x e x — 2.

Determine a e b de modo que o polindmio f = x® + 2x? + ax + b apresente as
seguintes propriedades: f + 1 é divisivel porx + 1 e f — 1 € divisivel por x — 1.

Qual o valor de a para que o resto da divisdo ax® — 2x + 1 por x — 3 seja 4?

Na divisao do polindbmio 5x> + ax® + bx?> + 3x + 1 por x — 2, encontrou-se o
quociente 5x* + cx3® + dx? + ex + 115. Determine o resto.

Sejam a, b, ¢, d, e, f 0s ndmeros que aparecem no dispositivo de Briot-Ruffini
para o calculo do quociente e do resto da divisao de 2x* + 8x® — x?> + 16 por

X + 4.
2 8 -1 0 16 -4
-8 b 4 e
2 a c d f

Qualovalordea+b +c+d+e +f?

O resto da divisao por x — b do polinbmio

1 x x2 x3 x*

1 a a2 a® a*
Px)=|1 b b% b® b*
1 ¢ ¢ ¢ ¢t
1 d d® o d*

€ um polinémio nulo ou nao nulo?

O quadro
1 0 ~052  -1626 | 1,32
1 132 1,2224 |-0,012432]

€ o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para a divisao de determinado polinémio
P(x) por determinado bindmio linear D(x). Qual é o valor de P(x) + D(x) no ponto
x =17
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Os coeficientes a,, a,, ..., a, do polindbmio P(x) = a, + a,x + ... + a x" formam,
nessa ordem, uma P.G. de razdo 1/2. Entao, qual o resto da divisao de P(x) por
X + 27

Obs.: n é impar.

Determine o polindmio f do segundo grau que, dividido por x, x — 1 e x — 2,
apresenta resto 4, 9 e 18, respectivamente.

Solucao

Seja f = ax? + bx + c. Temos:
f0)=a-02+b-0+c=4=c=4 (1)
f(l)=a-1>+b-1+c=9=a+b+c=9 (2
fQ)=a-22+b-2+c=18 = 4a +2b +c =18 (3)
Substituindo (1) em (2) e (3) resulta o sistema:
atb=5

{4a+2b=14

que, resolvido por adicao,daa=2eb = 3.

Resposta: f = 2x? + 3x + 4.

Obtenha um polinbmio f do segundo grau tal que:
ha=21
II) f € divisivel por x — 1
IIl) os restos das divisdes de f por x — 2 e x — 3 sao iguais.

Determine o polinbmio do 3° grau que se anula para x = 1 e que, dividido por
x+1,x —2 e x + 2, da restos iguais a 6.

Mostre que, se a soma dos coeficientes de um polindbmio f € nula, entao f é
divisivel por x — 1.

Solugao

Sejaf=a,+ax+ax>+..+ax" talque a,+a, +a,+..+a =0.
Provemos que f € divisivel por x — 1 ou, o0 que é equivalente, f(1) = O:
f1)=a,+a,-1+a,-1°+..+a -1"=a,+a, +a,+..+a =0.
Assim, por exemplo, sao divisiveis por x — 1 os polinémios:

3x4 — Bx + 2 (pois 3 + (—5) + 2 = 0)
7x"— 8" 3+1 (pois7 + (—8) +1 =0)

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



POLINOMIOS

Aplicando Briot-Ruffini, determine o quociente g e o resto r da divisao de
f=x—-x2+x—1porg=(x—2)(x — 3).

Solugao

Sejam g, o quociente e r, o resto da divisao de f por x — 2:
f=qx—-2)+r, (1)

Sejam g, o quociente e r, o resto da divisao de g, por x — 3:

a, =q,x = 3)+r, (2)

Substituindo (2) em (1), vem:

g, =[a,x = 3) +1,] (x = 3) +1, = q,(x — 2)(x — 3) + [r,(x —2) + 1]
Assim, g, € o quociente procurado e r,(x — 2) + r, € o resto procurado.
Apliguemos Briot-Ruffini duas vezes:

f> 1 -1 1 -1]2 , > 1 1 3|3
.- 1 1 3| 5] o, > 1 4 |15]
T T,

g=4qg,=Xx+45
r=r(x—2)+r =15x - 2) + 5 = 15x — 25
Resposta: g =x +4 e r = 15x — 25.

Sendo 5 e —2 os restos da divisao de um polindbmio f por x — 1 e x + 3, res-
pectivamente, determine o resto da divisao de f pelo produto (x — 1)(x + 3).

Solugao
Pelo teorema do resto, temos:
f(1)=5 e f(—=3) = -2
Sejam q e r = ax + b, respectivamente, o quociente e o resto da divisao
de f por (x — 1)(x + 3). Temos
f=q-(x—1)(x + 3) + (ax + b)
Tomemos os valores numéricos desses polinémios em 1 e —3:
f(d)=q(1)- 1 -2 +3)+(@-1+b) =5=a+b
0
f(=3)=q(—-3)- (-3 —-1)(—-3+3)+(-3a+hb)=> —2=-3a+b

0
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Resolvendo o sistema formado pora +b =5e —3a + b = —2, resulta
_ 7,18
a= ) eb= 1
oL 13
Resposta: r = 4x 4K 1

Sendo 8 e 6 os restos respectivos da divisao de um polindmio P(x) por (x + 5)
e (x — 3), determine o resto da divisao de P(x) pelo produto (x — 5)(x — 3).

Sabe-se que os restos das divisdes de y> +ay + 2 pory — 1 e pory + 1 sao
iguais. Qual o valor de a?

Qual o valor do produto m - n para que o polindmio x3 — 6x? + mx + n seja
divisivel por (x — 1)(x — 2)?

Um polinémio desconhecido ao ser dividido por x — 1 deixa resto 2 e ao ser
dividido por x — 2 deixa resto 1. Qual o resto da divisao desse polindbmio por
(x = 1)x—2)?

Se P(x) € um polinbmio divisivel por (x — a) e por (x — b), (x — a)(x — b) divide
P(x)?

Qual o resto da divisdo de 2x® — 15x3 + 12x?> + 7x — 6 por (x — 1)(x — 2)
(x + 3)?

Os restos das divisdes de um polindmio pelos binébmios (x + 1), (x — 1) e (x — 2)
sao, respectivamente, 5, —1, —1. Entao, qual o resto da divisao de P(x) por
(x+ 1)(x — 1)(x — 2)?

Qual o coeficiente de x2 no polindmio P(x) do terceiro grau que se anula para
x = —1 e tal que dividido separadamente porx — 1,x + 2 e x + 3 deixa sempre
resto 107?

Quais os valores dos nlmeros reais a e b para que os polindbmios
x2—2ax2+(3a+b)x—3b e x3—(a+ 2b)x + 2a
sejam divisiveis por x + 1?

Qual é a condicao necessaria e suficiente que devem satisfazer p e g de modo
que x° + 2a%P 9 + aP seja divisivel porx + a (p,a EN e p > q)?
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Qual deve ser o valor do coeficiente ¢ para que os restos das divisdes de
X0 + ax* +bx2+cx+d por x+ 12 e x — 12 sejam iguais?

E dado o polindmio f(x) = (@ — 1)x® + (@ + 1)x5 + (a2 — 1)x* — (2a + 1)x + 12.
a) Determine a de modo que o quociente da divisao f por g(x) = x> + 1 seja
do 3¢ grau;

b) para esse valor de a, calcule o quociente e o resto da divisao de f por g.

Determine o resto e 0 quociente da divisao de f = x" — a" por g = x — a.

Solugao
r=flay=a"—a"=0
Aplicando Briot-Ruffini, temos:

n — 1 zeros
1 o o 0 e 0  —a | a
1 a a? as gp=1 | 0 |

r

Resposta: r=0e g=x""*4+ax" 2+ax" 3+ ... +a L

Determine o resto e o quociente da divisao de f = x" + a" por g = x — a.

Solucao
r=fla)=a"+ a" = 2a"
Aplicando Briot-Ruffini, temos:

n — 1 zeros
1 o 0 0 . 0 a | a
1 a a? as an— 1 | 2a" |

r

Resposta: r=2a"e g=x""*+ax" 2+ a>" 3+ ...+a L
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Determine o resto e 0 quociente da divisao de f = x" — a" por g = x + a.

Solugao

1°caso:népar > r=f(—a)=(—a)"—a"=a"—a"=0

n — 1 zeros
1 0 0 0O . 0 -—a | -a
1 —a a2 —-a —a”‘1| 0 |
]
g=x""t—ax""?2+aXx" " 3+..—a"?
2°caso:néimpar = r=f(-a)=(—a) —a"= —a"—a"= —2a"
n — 1 zeros
1 0 0 0 0 —a" | —a
1 - a’ —ad ant | —2a" |
r
g=x""t—ax""?+aXx" ¥+ .. +a?
Determine o resto e 0 quociente da divisao de f = x" + a" por g = x + a.

Solucao

1°caso:népar = r=f(—a)=(—-a)+a"=a"+ a"= 2a"

n — 1 zeros
1 0o 0 0 0 a | -a
1 - a’ —ad —a”—1| 2a" |
r
g=x""t—ax""?+aXx" ¥ - .. —a"?
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2°caso:néimpar = r=f(—a)=(—a)"+a"=—-a"+a" =0

n — 1 zeros
1 0 0 0 .. 0 a | -a
1 —a a? —-ad a“‘1| 0 |
r
q:Xn—l_aXn—2+a2Xn—3_"'+an—1

Determine o resto e 0 quociente das divisdes de f por g nos seguintes casos:

a) f=x*-8leg=x+3 e)f=x-1eg=x—-1
b) f=x*+81Leg=x—-3 f f=x+1eg=x+1
c) f=x5+32eg=x—2 g f=x+243 e g=x—-3
d f=x*-32eg=x+2 h) f=x5+243 eg=x+3

Transforme x> — a® num produto de dois polindémios.

Qual é o resto da divisao de f = Z ax" lporg=x—a?
i=0

A divisdo de (x**° — 1) por (x — 1) tem resto R(x) e quociente Q(x). Qual o valor
de R(x) e qual o valor de Q(x) para x = 0?

Quais os valores de a e de b para que o polindmio x3 + ax + b seja divisivel por
(x — 1)2?

Se dividimos um polinémio P(x) por x — 2, o resto é 13 e se dividimos P(x) por
(x + 2), o resto & 5. Supondo que R(x) é o resto da divisao de P(x) por x> — 4,
determine R(x) para x = 1.

Sabendo que P(x) do quarto grau é divisivel por (x — 2)3 e que P(0) = —8 e
P(1) = —3, determine o valor de P(3).

0 polinémio x> — a2" é divisivel por x> — a2 para quais valores de n?

Divisdo por binomios do 1? grau quaisquer

Para obtermos rapidamente o quociente q e o resto r da divisao de um poliné-
mio f, com dof = 1, por g = bx — a, em que b # 0, notemos que:

(bx —a)g+r=f entao (x—%)(bq)+r=f

q
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do que decorre a seguinte regra pratica:

a

1°) divide-se f por x — b

empregando o algoritmo de Briot-Ruffini;

2°) divide-se 0 quociente q' encontrado pelo nimero b, obtendo q.

Exemplos:

19) Dividirf=3x4—2x3+x2—7x+1porg=3x—5:3<x—%>.

q'=3x3+3x2+6x+3:q=%=x3+x2+2x+1e r==6

2°) Dividirf =4x3 + 5x + 25 porg = 2x + 3 = 2(x + g)

2
4 0 5 25 ‘ —%
4 -6 14 | 4 |
q'=4x2—6x+14:>q=%:2x2—3x+7er=4

3°) Dividir f = 8x> + 6x* + 4x3 + 3x> —4x — 3 porg =4x + 3 = 4<x + %)

q':8x“+4x2—4:>O|=T=2X4+X2_1er:O
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Qual o quociente da divisdo de 4x* + 6x3 — 7x2 + 8x — 7 por 2x + 3?

Qual o valor de K para que
P(x) = 6x% + 11x* + 4x3 + Kx2 + 2x + 8
seja divisivel por 3x + 4?

Qual o quociente da divisao do polinémio

P,(x) =x°+ 3x*> + x — 1 por P,(x) = %(x + 1)?

Dados os polinbmios f = —2x3 — x2 + 2x + 1 e g = 2x + 1, calcule
f+eg)f—-gef:g.
29

Sendo p(x) = b5x® — - X + 6, qgx) =2x — 1 erx) = x — 7, calcule
P(x) + q(x) — r(x).

O resto da divisao de um polindmio P(x) por ax — b € R = P(r). Determine r.

Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, determine quociente e resto da
divisdo de f por g:

a) f=0x*—12x3+x2 - 13,g=x+3

b) f=81x5+32,g=x—%
c) f=2x*+4x2+8x+16 e g=2x +1
d f=4xt*—2x+1eg=x—-1)Kx+2)

Qual € o resto da divisao de f = x® + 1 por g = 2x — 47
Mostre que f = 2x3 + 9x2 + 7x — 6 é divisivel por g = x? + b5x + 6.

Solucao

Podemos resolver este problema se efetuar a divisdao, notando que
g =(x + 2)(x + 3).
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Se f for divisivel por x + 2 e x + 3, de acordo com o teorema do item 72,
f sera divisivel por g. Provemos, portanto, que f(—2) = 0 e f(—3) = O:

f(—3) = 2(~3)° + 9(—3)?+ 7(-3) —6=-54+81—-21-6=0
f(—2) = 2(—2)° + 9(—2)? + 7(-2) —6=-16 + 36 — 14 — 6 =0

Mostre que f(x) = x* + 4x3 + 4x2 — x — 2 € divisivel por g(x) = x2 + 3x + 2.
Prove que (x — 2)?" + (x — 1) — 1 é divisivel por x? — 3x + 2.

Determine a e b em R de modo que o polinémio
f=x3+2x2+ (2a — b)x + (a + b)
seja divisivel por g = x® — x.

Solugao
g=xX2—x=x(x—1)=(x—-0)(x—1)

entao f € divisivel por g desde que f seja divisivel por x — 0 e x — 1, isto
é, se f(0) = 0 e f(1) = O. Assim, temos:

f0)=0 > 03+2-02+(2a—b)-0+(@+h)=0=a+b=0
f(l)=0 = 13+2-12+(2a—b)-1+(@+hb)=0 = 3a+3=0
Resolvendo o sistema formado por essas duas equacoes, vem:
a=-1eb=1.

Determine p e g de modo que o polindmio x® + px + g seja divisivel por
(x —2)(x + 1).

Determine a, b, ¢ de modo que ax® + bx>~* + ¢, com n € N*, seja divisivel
por x(x + 1) (x — 1).

Prove que 5x® — 6x° + 1 é divisivel por (x — 1)? e determine o quociente.
Prove que nx"** — (n + 1)x" + 1 é divisivel por (x — 1)

Determine a e b em funcdo de n de modo que ax"** + bx" + 1 seja divisivel por
(x — 1)

Determine os nimeros reais a € b € 0 maior inteiro m de tal modo que o poli-
noémio x5 — ax* + bx® — bx?2 + 2x — 1 seja divisivel por (x — 1)™.
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Mostre que f = x3 + x2 — 10x + 8 é divisivel por x — 1, mas nao € divisivel por
(x — 1)2.

Solucao

Vamos aplicar duas vezes o algoritmo de Briot-Ruffini:

f 1 1 10 8 | 1
q 1 2 s | o |
r1
q 1 2 -8 | 1
1 3 | -5 |

Verificamos que f € divisivel por x — 1, pois obtivemos g = x> + 2x — 8 e
r, — 0, porém f nao € divisivel por (x — 1)%, uma vez que g nao € divisivel
por x — 1.

Se «a, B € y sao raizes do polindémio f, qual é o grau de f?

Solucao

Se f admite «, B € y como raizes, entao f € divisivel por X —a, X — B €
X — 1y; portanto f € divisivel pelo produto (x —a)(x — B)(X — ), isto &, existe
um polindmio q tal que:

f=aq-Xx—a)x—PR)x—"1)

Existem duas possibilidades:

13 q=0 = f=0 = A of

ou

2°)q#0 = af =9+ 9[(Xx —a)Xx —B)x —vy)]=09q +3=3
Resposta: f=0 ou of = 3.

Se as divisoes de um polinbmmio f por x — 1, x — 2 e x — 3 sdo exatas, que se
pode dizer do grau de f?
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Determine o quociente e o resto da divisao de
f=x—5x>+8x—4 por g =(x— 1)(2x — 4).

Solucao

Vamos dividir f sucessivamente por x — 1 e 2x — 4 = 2(x — 2) e aplicar o
mesmo raciocinio feito no exercicio 207:

fo1 5 8 -4|1 q, 1 -4 4|2

Calcule o resto R(x) da divisao de um polinbmio inteiro em x pelo produto
(x + 1)(x — 2), sabendo que o resto da divisao por (x + 1) no ponto —1 e o resto
da divisao por (x — 2) no ponto 2 sao ambos iguais a 3.

a) Enuncie o teorema da existéncia e unicidade do quociente e do resto da
divisao de dois polinbmios de uma variavel A(z) e B(z).

b) Determine o resto da divisdo de um polinémio A(z) por B(z) = z? + 1,
conhecendo A(i) e A(—i), em que i é a unidade imaginaria.

Um polinémio f, dividido por x + 2 e x?> + 4, da restos O e x + 1, respectivamen-
te. Qual é o resto da divisao de f por (x + 2)(x2> + 4)?

Um polindmio P(x) € divisivel por x + 1, e, dividido por x> + 1, da quociente
x?> — 4 e resto R(x). Se R(2) = 9, escreva P(x).
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LEITURA

Tartaglia e as equacgoes de grau trés

Hygino H. Domingues

Ao final do século XV a algebra pouco evoluira em relagao ao conheci-
mento que egipcios e babildnios tinham sobre o assunto 1800 anos antes
de Cristo. O mais antigo livro impresso sobre aritmética e algebra, a Summa
(1494), do frade italiano Luca Pacioli (1445-1515), da bem uma ideia desse
fato, pois no que se refere a algebra essa obra se limita a resolugao de equa-
¢oes do primeiro e segundo graus e assim mesmo (como era usual na época)
por meio de regras verbais aplicadas a casos numéricos. E Pacioli terminava
seu livro afirmando ser a solugdo da cubica x® + mx = n (usando a notacao
moderna, m > 0 e n > 0) tdo impossivel quanto a quadratura do circulo.

Mas esta previsao logo iria ser desmentida. Aproximadamente na virada
do século XV para XVI, Scipione del Ferro (1465-1526), professor da Univer-
sidade de Bolonha, conseguiu resolver esse tipo de equacao. Ora, como a
substituicao x =y — (%) transforma x* + ax? + bx + ¢ = O numa equacao do
tipo y® + py + g = 0, entdo o segredo da resolugdo das equacodes clbicas
estava praticamente desvendado.

Scipione contudo nao publicou seu método. Apenas o segredou, tem-
pos depois, a Antonio Maria Fiore e a seu genro (e futuro sucessor em
Bolonha) Annibale della Nave. Diga-se de passagem que era comum na €po-
ca guardar segredo de resultados cientificos obtidos a fim de usa-los como
trunfos em porfias intelectuais que com certa frequéncia ocorriam e que
acabavam servindo de avaliacao cientifica dos participantes.

Nesta altura entra em cena Niccolo Fontana (1499(?)-1557), natural de
Brescia, na Italia. Quando em 1512 sua cidade natal foi invadida pelos fran-
ceses, mesmo estando refugiado na catedral local com outros habitantes,
foi seriamente ferido, tendo inclusive seu palato perfurado por um golpe de
sabre. Sobreviveu a duras penas, tanto mais que era 6rfao de pai e muito
pobre, mas contraiu uma gagueira que o acompanhou pelo resto da vida —
dai o apelido consequente de Tartaglia (Tartamudo). Felizmente sua brilhante
inteligéncia nao foi afetada e ainda bem jovem, como autodidata, se tornou
um respeitavel professor de matematica.



Por volta de 1530 acabou vazan-
do a noticia de que Tartaglia saberia
resolver uma equagao numérica da for-
ma x3 + px? = q. Achando tratar-se de
bravata, quando soube disso Fiore de-
safiou Tartaglia para uma disputa en-
volvendo cubicas. Realizada em 1535,
com cada um propondo 30 questoes
para o outro, Tartaglia ganhou de 30
a O (zero), o que fez sua fama crescer
enormemente.

@

W

Nicolo Tartaglia [1499(?)-1557].

Apesar da intencao de manter segredo de seus métodos sobre
0 assunto, Tartaglia acabou por revela-los (sob promessa de sigilo) ao
matematico, médico, astrénomo e astrélogo Girolamo Cardano (1501-1576).
Ora, este ultimo, se do ponto de vista intelectual era inquestionavelmente
brilhante, quanto ao carater era no minimo uma figura controvertida. E qual
nao foi a surpresa de Tartaglia quando, em 1545, ao sair a primeira edi¢cao
do importante livro Ars magna (Arte maior), de autoria de Cardano, la estavam
seus métodos, embora com referéncia de agradecimento a ele, o que gerou
uma polémica infrutifera de mais de um ano entre ambos.

O fato € que a longa e retoérica solugao de x® + mx = n, que figura no Ars
magna e que em notacao atual se traduz por

m3  n2  n \/\/ m® n2 n
= & - - - & _ L
X N27+4+2 27t T T2
hoje é conhecida como férmula de Cardano. O Ars magna incluia outra notavel
descoberta, devida a Ludovico Ferrari (1522-1565), discipulo de Cardano:

um método para reduzir equacoes do quarto grau a equacoes cubicas. Neste
ponto, praticamente, a algebra iria ficar por quase dois séculos e meio.




Equacoes
polinomiais

I. Introducao

74. Neste capitulo, trabalharemos com funcdes polinomiais
P(x) =a, + ax +a,x* + ... + ax

em que os coeficientes a,, a,, a,, ..., @, S80 nimeros complexos e a variavel x tam-
bém é complexa, isto €, x pode ser substituido por um nimero complexo qualquer.

Ha algumas propriedades que exigem restricao para os coeficientes (por exem-
plo, os coeficientes devem ser reais); quando surgirem, faremos a restrigao.

75. Recomendamos ao estudante fazer, neste instante, uma revisdo de alguns
assuntos basicos vistos no capitulo anterior, tais como:
a) valor numérico de P(x) para x = « (item 37);

b) funcao polinomial identicamente nula e teorema correspondente (itens 38
e 39);

c¢) funcoes polinomiais idénticas e teorema correspondente (itens 40 e 41);
d) adicao, multiplicacao e divisdo de polindémios (itens 42 e 58);

e) divisao por bindmios do 1° grau, especialmente o teorema de D'Alembert
(item 69)

100 Fundamentos de Matematica Elementar | 6



EQUACOES POLINOMIAIS

Equacao polinomial

Dadas duas funcdes polinomiais f(x) e g(x), chama-se equag¢ao polinomial ou
equacao algébrica a sentenca aberta f(x) = g(x).

Assim, por exemplo, se f(x) = x3 + x2 — x — 1 e g(x) = 3x? — 3, a sentenca
aberta x3+ x2 — x — 1 = 3x? — 3 é uma equacao polinomial.

Recordemos que uma sentenca em x, aberta, pode ser verdadeira ou falsa
conforme o valor atribuido a x. No nosso exemplo, temos:

parax=0, 034+ 0°-0—-1=3-0%2—-3 (falsa)
f(0) g(0)

parax=1, 1%+ 12—-1 -1 =3-1%2—- 3 (verdadeira)
f(1) g1)

Raiz de equagao polinomial

Dada uma equacao polinomial f(x) = g(x), chama-se raiz da equacao todo nu-
mero que, substituido em lugar de x, torna a sentenca verdadeira. Assim, o nimero
r € raiz de f(x) = g(x) se, e s6 se, f(r) = g(r) € sentenca verdadeira.

Retomando o exemplo dado, na equacao x3 + x> — x — 1 = 3x?> — 3 as raizes
sao 1,2 e —1, pois:

parax=1, 1°*+12-1-1=3-12-3 = 0 = 0 (verdadeira)

parax =2, 224+ 22-2-1=3-22-3 = 9 =9 (verdadeira)

parax = —1, (1) + (-1 — (-1) — 1 =3(—1)> — 3 = 0 = 0 (verdadeira)

enquanto 3 nao € raiz, pois:

parax=3, 33+32-3-1=3:-32-3 = 33 =24 (falsa)

Conjunto solucao

Chama-se conjunto solucao ou conjunto verdade da equacao f(x) = g(x) em C
0 conjunto S cujos elementos sao as raizes complexas da equacao.

Por exemplo, o conjunto solugdo da equagdo x® + x> — x — 1 = 3x2 — 3 é
S={1,2, -1}
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Resolu¢do de uma equacgao

Resolver uma equacgao polinomial € obter o seu conjunto solucao.

Dada a equacao polinomial f(x) = g(x), resolvé-la significa desenvolver um
raciocinio 16gico e concluir quais sao as raizes, sem ter de “adivinhar” nenhuma
e sem “esquecer” nenhuma. Aprender a resolver equacdes polinomiais é a meta
deste capitulo.

Vimos que a equacdo x® + x2 — x — 1 = 3x2 — 3 apresenta as raizes 1,2 e
—1, porém nao esclarecemos duas questoes:

1%) como obtivemos as raizes?
2%) sao s6 essas as raizes da equacao?

A teoria seguinte responde a essas perguntas.

Equacées equivalentes

Duas equacoes polinomiais sao equivalentes quando apresentam o mesmo
conjunto solucao, isto €, toda raiz de uma equagao é também raiz da outra e recipro-
camente. Assim, por exemplo, as equacoes

Mx+x2=—x—1=3x*-3 e 2Qx*—2*—x+2=0
sao equivalentes, pois S, = {1, 2, -1} e S, ={1, 2, -1}
Ha duas transformacgdes que nao alteram o conjunto solucao de uma equacao

polinomial, isto €, ha duas maneiras de transformar uma equacao polinomial em
outra, equivalente a primeira:

1%) somar aos dois membros a mesma funcao polinomial

f(x) = g(x) < f(x) + h(x) = g(x) + h(x)

Exemplo:

Seja a equacao:

3 —4x+11=2x2+x+5 (1)
(x) g(x)
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Adicionemos h(x) = —g(x) = —2x?> — x — 5 aos dois membros:

B —4x+11) + (=2 = x —5) = (2¥* + x + 5) + (—2x* — x — H)
f(x) h(x) g(x) h(x)

Simplificando, temos: x> = 5x + 6 = 0 (2)

Decorre que (1) € equivalente a (2), portanto: S, = S, = {2, 3}.

Na pratica, aplicamos esta propriedade com o seguinte enunciado: “Em toda
equacao polinomial, transpor um termo de um membro para outro, trocando o sinal
do seu coeficiente, nao altera o conjunto solucao”:

f(x) = g(x) & f(x) —gx) =0

2%) multiplicar os dois membros pelo mesmo nimero complexo k(k # 0)
f(x)=g(x) & k-f(x) =k gX)

Exemplo:

2
STX - % =0 e 6x%2 — 1 = 0 sado equivalentes, pois a 22 foi obtida da 12 através

de uma multiplicacao por 8.

Na resolucao de uma equacao polinomial procuramos sempre transforma-la
em outra, equivalente e muito simples, em que 0 conjunto solucao possa ser obti-
do com maior facilidade. Assim, empregando as operagoes descritas no item ante-
rior, € possivel transformar qualquer equacao f(x) = g(x) numa equagao equivalente
P(x) = f(x) — g(x) = 0, isto &, toda equacao polinomial é redutivel a forma:

= -2 —
ax"+a _,x""'+a _x"?+..+ax+a,=0

Quando transformamos uma equacgao polinomial para a forma P(x) = O,
podem ocorrer dois casos imediatos:

1°) P(x) € identicamente nula, isto €, estamos diante da equacao

O-x"+0-x""*+0-x""2+..4+40-x+0=0
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que € uma sentenca verdadeira para todo ndmero complexo que seja colocado no
lugar de x; portanto:

S=C

2°) P(x) é constante e nao nula, isto €, estamos diante da equacao

O-x"+0-x""*4+0-x""2+...+40-x+k=0
que € uma sentenca falsa para todo nimero complexo que seja colocado no lugar
de x; portanto:

S=0

Exemplos:

1°) Resolver (x — 1)(x*+ 1)+ x> =x3+x—-1

Temos: x* — x> +x—1+x>=x3+x-1

Istoé: (x* +x—1)—-(x®*+x—-1)=0

Portanto: Ox* + Ox> + 0x + 0 =0 = S=C

2°) Resolver x(x — 1)(x —2)=x2 —=3x> +2x — 7

Temos: x2 — 3x2 + 2x =x3 = 3x2 + 2x — 7

Istoé: (x* —3x>+2X) = (x3 —=3x2+2x—7)=0

Portanto: 0x* + Ox2 + Ox + 7 =0 = S =

Daqui por diante, excluiremos esses dois casos imediatos; portanto, s6
consideraremos as equacgoes polinomiais P(x) = O em que o grau de P € maior
do que zero.

Como toda equacao polinomial pode ser colocada na forma
Px)=ax"+a, _x""*+a _x""?+..+ax+a,=0,

€ evidente que as seguintes proposicoes sao equivalentes:
(1) r é raiz da equacao P(x) = 0
(2) r € raiz da funcao polinomial P(x)
(3) r é raiz do polindbmio P

e as trés proposicoes sao sintetizadas por P(r) = O.

Diremos também que a equacao P(x) = O € de grau n se, e s6 se, P(x) e P sao
de grau n.
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Teorema Fundamental da Klgebra (T.F.A.)

Todo polindmio P de grau n = 1 admite ao menos uma raiz complexa.

Admitiremos a validade deste teorema sem demonstracao.

Teorema da decomposicao
Todo polinémio P de grau n (n = 1)
P=ax"+a, _,x""*+a _x""2+..+ax+a, (a#0)
pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:
P=a(x—r)x—rn)(x—r)..(x—r)
emaquer,r, I, ..., I, S80 as raizes de P.

Com excecao da ordem dos fatores tal decomposicao € unica.

Demonstracao:

1?) parte: existéncia

a) Sendo P um polinémio de grau n = 1, podemos aplicar o T.FA. € P tem ao
menos uma raiz r,. Assim, P(rl) = 0O e, de acordo com o teorema de D’Alembert,
P € divisivel por x —r,:

P=(x—-r)-Q (1

em que Q, € polinémio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,. Se n = 1, entdo
n—1=0 e Q, ¢ polinbmio constante; portanto, Q, =a, e P = an(x - rl), ficando
demonstrado nosso teorema.

b)Sen=2,entdon — 1 =1 e o T.FA. € aplicavel ao polindbmio Q,, isto €, Q,
tem ao menos uma raiz r,. Assim, Ql(rz) =0 e Q, édivisivel por x — r,:

Qj_ = (X - r2) : Q2 (1|)
Substituindo (1') em (1) resulta: P = (x — r,)(x = 1r,) - Q, (2)

em que Q, € polindbmio de grau n — 2 e coeficiente dominante a_. Se n = 2, isto &,
n—2=0,entdo Q, = a, e P = ax — r)(x — r,), ficando demonstrado nosso
teorema.
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¢) Apds n aplicacoes sucessivas do T.FA. chegamos na igualdade:

P= (X - rl)(x - r2)(X - r3) (X N r”) -Q

em que Q, tem grau n — n = O e coeficiente dominante a_; portanto, Q, = a, e

P=a, (X - rl)(x - rz)(x - rs) (X - rn)

2?) parte: unicidade
Vamos supor que P admita duas decomposicoes:

P=a(x—r)x—r)x—r)..(x—r)

P=a'(x —r)x—r)x—ry..(x=r))

Supondo reduzidos e ordenados os dois segundos membros, temos:
ax"—asS, -x""t+ .. .a x"—a S, x" 1+ .
e, pela definicao de igualdade de polindbmios, temos necessariamente:

n=m e a =a'

Ficamos com a igualdade:

(x — rl)(x — r2)(x — r3) (x - rn) = (x — r‘l)(x - r‘2)(x - r'3) (x - r‘n) (3)

Atribuindo a x o valor de r,, temos:

0=(r, = r)r,—ry)(r, =1y (. — 1)
e, se o produto € nulo, um dos fatores r, — r} € nulo; com uma conveniente mudanca
na ordem dos fatores, podemos colocar | r, = r',

A igualdade (3) se transforma em:

(x=—r)x —r)x—r) . (x=r)=(x—r)x—r)x —ry) . (x = 1)

e em seguida em:

(x=r)x =) (x=r)=(x=r,)x = ry)..(x = 1)

Atribuindo a x o valor r,, temos:

— ' il il
0=(r,—r)rb—ry(n—r)
e, analogamente, um dos fatores r, — r', € nulo; com uma conveniente mudanga na

ordem dos fatores, podemos colocar | r, = r,
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Continuando, r, = r', para todo i € {1, 2, 3, ..., n}.
As igualdades m =n,a' =a,r, =1r,r,="r,r;, =r, .. =r, s30 aprova
da unicidade da decomposicao.

Consequéncia do teorema da decomposicao

Teorema

Toda equacao polinomial de grau n (n = 1) admite n, e somente n, raizes com-
plexas.

Demonstracao:

Seja a equacao polinomial

Px)=ax"+a _x""*+a _x""2+..+ax+ta,=0

2

Vimos na demonstracao da existéncia da decomposicao que P admite as
raizes (distintas ou ndo) r,, r,, f5, ..., f,. Provamos que sao sé essas as raizes de P ao
provarmos a unicidade da decomposicao.

Exemplos:

1°) Fatorar o polindmio P = 5x® — bx* — 80x + 80, sabendo que suas raizes
sao 1, —2, 2, —2i, 2i.

P=5Kx—1)(x + 2)(x — 2)(x + 2i)(x — 2i)

2°) Qual é o conjunto solucdo da equacao 7(x — 1)3(x — 2)4x — 3)2 = 07?
De que grau é essa equagao?

Temos:

P=7x—1)(x—1)Xx—1)(X—2)(x — 2)(x — 2)(x — 2)(x — 3)(x — 3);

asraizesdePsaol1,1,1,2,2,2,2,3e 3, portanto a equagao € do 9° grau e seu
conjunto verdade é S = {1, 2, 3}.

Observacoes

1%) Tendo em vista o teorema da decomposigao, todo polinbmio P de grau n
(n = 1) pode ser encarado como o desenvolvimento de um produto de n fatores do
1° grau e um fator constante a,, que € coeficiente dominante em P.

P=aXx—-—r)Xx—-—r)x-r)..x-—r)
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2?) Nada impede que a decomposicao de P apresente fatores iguais. Associan-
do os fatores idénticos da decomposicao de P, obtemos:

— _ mq _ mo _ m3 _ m
P=ax—r)"™x—r)"x—r)" .. (x—r)"
emauem, + m, + Mg+ ..+ m =n e r,r,f,,..,r sao dois a dois distintos.

Neste caso, P ¢ divisivel separadamente pelos polinémios (x — r,)™, (x — r,)™,
e (X =)™,

Dada a equacdo polinomial (x — 1)(x3 — 4x + a) = (x2 — 1)?,
a) coloque-a na forma P(x) = O;
b) Obtenha a para que 2 seja uma das raizes da equacao.

Solucao

a) Desenvolvemos os dois membros:

X(x2—4x +a)— (X3 —4x+a)=(x* —1)(x* — 1)
Xf=x—4x’+ 4+ax—a=x*—2x2+1

e transpomos:
K= x3—A4x+(bd+ax—a—x¥+2x2—-1=0
—x3—-2x2+ (4 +ax—(a+1)=0

XX+2x> —(4+ax+@+1)=0

P(x)

b) 2 éraiz se, e s6 se, P(2) = 0, entao:
PR)=22+222—(4+a)22+(@a+1)=8+8—-8—-2a+a+1=
=9-a=0=a=9

Resposta: x3 + 2x> — (4 +ax +(@a+1)=0 e a=09.

Determine m de modo que —2 seja raiz da equacao
X+ m+2)x2+ 1 +mx—2=0.
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Resolva em C as seguintes equacgdes polinomiais:

a) (x+1)x—x+1)=(x—1)°

b) (x + 2)(x + 3) + (x — 2)(1 — x) = 4(1 + 2x)

) R+ -1 - -1Dx*+ 1) =2x*—-x>—-1)+ 3

Determine o grau e o conjunto solugao das equacdes no universo C:
a) bx—1)x—-7)=0

b) 3(x + 4)?(2x — 5)* =0

c) 11(x2 -2 =0

Uma das raizes da equagéo 2x* — 6x°® + 4x2 = 0 é 1. Designando-se por x, a
maior das raizes dessa equacao, calcule 5xi.

Qual o valor de a se o nimero complexo z = 1 + i € uma das raizes da equacao
x8 = a?

Quais as solugdes da equacao Q(x) = 0, em que Q(x) € o quociente do polinémio
x* — 10x® + 24x? + 10x — 24 por x> — 6x + 5?

Se a e b sao raizes do polinbmio P(x), 0 que se pode afirmar sobre o grau de
P(x)?

Resolva, em C, a equacdo x* — bx? — 10x — 6 = 0, sabendo que duas raizes
sao —1 e 3.

Solucao

Vamos dividir P(x) = x* — 5x? — 10x — 6 por (x + 1)(x — 3):

1 0 -5 -10 -6 -1
1 -1 -4 -6| o] 3
1 2 2| o0

Temos que P(x) = (x + 1)(x — 3)(x2 + 2x + 2), portanto as demais raizes
vemde x? +2x +2 =0,istoé,x = —1 £ i.

Resposta: S ={—-1,3, -1 +i —1 —i}.

Resolva, em C, a equacado 6x3 + 7x? — 14x — 15 = 0, sabendo que uma das
raizes é —1.
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0 polindmio P(x) = x> — x* — 13x® + 13x®> + 36x — 36 é tal que P(1) = 0. Quais
0s outros valores de x que o0 anulam?

Determinetodas asraizes daequacao P(x) = 0,sendo P(x) = 9x3 — 36x? + 29x — 6.
Sabe-se que esse polindmio € divisivel por x — 3.

a) Calcule as raizes quadradas do nimero complexo 2i.
b) Determine as raizes da equacdo z2 — (3 + 5i)z — 4 + 7i = 0.

Dé uma equacao do 3¢ grau cujas raizes sao 1, 2 e 3.

Determine o polindbmio P(x) do 3¢ grau cujas raizes sao 0, 1 e 2, sabendo que
oL)--2
2/ 2

Decomponha o polindmio —x3 + 4x? + 7x — 10 em um produto de fatores do
primeiro grau.

Decomponha em fatores do primeiro grau:
a) 6x? — bxy + y?
b) x* + 4 (no campo complexo)

O polinémio p(x) = ax®> + bx* + cx® + dx* + ex + f é divisivel por g,(x) =
= —2x2 +V5xe por g,(x) = x> — x — 2. Quantas raizes reais possui 0 polindbmio
p(x)?

Se A é uma matriz quadrada n X n, | é a matriz identidade da ordem n, entao o
determinante da matriz (A — xI) € um polinébmio de grau n na variavel x, cujas rai-
zes sao chamadas valores proprios de A. Determine os valores préprios da matriz

1 1 1
1 1 1].
1 1 1

Qual ou quais das afirmacgoes abaixo sao verdadeiras?

a) Seja P(x) = a,x" + axx"~* + ... + a,. Entdo, P(x) = O para todo x real
< a,=a, =..=a, =0.

b) Sejam P(x) = (ax + 2)x + bx + 4 e Q(x) = x> + bx + c. Entao, P(x) = Q(x)
paratodoxreal & a=1,b =3 ec = 4.

¢) Todo polindmio P(x) do grau n admite no maximo n raizes reais.
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Exemplo preliminar

Consideremos a equacao polinomial (x — 3)(x — 1)%(x — 4)3 = 0, que apresenta
seis raizes, sendo uma raiz igual a 3, duas raizes iguais a 1 e trés raizes iguais a 4.

Dizemos que 3 € raiz simples, 1 é raiz dupla e 4 é raiz tripla da equacao
dada.

Multiplicidade

Dizemos que r é raiz de multiplicidade m (m > 1) da equacao P(x) = O se, e
somente se,

P=x—-rnNm"-Q e Q) #0

isto &, r é raiz de multiplicidade m de P(x) = O quando o polindmio P é divisivel por
(x — ™ e nao é divisivel por (x — r)™ "1, ou seja, a decomposicao de P apresenta
exatamente m fatores iguaisa x — r.

Quando m = 1, dizemos que r € raiz simples; quando m = 2, dizemos que r é
raiz dupla; quando m = 3, dizemos que r € raiz tripla, etc.

Exemplos:

1°) A equacao x*(x + 5)” = 0 admite as raizes 0 e —5 com multiplicidades 4
e 7, respectivamente, e, embora a equacao seja do 11° grau, seu conjunto solugao
tem so6 dois elementos, portanto S = {0, —5}.

2°) A equacao (x — a)" = 0 admite s6 a raiz a com multiplicidade n, isto €, seu
conjunto solucao é S = {a}.

Determine todas as raizes e respectivas multiplicidades nas equacoes:
a) 3x +4)x2+1)=0

b) 7(2x — 3)*(x + 1)3(x — 5) =0

c) 4(x — 10)5%(2x — 3) = 4(x — 10)°%(x — 1)

d) X+ x+ 1)3(7x — 14i®* =0
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Qual € o grau de uma equacao polinomial P(x) = O cujas raizes sao 3, 2, —1
com multiplicidades 7, 6 e 10, respectivamente?

Solucao

P(x) = k(x — 3)"(x — 2)%(x + 1)*°*em que (k € C e k # 0)

Resposta: grau 23.

Forme a equacao cujas raizes sao 2, —3,1 + i e 1 — i, com multiplicidade 1.

Solugao

Aequagao € k - (x — r)(x — r)(x — r)(x — r,) = 0, isto €,
k- Xx=—2)x+3)x—1—-i)x—12+i)=0

e desenvolvendo temos:

K- (x* —x2—06x2+14x — 12) =0comk # O

Forme uma equacao polinomial cujas raizes sdo —2, —1, 1 e 4 com multiplici-
dade 1.

Construa uma equacao algébrica cujas raizes sao 2, 3, V3 e —V3com multiplici-
dade 1.

Construa uma equacao algébrica cujas raizes sao 1, i e —i com multiplicidade
1, 2 e 2, respectivamente.

Qual é a multiplicidade da raiz r na equacao polinomial P(x) = 0, nos seguintes
casos?

19)P(x) =x" —5x5+6x> e r=0
29Px)=x>—2x*+x*—x>+2x—1 er=1
Solugao
19) P(x) = x3(x?> — bx + 6) = (x — 0)%(x2 — 5x + 6)

Q(x)
Como Q(0) # O, resulta que O é raiz com multiplicidade 5.
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2°) Vamos dividir P(x) sucessivas vezes por x — 1:

1 -2 1 -1 2 -1]|1
1 -1 0 -1 1| of 1
1 o o -1]o0 1
1 1 1] o0 1
1 2| 3%#0

Temos P(x) = (x — 1)3(x> + x + 1)

Q(x)
Como Q(1) = 3 # O, resulta que 1 € raiz tripla.
Resposta: 5 e 3.

Resolva a equacao x* — 4x3 + 8x2 — 16x + 16 = 0, sabendo que 2 é sua raiz
dupla.

Se, na equacdo x3 — 75x + 250 = 0, m é raiz dupla e n = —2m é a outra raiz,
ache m e n.

Solucao

A equacao dada € redutivel a forma
(x = m)3*x+2m) =0

isto €, desenvolvendo:

x3 —3m3x + 2m3 =0

portanto, devemos ter:

3m? =75 e 2m® = 250

eisso acarretam =5 e n = —10.
Resposta:m =5 e n = —10.

Qual das equacodes abaixo possui raiz de multiplicidade 3?
a)x*—-1=0 c) x*—4x2=0
b) x —2)*=0 d x—13x+1)=0

Qual é a multiplicidade da raiz x = 1 da equagao x* — x3 — 3x2 + bx — 2 = 0?
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Uma das raizes do polindmio P(x) = —x® — x> + x + 1 é x = 1. Qual o produto
das outras raizes?

Qual a proposicao correta sobre as raizes da equacao x* — 20x? + 36 = 07

a) Duas sao complexas e duas sao reais.
b) Sao todas racionais.
¢) Formam uma progressao aritmética.

Sabendo que P(x) = —x* + 11x3 — 38x?> + 52x — 24 tem uma raiz dupla
X = 2, qual o dominio da funcao f(x) = log [P(x)]?

Se x, = —2 é raiz dupla da equacdo 2x® + 7x? + 4x + K = 0, calcule o valor de
K.

Quais os valores de a e b para que a equacao
x*+@Ba—bx+2b—4)x2+ (@ +4)x+a+b=0
tenha uma raiz dupla igual a zero?
Quais os valores de m e n para que a equacao:

3
x7—5x6+4x5—3x4+2x3+(m—5n)x2+<€m—n+2)x+(5—m-n)=0
admita duas, e apenas duas, raizes nulas?

Sabendo que 0 € raiz de multiplicidade 3 da equacao
a
x5 — 3x* + 4x3 + <12b + §>x2 +((@—3b+ 13)x + (ab + 4) =0,

calcule a + b.

Qual deve ser o valor de m para que a equacao algébrica
X—=@+mx2+ @4 +4m)x —4m =0
admita o valor 2 como raiz dupla?

Equacao do 2% grau
Consideremos a equagao:

(ax2+bx+c=0 (a#0)
cujas raizes saor, e r,.
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Vimos que essa equacao pode ser escrita sob a forma:
2 ax —r)x—r)=0
Temos a identidade:
ax® + bx + ¢ = a(x — r,)(x = r,), Vx
Isto é:
x2+£x+£=x2—(r +1,) + 1,1, VX
a a 1 2 127

Portanto:

sao as relagdes entre coeficientes e raizes da equacao do 2° grau.

Equacgao do 3% grau
Consideremos a equacao:
Dax+bx2+cx+d=0 (a#0)
cujas raizes s@o r,, r, € r,.
Vimos que essa equacao pode ser escrita sob a forma:
(2) a(x - rl)(x - rz)(x - r3) =0
Temos a identidade:

ax®*+bx2+cx+d= a(x - rl)(x - rz)( X — r3), X

Isto é:
b c d
3 — y2 —_ —- — y3 2 —
X+ X+ X+ — =X (r, + 1, + 1@ + (1, + 0ry + rrx — 1, x
Portanto:
b c d
= — L R L= — el = ——

sao as relagdes entre coeficientes e raizes da equacao do 3° grau.
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Equagao de grau n qualquer

Vamos agora deduzir as relagcoes entre coeficientes e raizes de uma equagao
polinomial de grau n (n = 1).

Dada a equacao

Px)=ax"+a, _x""*+a, _x"2+..+ax+a,=0 (a, #0)
cujas raizes sao r,, r,, r,, ..., I, temos a identidade:

PX) =a(x —r)x —r)x—r)..(x—r)=
=ax —afn +r+rn ..ot

Sl
+arn F a2 —
Sz
—a(rnr + nn e n r T3+ L+
SS

+(—1D)ra Sx" "+ ...+ (—1)ra(rhr, ... 1), VX

S

n

portanto, aplicando a condicao de igualdade:

S, =1, 41,41+ .t = —n-i
=N ry ry r, = B
n
S,=nr,+trnr,+rr+.. + =L
, =N, + 0+, +o.+r a
n
S + + ..+ =g
3 riroly P1P10 ol -1l a

_ (soma de todos os C_ produtos) (—1) a,_n
de h raizes da equacao

sao as relacoes entre coeficientes e raizes da equacao P(x) = O, também chamadas
relacoes de Girard.
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Aplicagoes

1?) Calcular a soma e o produto das raizes da equacao
2x* + 3x3 + 4x2 + 5x + 6 = 0.
Temos:

— s _ 3 — 4 A _ 6 —
r1+r2+r3+r4——a—4——? r,rrr, = (—1) a_4_?_3

2%) Se {r,, r,, r,} é 0 conjunto solucdo da equagao

2x3 + 5x2 + 8x + 11 = 0, calcular r2 + r3 + r3.

Temos:

a, 5
rR+r+r=—=——
1 2 3 a3 2

a, 8
rr,+rr.+rrn=—=—=4
12 1'3 2'3

a, 2

ao 11
fhlf,=——=—"7
a, 2

=<—£)—2(4)=%T5—8=—%

3?) Resolver a equacgao x3 — 6x2 + 3x + 10 = 0, sabendo que a soma de duas
raizes é 1.

Temos:
(1)rl+r2+r3=—i=6 (3)r1r2r3=—ﬁ=—10
a3 a3
a
2)rr,+rr+rrn= 5 3 4)r,+r,=1

3

@em(1) > 1+r,=6=r,=5

__10 _ _
@rnn="7F="21_ rr=—1 e r,=2,portanto S = {—1,2, 5}.

@r+r,=1 (ou vice-versa)
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Observacao

As n relagbes de Girard para uma equacao polinomial de grau n nao sao su-
ficientes para obter r,, r,, r,, ... r,. Se tentarmos o calculo de r,, por exemplo, ap6s
varias substituicoes, obteremos a equacao

n n-1 n-2 —
ari+a, _,r "t+a _.' “+..+ar+a, =0

P(ry)

que equivale a equacao dada.

Exemplo:
Resolver P(x) = x3 — 6x2 + 3x + 10 = 0.
Qr,+r+r,=6; Qrr,+rr+r=3; (3)rr,=-10

Temos: (2)r,(r,+r)+r,,=3 = r(6—r)+ —r:LO =3 =
1

de (1) de (3)

= r’(6-r)—10=3r, = r’=6r7+3r,+10=0 (??)

1
P(r,)

Quando é dada uma condicao para as raizes (por exemplo, soma de duas raizes
€ 1), entao € possivel obter o conjunto solugcao, como vimos no item 95 — 32,

Se x,, X, € X, 80 as raizes da equacao x* — 2x> — 5x + 6 = O, calcule o valor
de x, + x, + X,.

Calcule a soma e o produto das raizes das seguintes equacdes:
a)x3—2x2+3x—-5=0

b) x*+ 7x3 —56x>+ 11x+1 =0

c) 2x* +4x> + 7x + 10i =0
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Se o0 conjunto solugdo da equacao x* —ax® +Bx> —yx +8=0 é S={a,b,c,d},
calcule, em funcao de «, B, y € 8, 0 nimero

1 1 1 1
= — 4+ —+ =+ —.
y a b c d

Solugao

Pelas relacoes de Girard, temos: abcd = & € abc + abd + acd + bcd = v.
bcd + acd + abd + abc v

Assim, temos: y = =bod =3
Y

F.

Resposta: y =

Se a, b, ¢ sdo raizes da equacao x3 — 2x? + 3x — 4 = 0, calcule % + % + %

Calcule a soma dos inversos das raizes da equacao x> — 7x2 + 4x — 1 = 0.

Se a, b, ¢ e d sdo as raizes da equacao 2x* — 7x3 + 9x? — 7x + 2 = 0, qual é
o valor da expressao:

e_ 1,1 .1 1,

bcd  acd = abd * abc

Sendo {a, b, ¢} a solugdo da equacao 2x® — 3x?> + bx + 1 = 0, calcule o valor
da expressdo a?b? + a?c? + b3c?.

Solucao

Aplicando as relacoes de Girard, temos:

a, 3 ag 1
—+ =+ == = == = —— = ——
()a+b+c a, > (3) abc a, >
a, 5
+ac + bc =— = —
(2) ab + ac + bc a, >

Portanto:
a2b? + a’c? + b%c? = (ab + bc + ca)? — 2[(ab)(bc) + (bc)(ca) + (ab)(ca)] =
= (ab + bc + ca)®> — 2abc(b + ¢ + a) =

(5= (3352

Resposta: %
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Calcule a soma dos quadrados das raizes da equacao
X+ 5x3 —11x> + 4x — 7 = 0.

Calcule a soma dos quadrados e a soma dos cubos das raizes da equacgao
X2 —px2+qgx —r=0.

Solugao

Pelas relacoes de Girard, temos:

r+r+r=p, nL+rn+rn=q, re=r
Facamos X =r2+ri+r: e Y=rl+rl+rl.
Temos: X = (r, + 1, + 1,2 — 2(r,r, + r,r, + 1,r,) = p? — 2p
pX = (r,+r,+ )+ r2+12) =

=Y+ 42+l i+ i =

=Y +rrn 1) F o ) F o+ ) =

=Y + rirz(p — r3) + rirg(p — r2) + r2r3(p — ri) =

=Y +p(ryr, + 1,0, +1,1,) = 3,60, =Y + pg — 3r
portanto Y = p(p2 — 2q) — pg + 3r = p® — 3pq + 3r
Resposta: X =p?2—2g e Y =p— 3pg + 3r.

Seja a equacao do 4° graucom q,r,setreais,x* + g3+ 2 +sx +t=0
tal que L, M, N, P sao raizes reais dessa equacao.
Qual o valor de:

L M N P

?
MNP - LNP * LMP * LMN

Sendo a, b, ¢ as raizes da equacdo x° + x — 1 = 0, calcule o valor de

bc ac ab
— 4+ =+ —.
Iog(a b c)

Se a, b e ¢ sao raizes da equacao x3 — rx + 20 = 0, em que r € um ndmero
real, qual o valor de a3 + b® + ¢3?

Resolva a equagao x3 — 4x2 + x + 6 = 0, sabendo que uma raiz € igual a soma
das outras duas.

Resolva a equagao x® — 9x? + 20x — 12 = 0, sabendo que uma raiz € igual ao
dobro da soma das outras duas.

Resolva a equacdo x® — 5x? + 2x + 8 = 0, sabendo que uma raiz é o quadruplo
da soma das outras duas.
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Sendo a, b e ¢ as raizes da equacao x® — 2x2 — 9x + 18 = 0 e sabendo que
a>0 e ¢c= —a,qual ovalordea + b?

Sejam a, b e c,coma < b < ¢, as raizes da equacao
x3 —10x? + 31x — 30 = 0.
Sabendo que uma raiz € a diferenca entre as outras duas, qual o valorde a — b + ¢?

Sejam a < b < ¢ as raizes da equacao x® + 2x? — x — 2 = 0. Calcule o valor de
a + 2b + c, sabendo que a + ¢ = —1.

Calcule as raizes da equacado x® + 4x2 — 11x + k = 0, sabendo que a soma de
duas raizes vale —7.

Resolva a equacao x* + 4x3 — 2x? — 12x + 9 = 0, sabendo que tem raizes
iguais duas a duas.

Resolva a equacgao x® — 10x? + 31x — 30 = 0, sabendo que uma raiz é igual a
diferenca das outras duas.

Resolva a equacgdo x® + 5x? — 12x — 36 = 0, sabendo que uma raiz é igual ao
produto das duas.

Determine as raizes da equacao 3x® — 16x? + 23x — 6 = 0, sabendo que 0
produto de duas delas € igual a unidade.

Resolva a equacao 5x* — 26x° — 18x? + 32x — 8 = 0, sabendo que o produto
de duas raizes € 2.

O produto de duas raizes da equacdo x> + bx? + 2x + d = 0 éiguala 2 e a
soma das mesmas raizes € diferente de zero. Qual é a 3? raiz?

O produto de duas raizes da equacao 2x® — 19x? + 37x — 14 = 0 é 1. Qual é
a soma das duas maiores raizes da equagao?

Resolva a equacao x3 + 7x? — 6x — 72 = 0, sabendo que a razao entre duas

raizes é 3
>

Resolva a equacdo 5x® — 37x2 + 90x — 72 = 0, sabendo que uma raiz € média
harmoénica das duas outras.

Quais osvaloresdeae b seasequagdesx®* +ax>+18=0e xX*+bx+12=0
tém duas raizes comuns?

Determine m de modo que a equacao x3 + mx — 2 = 0 tenha uma raiz dupla.
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Resolva a equacgao x3 — 9x2 + 23x — 15 = 0, sabendo que suas raizes estao
em P.A.

Solucao
Pelas relacoes de Girard, temos:

a2
@yr,+r,tr,= —a—=9
3

al
2)rr, o= a_3 = 23

(3) ryrry=— o, 15
a3
e pela condicao do problema temos:
(4)r, +ry,=2r,
Substituindo (4) em (1) resulta: 3r, =9 = r, = 3
Temos, entao:
@ ar i =6 & (@) 05 =19
portanto r, e r, sdo raizes da equacdoy? — 6y + 5 =0, istoé,r, =1 e r, = 5.
Resposta: S = {1, 3, 5}.

Resolva a equacado x® — 6x? + 11x — 6 = 0, sabendo que suas raizes estdao em
P.A.

Sendo ¢ a maior das trés raizes a, b e ¢ da equacgdo x® + 6x> + 11x + 6 = 0, e
sabendo que uma delas é a média aritmética das outras duas, qual o valor de
a+ b+ 4c?

Resolvaaequacao 64x3 — 56x2 + 14x — 1 = 0, sabendo que suas raizes estaoem
P.G.

Solucao

Pelas relacoes de Girard, temos:

a, 7
(1) I’l+ r2+ r3= —a—3=§
a, 7
2)rr,+rrtrr,= a_3 =35
a, 1
(3) I'll’ZI’3 = = a— = a

g
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e pela condicao do problema, temos:
(4)r,-ry=r?

Substituindo (4) em (2), temos:

7
it Ot rr=rrtr2+rr=r+r+ r3)=§
entao r Lo =r _ L

2 8 32 2 4

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, vamos dividir

64x3 — 56x°> + 14x — 1 por X — %;

64 —-56 14 —1‘%

64 —40 4 o |

e recaimos na equacao 64x%> — 40x + 4 = 0 cujas raizes sao
1 1

r1=?e ;s =4

g
g1t 11

Resposta: S = { R 8}'

As raizes da equagao x3 — 6x2 + Kx + 64 = 0 sao ndimeros reais em progres-

sao geométrica. Qual o valor de K?

Resolva a equacdo x* — 4x3 — x2 + 16x — 12 = 0, sabendo que existem duas
raizes simétricas.

Solucao
Temos:
a3
Qr,+trtrtr,= 3 4
4
a2
(@) Tt 2F Tty 2R [T, aF Tlty 2R [l 2 g, = P -1
4
al
(3) ryrry + ryrr, + 1yt +rrr, = — P —-16
4
aO
(4) ryrrar, = P —-12

4

(5)r, +r, =0 (condicao do problema)
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Comparando (1) e (5), resulta:
(Mtr)+rn+r=4=r+1,=4 (6
Substituindo (5) em (3), resulta:
rh(ts + 1)+ rar(r, +1,) = —16 = rr,= -4 (7)
4 0
Substituindo este ultimo resultado em (4), vem:
(rr)rr, =—12 = —4rr,=-12 = rr, =3 (8)
De (6) e (8) resulta que r; e r, sdo as raizes da equacao y> — 4y + 3 = O,
istoe,r,=1 e r, =3.
De (5) e (7) resulta que r, e r, sao as raizes da equacao y> — 4 = 0, isto
é&,rn=2er,=-2.
Resposta: S = {2, —2, 1, 3}.

Resolva a equacao x* — 2x® + 4x? + 6x — 21 = 0, sabendo que duas raizes
sao simétricas.

Determine a condicdo para que a equacao x> — ax? + Bx — vy = O tenha duas
raizes simétricas.

Resolva a equacao x® — 3x3 — 4x + 12 = 0, sabendo que duas raizes sao simé-
tricas.

Quais os valores de h para que a equacado x3 + hx?2 + (2h + 1)x + 1 = 0 admita
duas raizes opostas?

Qual é a relacao entre a, b, ¢ para que a equacao x3 — ax? + bx — ¢ = O tenha
duas raizes simétricas?

Determine as raizes «, 3 € y do polinémio x3 — px? + gx — r,dado que o + 3 = O.

Resolva a equacgdo 2x* — x3 — 14x? + 19x — 6 = 0, sabendo que existem duas
raizes reciprocas.

Solucao
Temos:
1
Qr,+r,+r+ =%
2)rr,+rt+nr, ot trn=—7
19
(3) ryrory + ryb,r, + 1, + rpr, = — >
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(4) rrrr,=—3

B)r, = ri (condicao do problema)
2

De (5) em (4) resulta r,r, = =3 (4')
19

De (5) em (3) resulta r,r,(r, + 1,) + rr,(r, + 1,) = — >

istoé,1-(r, +r,) —3(% -r, - r4> = —%, ou melhor: r, + r, = —2 (3')

(1)
Resolvendo o sistema (3'), (4') resultar, =1 e r, = —3 (ou vice-versa).
Entao, temos o sistema:

5
Dr, +r, = —
D+ 2 quefornecer, =2 e r, =%(ou vice-versa).

Gy, =1

Resposta: S = {2, % 1, —3} .

Resolva a equacdo x® — x> — 8x + 12 = 0, sabendo que admite uma raiz com
multiplicidade 2.
Solucao
Temos:
a2
(@L) 17, = 7y = Iy = 5 1

3
a

@) rr,+nn+nn=—=-8
a3
3o
(3) rlr2r3 = —a— =—-12

3

(4) r, =r, (condicéo do problema)

De (4) em (1) resulta 2r, + r, = 1 (1')

De (4) em (2) resulta 13 + 2r,r, = —8 (2')

Eliminando r, por substituicéo de (1') em (2'), temos:
2+ 2r(1 - 2r)=-8 = 32— 2r, — 8 = 0, portanto

rh,=2 ou r1=—%.
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ser, = 2, entao - 12

(B)ry=— r2 =-3
1
11
(A)r,=1—2r, 3
ser, = ——, entao o7 )?
3 (3) r3 = — :::f = —T

Resposta: S = {2, —3}.

Resolva a equacao 8x* — 28x3 + 18x? + 27x — 27 = 0, sabendo que uma das
raizes tem multiplicidade 3.

Calcule a area do triangulo cujos lados sao as raizes da equacao
x3 + ax? + Bx + y = 0, em que os reais «, B, y sdo dados.

Solucao 1
Pela formula de Hierdo, um triangulo de lados r,, r,, r, € semiperimetro
1+ +f3

p=—""7— apresenta area:

S=~pp—r)p—r)p—r)

portanto

S = —\/p[p3 - (rl + r2 + r3)p2 + (rlrQ + r1r3 + r2r3)p - r1r2r3] =

sl g) ol -

Solucao 2

Temos P(x) = x3 + ax? + Bx + v = (X — r)(X — r,)(Xx — r,)
entdo § =/p(p — r.)(p — r,)(p — 1) =Vp - P(p) =

_ o [ o aB
_J 2[ g "2 2+7)]

2 2
Resposta: S = \/—0‘— T L
2 16 4 2
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A soma de duas raizes da equacado x* + 2x3 + px2 + gx + 2 =0¢é —1 e 0 pro-
duto das outras duas raizes é 1. Calcule p e q e resolva a equacao.

Determine a condicdo para que as raizes da equacao x® + px> + gx +r =0
formem uma P.G.

Solugao

Temos:
A)r,+r,+r,=-p
2)rr,+rnrt+rrn=aq
(3) ryrry=—r

(4) r,r; = r2 (condicdo do problema)

De (4) em (3) resulta ri= —r (3')

De (4) em (

portanto, r,(r, + r, + r,) = q, ou melhor, r,(—p) = q (2')
Substituindo (3') em (2'), vem: 3\/? - (—p) = q,isto &, —r - (—p)® = 3.
Resposta: g° = rp°.

2)resultarr, + 13 +rr,=q,

Determine m para que a equacao x* — 7x + m = 0 tenha uma raiz igual ao
dobro de uma outra e, em seguida, resolva a equacao.

Ache a condicao para que a equacao x° + px + g = O tenha uma das raizes
igual @ soma dos inversos das outras duas.

Dada a equacdo x* + px® + gx®> + rx + s = O, prove que:

a) se as raizes estdo em P.G., entdo p?s = r2,
b) se as raizes estdo em P.A., entdo p3 — 4pq + 8r = 0.

Numa equagao do terceiro grau, o primeiro coeficiente é 1, o segundo € igual a
2, o terceiro € desconhecido e o Ultimo € 8. Sabendo que essa equacao tem as
trés raizes em P.G., determine as raizes e escreva a equacao.

Determine p e g de modo que a equagdo x* + px® + 2x2 — x + q = 0 apresente
duas raizes reciprocas entre si e as outras duas raizes com soma igual a 1.

Determine m e k de modo que a cada raiz a da equacao mx* + 8x® + 13x? +

- 1 . . ~
+ kx + 1 = O corresponda o nimero o também raiz da mesma equacao.
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Sendo a, b, c raizes da equacgao x3 — 3x + 54 = 0, calcule log (% + % + %)
Prove que, se a e b sdo raizes da equacgao x> — px + B™ = 0, teremos:
log, @ + log, b° + log, a* + log, b* = mp.

Vamos expor aqui algumas propriedades que relacionam entre si as raizes
complexas e nao reais de uma equacao polinomial de coeficientes reais e ajudam a
determinar as raizes da equacao.

Raizes conjugadas

Teorema

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite como raiz 0 nimero
complexo z = o« + Bi (B # 0), entdo essa equagao também admite como raiz o nimero
Z = a — Bi, conjugado de z.

Demonstracao:

Sejaaequacdo P(x) =ax"+a, _x""*+a _x""2+..+ax+a,=0
de coeficientes reais que admite a raiz z, isto €, P(z) = O.
Provemos que zZ também é raiz dessa equacao, isto &, P(z) = O:

P(Z)=a(z)' +a, ,(@ "+a, """

+..+az+a,=

— -1 -2 = —
=az +a, 22 t+a, 2" ?+..+taz+a,=
—EF 43 -1 3 =543 =
=3z +a, 22 *+a, 2" ?+..+taz+a,=
— -1 -2 a - a —
=az +a, 22 *+a "2 +..+az+a,=

=az+a, 2" ‘+a 2 2+..+az+a,=P3z) =0=0.

Multiplicidade da raiz conjugada

Teorema

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite a raiz z = o + i
(B # 0)com multiplicidade p,entao essa equacao admite araiz z= o — i com multiplici-
dade p.
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Demonstracao:

Suponhamos que a equacao P(x) = O com coeficientes reais admite a raiz
z =a + Bi (B # 0) com multiplicidade p e a raiz Z = a — Bi com multiplicidade
p' (p' # p). Provemos que isso leva a uma contradicao.

Seja m 0 menor dos ndmeros p e p'. Como o polindmio P € divisivel por (x — z)°
e (x —2)", P é divisivel por (x — z)" e (x — Z)". Sendo z # Z, resulta que P é divisivel por
(x — 2" - (x — 2", entdo:
P=[x-2" x-2-Q=[x-2z)x-Z|"-Q=[®*-@+2x+zz"-Q =
=[x —2ax + (> + BI)]" - Q

Como P e [x?2 — 2ax + (a? + B?)]™ tém coeficientes reais, decorre que Q tem
todos os coeficientes reais. Sao possiveis dois casos:

1°2caso:m =p <p'

P=xx—2"-(x—2)"-Q=(XX—2P-(x—2z)P-Qe,como p éamultiplicidade da
raiz z, decorre que Q nao € divisivel por (x — z). Mas Q deve ter ainda p' — p fatores
X — Z, pois p' > p.

Portanto Q nao € divisivel por x — z e € divisivel por x — Z. Isto é absurdo por
contrariar o teorema anterior,

22 caso:m=p' <p

P=x—-2"(x—2)"Q = (x—2z)°(x —2)*Qe,como p é a multiplicidade da raiz z,
decorre que Q nao é divisivel por (x — z). Mas Q deve ter ainda p — p' fatores x — z,
pois p > p'.

Portanto Q n3do é divisivel por x — Z e é divisivel por x — z. Isto também é
absurdo por contrariar o teorema anterior.

Para evitar contradicao, temos necessariamente p = p'.

Observacoes

1?) Os dois teoremas anteriores s6 se aplicam a equacoes polinomiais de
coeficientes reais. Por exemplo, a equacao x> — ix = O tem como raizes O e i, entre-
tanto nao admite a raiz —i, conjugada de i.

2?) Como a toda raiz complexa z = o + Bi (B # 0) de uma equacao com
coeficientes reais P(x) = O corresponde uma outra raiz Z = a — Bi, com igual multi-
plicidade, decorre que o nimero de raizes complexas nao reais de P(x) = O é neces-
sariamente par.
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3%) Se uma equacao polinomial de coeficientes reais tem grau impar, entao
ela admite um numero impar de raizes reais. Assim, por exemplo, toda equacao
ax® + bx2 + cx + d = 0 (com a, b, ¢, d reais) tem uma ou trés raizes reais, pois o
ndmero de raizes complexas e nao reais € patr.

Aplicagodes
1%) Determinar o menor grau que pode ter uma equacao polinomial de coefi-
cientes reais para admitir 1,ie 1 + i como raizes.

Tal equacao tera no minimo 5 raizes: 1, i, —i, 1 + i, 1 — i e, portanto, tera no
minimo grau 5.

2%) Formar uma equacao polinomial de grau minimo e coeficientes reais que
admita O como raiz simples, 1 como raiz dupla e 2 — 3i como raiz tripla.

Tal equacao tera também 2 + 3i como raiz tripla, portanto a solucao é:

kX —0O)(x — 1P (x—2+3i))(x—2—-3i)*=0,emque k ERek # 0.

3?) Resolver a equacao x* + x3 + 2x? + 3x — 3 = 0, sabendo que uma das
raizes & iV3.

Temos, entao, que —iV3 também é raiz; portanto, o 1¢ membro é divisivel por

(x — i\/g)(x + |\/§) =x2 + 3.
Dividindo, recaimos em (x> + 3)(x> + x — 1) =0

e obtemos as duas raizes restantes:

1+V1+4 -1++5

2 — 1 = — =
X+x—1=0 = x > >

Obtenha a equacao de menor grau que tem como raizes i, 2i e 3i e apresenta
coeficientes reais.

Solucao

Toda equacao polinomial com coeficientes reais que admite a raiz com-
plexa z também admite a raiz z; portanto, as raizes da equacao procurada
sao: i, —i, 2i, —2i, 3ie —3i.
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A equacao é:

k(x — i)(x + i)(x — 2i)(x + 2i)(x — 3i)(x + 3i) =0
kx> + 1)(x*+ 4)(x*+9) =0

Resposta: k(x® + 14x* + 49x2 + 36) = 0 com k # O.

Forme uma equacao algébrica de coeficientes reais, com grau minimo, de modo
que 0,1 + i e i sejam raizes simples.

Qual é o grau minimo de um polindmio de coeficientes reais, sabendo que
z,=1+1i e z,=—1 + isao raizes?

Os coeficientes do polinbmio p sao reais e sabe-se que ele possui 3 raizes,
duas das quais sdo O e i(i? = —1). Como p pode ser expresso?

Os ndmeros complexos 1 + i, 1 + i2 e 2 — i sdo raizes do polindmio p de coe-
ficientes reais. O que se pode afirmar sobre o grau de p?

Resolva a equacao x* + 3x2 + 2 = 0.
Resolva a equacao x* — 4x? + 8x + 35 = 0, sabendo que uma das raizes é 2 + V3.

Solucao

Como a equacao tem todos os coeficientes reais, resulta que outra raiz é
2 —iV3 (conjugada de 2 + i\/§). Assim, o polindmio dado € divisivel por

(x—2—i\/§)(x—2+i\/§),

isto &, por x2 — 4x + 7:

x*+0x2— 4x2 + 8 +35| x> —4x+7

—x*+4x3 = 7x? x>+ 4x +5
4x% — 11x> + 8x + 35
—4x3 + 16x% — 28x

5x? — 20x + 35
—bx2 + 20x — 35
0
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A equacdo dada se escreve: (x> — 4x + 7)(x* + 4x +5) =0
e as raizes de x? + 4x + 5 = 0 sdo as que faltam. Portanto:

X_—4i\/16—20_—4i2i
B 2 B 2

Resposta: S = {2 +iV3,2 —iV3, -2 +i, -2 — i}.

=—2=*]

Resolva a equacao x* — 2x® + 6x2 + 22x + 13 = 0, sabendo que uma das
raizes é 2 + 3i.

Construa uma equacao polinomial do 6° grau e de coeficientes reais que admita
1, 2 e i como raizes simples e O como raiz dupla.

Sabe-se que a equacao algébrica x* — ax® + bx> — cx +d = 0,em que a, b, ¢,
d sao numeros reais, admite 1 como raiz dupla e i (unidade imaginaria) como
raiz simples. Calcule os valores de a, b, c e d.

A equacao x® + mx? + 2x + n = 0, em que m e n sao ndmeros reais, admite
1 + i como raiz. Quais os valores de m e n?

Determine a e b (reais) de modo que a equacao 2x3 — 5x? + ax + b = 0 admita
araiz2 +i.

Resolva a equacgado x” — x® + 3x® — 3x* + 3x® — 3x> + x — 1 = 0, sabendo que
i € uma das raizes da equacao e tem multiplicidade 3.

Uma raiz de uma equacao do terceiro grau com coeficientes reais € 1 + 2i e a
soma das demais raizes é 3 — 2i. Determine as raizes dessa equacao.

E dado o polindmio P(x) = x4 + Cx2 + Dx + E com C, D, E niimeros reais. Sabe-se que
o numero complexo (0, 1) é raiz de P(x) = O e que dividindo P(x) por Q(x) obtém-se quo-
ciente Q,(x) = x3 + 2x2 + 4x + 8 e por resto 15. Determine P(x) e as raizes de P(x) = O.

Dada uma equacao polinomial P(x) = O com coeficientes reais, vamos desen-
volver uma teoria que permite determinar o ndmero de raizes reais que a equacao
admite num certo intervalo dado ]a; bl.

Seja P(x) = 0 uma equagao polinomial com coeficientes reais. Indiquemos por r,,
fyf5, .o, I, SUAS raizes reais e por z,,z,,z,, z,, ..., Z,, Z, SUas raizes complexas e nao reais.

Fundamentos de Matematica Elementar | B



EQUACOES POLINOMIAIS

Pelo teorema da decomposicao, temos:

P=a,x—r)x=r).(x=r) [x=z)x-2)x - 2)x-2,) .. x ~ z)lx = Z)] (@)

Vamos efetuar o produto correspondente a duas raizes complexas conjugadas
z, =a+Bi e Z, = o — Bi. Por exemplo:

(x - zl)(x - 21) =x2 - (z1 + Zl)x +2,2, =X —2ax + o? + B? =
=(x—aP+p2 >0, VxER

Verificamos que o produto é positivo para todo valor real dado a x. Como o
polinbmio:

€ o produto de q fatores do tipo que acabamos de analisar, concluimos que Q assu-
me valor numérico positivo para todo x real e a expressao (1) fica:

P=a Q- (x—r)x—-r)x-r).(x-r)
com Q(x) > 0, Vx € R.

Teorema de Bolzano
Sejam P(x) = O uma equacao polinomial com coeficientes reais e Ja; b[ um
intervalo real aberto.

1°) Se P(a) e P(b) ttm mesmo sinal, entdo existe um nuimero par de raizes reais
ou nao existem raizes da equacao em ]a; bl.

2°) Se P(a) e P(b) tém sinais contrarios, entao existe um ndmero impar de rai-
zes reais da equacao em Ja; bl.

Demonstracao:
Notemos que, se r, € interna ao intervalo ]a; b[, entdo a <r, <b, isto é:

a_ri<0 —r)lb—r)<O
2<% = oo

Notemos também que, ser, € externaaointervalo Ja; b[, porexemplo,sea <b <r,,
resulta:

a—r <O
e = - b—-r)>0
b — re<0} @-r)fo-r)
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Calculemos agora o produto P(a) - P(b):
P(a)-Pb)=[a, Q@) -(a—r)@a—r)..(a=r)a,-Qb)-(bo—r)b—r,)...b—r)]=
=a2-[Q@) - QM) -[(a—r)o —r)][l@—=r)b—r)]..[[a=r)o—-r)] @
Verificamos que P(a) - P(b) € um produto de p + 2 fatores numéricos, a saber:
um fator € a2 > 0

um fator € Q(a) - Q(b) > 0, pois Q(x) > 0, Vx € R
p fatores do tipo (a — r,)(b — r,.), em que r,, & raiz real da equacao dada

Assim, os Unicos fatores negativos do segundo membro da relagdo (2) sao
os fatores correspondentes as raizes de P(x) = O internas ao intervalo ]a; b[, o que
permite concluir a existéncia de duas possibilidades.

1%) Quando P(a) e P(b) ttm mesmo sinal, isto &, P(a) - P(b) > 0, existe um nu-
mero par de fatores negativos do tipo (a — r)(b — r,) e, portanto, existe um ndmero
par de raizes reais da equacao P(x) = O que sao internas ao intervalo ]a; bl.

2%) Quando P(a) e P(b) tém sinais contrarios, isto &, P(a) - P(b) < O, existe um
ndmero impar de fatores negativos do tipo (a — r)(b — r) e, portanto, existe um nu-
mero impar de raizes reais da equacao P(x) = O que sao internas ao intervalo ]a; b[.

Aplicagoes

1?) Quantas raizes reais a equacao x3 + 5x> — 3x + 4 = 0 pode apresentar no
intervalo 10, 1[?

Temos P(x) = x3 + bx? — 3x + 4, entao:

P(O) =0+ 5(0)2 —-30) +4=4>0

P1)=13+51)2-3(1)+4=7>0

Como P(0) e P(1) sao positivos, a equacao pode ter duas ou nenhuma raiz real
no intervalo dado.

2?) Quantas raizes reais a equacao x3 — 3x2 + 7x + 1 pode apresentar no
intervalo 1—1, 1[?

Temos P(x) = x3 — 3x? + 7x + 1, entdo:
P(—1) = (-1 = 3(-1)*+ 7(-1)+1=-10<0
P1) =1 —-3(1)2+71) +1=6>0

Como P(—1) e P(1) tém sinais contrarios, a equacao pode ter uma ou trés rai-
zes reais no intervalo dado.
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3%) Determinar m de modo que a equacao:
X —=2x*+3x* —=56x2+x+(M—-3)=0
tenha ao menos uma raiz real compreendida entre O e 2.
A condicao para isso € que P(0) e P(2) tenham sinais opostos. Temos:
PO)=m-3 e P2)=m+3
Portanto:

PO)-P2)<0 = IM—-3)(M+3)<0 = -3<m<3

Interpretaciao geomeétrica

Se y = P(x) € uma fungao polinomial de coeficientes reais e variavel real x,

podemos, a cada par (X, y) da funcao, associar um ponto do plano cartesiano e,
assim, obter o seu grafico.

Exemplos:

1°) Graficodey = 2x — 1, x € R.

Considerando que dois pontos distintos determinam uma reta, vamos atribuir a
x dois valores distintos e calcular os correspondentes valores dey = 2x — 1.

YA

=
=
xy

P,(0, —1)

Obtemos P,(0, —1) e P, (1, 1) e tracamos a reta P,P,, que € precisamente o
grafico da fungao dada.
20) Graficodey =x2 —6x + 8, xER

0 grafico desta funcao € uma parabola com a concavidade voltada para cima,
eixo de simetria vertical, vértice no ponto V tal que

__b_ S S
XT3 e 4a 1
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e corta o eixo dos x nos pontos que tém como abscissas as raizes da equacaoy = 0,
isto €, nos pontos (2, 0) e (4, 0).

Fazendo a tabela:

7Y
X y ponto
0 8 A
1 3 B A i G
2 0 C ;
3 -1 D=V E
4 0 E B F
5 3 F l -
C\J/E X
6 8 G D=V
39) Graficodey = x3, x ER
Vamos inicialmente construir a tabela:
YA
X x3 ponto
3 2t G
2 8 A
-1 -1 B
1 1
2 8 ¢ e/F
0 0 D V4L X
B
1 1 E
2 8
1 1 F
3 27 A
2 &' ¢
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Nestas condicdes, pesquisar as raizes reais de uma equacao polinomial
P(x) = O é localizar (quantos e onde) os pontos em que o grafico cartesiano da fun-
¢ao y = P(x) intercepta o eixo das abscissas (y = 0).

Assim, o teorema de Bolzano comporta uma interpretacao geométrica basea-
da, em resumo, no seguinte:

sinal de P(a) = sinal de P(b) = numero par de raizes reais

sinal de P(a) # sinal de P(b) = numero impar de raizes reais

Exemplo:
sinal de P(a) # sinal de P(b)

YA YA
P(a) P(b)

P(a)

P(b)
ndmero impar de raizes

sinal de P(a) = sinal de P(b)

P@)}---- P(b)

()] S U . P(a)

P(b) [ --------------+

P(a) '"‘:"—\

P(a)

Q

-
N—1<
ot---------

P(b)

ndmero par de raizes
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Qual das equacoes seguintes tem pelo menos uma raiz r, que satisfaz 1 <r < 2?
a)x*+23¢+x+1=0

b) X —=3x2+x—-4=0

c) 23 —7x>+4x+4=0

dx*-9x+4=0

e)x4+%x3+x+20=0

Considere a equacao P(x) = O, com coeficientes reais e o intervalo |—1, 2I.
Se P(—1) > 0 e P(2) > 0, qual das proposicoes abaixo é correta?

a) Existe um ndmero par de raizes reais ou nao existem raizes reais de P(x) = O
em ]—1, 2[.
b) Nunca existem raizes reais da equacao em ]—1, 2|[.

Pelo menos quantas raizes reais possui a equacao x® + ax? + bx + ¢ = 0, com
a,b,c eR?

Aequacao x" — 1 = 0,em que n € um ndmero natural maior que 5, tem para n par:
a) 1 raiz positiva, 1 raiz negativa e (n — 2) raizes complexas.
b) 1 raiz positiva, (n — 1) raizes nao reais.

Uma das raizes do polindmio x® + 4x? + x — 6 é 1. O que se pode afirmar sobre
as outras duas raizes?

Uma das raizes da equacao x> + (m + 1)x> + (m + 9)x + 9 =0 é —1.

Determine m para que as outras raizes sejam reais.

Mostre que a equagdo 1 000x% + 20x?> — 1 = 0 admite uma raiz positiva inferior
al
5
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Solugao
Facamos P(x) = 1000x® + 20x?> — 1 e calculemos P(0) e P(%):
P(0) = 1000(0)®> +20(0)? -1 =-1<0

1\ 1) 1Y . 1000 + 2500 — 3125 _ 375

Como P(0) - P(%) < 0, resulta que P apresenta um nimero impar de raizes

reais no intervalo ]0; %[ (teorema de Bolzano).

Quantas sao as raizes reais da equacdo x° — 10x?> + 5x — 1 = 0, no intervalo
10; 3[?

Dada a funcao polinomial f(x) = x3 + 2x, construa seu grafico cartesiano e, a
partir dai, estabeleca o nimero de raizes reais da equacao f(x) = O.

Determine a de modo que a equacédo x3 + x> + 5x + a = 0 tenha ao menos
uma raiz real no intervalo 1—2; O[.

Qual é o valor de k para que a funcadoy = x® — 2x2 + 3x — k tenha um zero entre
2e37?

Qual é o conjunto dos valores de k, para os quais f(x) = x> — 2x?> + 3x— k tem
um ou trés zeros reais entre 1 e 2?

Quais os valores de b para que a equacao 2x* + bx® — bx — 2 = 0 tenha quatro
solugoes reais e distintas?

0 polinémio de grau 3 cujo grafico esta esbogado na figura abaixo tem:
a) uma raiz igual a —2, uma raiz igual a 3 e uma raiz complexa.

b) termo independente igual a —3.

C) uma raiz real e duas complexas.

2 yT 3/
/

Qual das proposicoes acima € correta?

xy

-3
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O grafico abaixo € o de um polindbmio cujos zeros reais estao todos no trecho
desenhado.

YA

NI A
~_

Qual das proposicoes abaixo, sobre o polindmio acima, é correta?

a) Pode ser do 3° grau.
b) Pode ser do 5° grau.
c) Pode ser do 6° grau.

Um polinémio P do 5° grau com coeficientes reais tem duas raizes imaginarias.
Sabendo que P(—2) = —1,P(—1) = 2,P(0) = —4,P(1) = =7 e P(2) > 0, diga
quantas sao as raizes reais de P e em que intervalo estao.

Vamos desenvolver aqui um raciocinio que permite estabelecer se uma equa-
c¢ao polinomial de coeficientes inteiros admite raizes racionais e, em caso positivo,
vamos obter tais raizes.

Teorema das raizes racionais

Se uma equacao polinomial
Px)=ax"+a,_ x""*+a,_x""2+..+ax+a,=0(a, #0),de coeficien-
tes inteiros, admite uma raiz racional % emquep€Ee”Z,qe Zf € p e g sao primos

entre si, entdo p € divisor de a, e g € divisor de a,.
Demonstracgao:

Se % € uma raiz de P(x) = O, temos:

n—1 n—2
n’ q" n-1- 2n71 ta, ;- I:q)n72 1 0
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Multiplicando a equacgao por q", temos:
ap'+a, ,p" " g+ta, ,p" %>+ ..+apg *+a,q"=0
Isolando a p" e, depois, a,q", temos:
(1)ap'=—qla, ,p""*+a, p" 29+ ..+ apq 2+ a0
(2)a,q" = —plap"~*+a, ,p"%q+ ... +a,q"
Como a,, a,, a,, ...,a,, p € g sdo todos inteiros, decorre que:
a=[a, _,pt+a ,p'2q+ ..+ a9 ' éinteiroe
B=[ap~*+a, ,p" 2q+..+a,q " éinteiro.
Assim, retomando (1) e (2), vem:
WM& _veze @™ - pgez
q p
Isso significa que:
(1) a,p" € divisivel por q e, como p" e g sao primos entre si, a, € divisivel por q.
(2) a,q" € divisivel por p e, como g" e p s&o primos entre si, a, € divisivel por p.

Aplicagoes
1%) Quais sao as raizes racionais da equacao.
2x8 — bx5 + 4x* — 5x® — 10x®> + 30x — 12 = 07

As possiveis raizes racionais dessa equacao tém a forma % em que p é divi-

sor de —12 e q é divisor positivo de 2, isto é:

pe{-1,1,-2,2,-3,3,-4,4,-6,6,—-12,12} e q € {1, 2}
Assim, se a equacao tiver raizes racionais, essas raizes estao no conjunto:

1 1 3 3
{ 17 17 2' 27 31 31 41 4' 67 61 121 121 ?1 ?7 ?7 ?}

que foi obtido da tabela:

-1 1 -2 2 -3 3 -4 | 4 -6 | 6 —-12 | 12

-1/ 1 |-2|2 -3, 3| -4 4 |-6 6  -12 12
1 1 3 3
> 511 53 2| 2 3 3 6 6
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Fazendo a verificagcao para os 16 elementos do conjunto, vemos que as unicas

p s 1 .
raizes racionais sao 2 e - pois:

P(2) = 2(2)° — 5(2)° + 4(2)* — 5(2)® — 10(2)? + 30(2) — 12 =
=128 — 160 + 64 — 40 — 40 + 60 — 12 = 0

1\ (1Y (1. (1) (1) 12
P(?)_2<2) 5(2> +“(2) 5(2> 1O<2) *
1 .1 _5_ 1 _5_5 40—
+3O<?>—12—32 3 +4 3 > + 15 —-12

_1-5+8-20-80+96 _

32 0

e para os demais elementos P(x) # O.
2%) Quais sao as raizes inteiras da equacgao x® + 3x?2 — 3x — 9 = 0?
Temos:

pE{-1,1,-3,3-9,9 e q=1
entao % €(-1,1,-3,3, -9, 9}

Fazendo as verificagoes:

P(—1) = —4,P(1) = —8,P(—=3) = 0, P(3) = 36, P(—9) = —468 e P(9) = 936
portanto, a Unica raiz inteira é —3.

Observacodes

1?) O teorema anterior s6 se aplica a equacoes polinomiais de coeficientes
inteiros (todos). Nao € suficiente que o coeficiente dominante (a,) € o termo indepen-
dente (a,) sejam inteiros.

. - 5 i . .
Assim, por exemplo, a equacao x> — ?x + 1 = O apresenta as raizes racionais 2

1 . . .
e > enquanto o teorema anterior (aplicado erradamente) preveria apenas como
possiveis raizes 1 e —1.
2?) Se a equacao P(x) = 0, com coeficientes inteiros e a, # 0, admite uma raiz

inteirar = % entdo r € divisor de a, (termo independente de P).
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Assim, as possiveis raizes inteiras de 7x> + x* —x* — x2 —x + 6 = 0 sdo —1,
1,-2,2,-3,3,—6,6.

3?%) Se a equacao P(x) = 0, com coeficientes inteiros e coeficiente dominante

unitario (a, = 1), admite uma raiz racional % entdo essa raiz € necessariamente

inteira, pois q = 1.

Assim, por exemplo, qualquer raiz racional da equacao
X+ 113 - 7x2+4x—-8=0
€ necessariamente inteira, pois esta no conjunto {—1, 1, —2, 2, —4, 4, —8, 8}.

a) Quais sao os divisores de 127

b) Quais sao os divisores positivos de 5?

¢) Quais sao as possiveis raizes racionais da equacao
5X" 4+ 4x5 + 2x3 + x + 12 = 0?

Quais das fracdes abaixo podem ser raizes da equacao:
16x° + ax® + bx* + cx® + dx?2 + ex + 45 = 0 (a, b, ¢, d, e inteiros)?
3 357 6 5 7 11 9 13

4’78810 11" 12’ 13’ 15’ 16
Quais sdo as raizes inteiras da equacdo x> — 9x? + 22x — 24 = 0?

Solucao
Como o coeficiente de x3 € 1, as possiveis raizes inteiras da equacao sao
os divisores de —24, isto é:

1,-1,2,-2,3,—-3,4,-4,6, 6,8, —8,12, —12,24, —24.
Calculando o valor de P nesses nimeros, temos:

P(1) # O, P(—1) # O, P(2) # 0, P(—2) # O,

P(3) # 0, P(=3) # 0, P(4) # 0, P(—=4) # O,

mas P(6) = 0.
Dividindo P por x — 6:
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recaimos na equacgao x> — 3x + 4 = 0 cujas raizes sao complexas e nao
inteiras.

Resposta: 6.

Quais as possiveis raizes inteiras da equacao x® + 4x? + 2x — 4 = 0?

A equacao x™ + a, - x" "' + ... + a_ = 0 admite raizes reais fracionarias? Por
qué? Eventualmente, quais sao as raizes reais inteiras?

Pesquise as raizes inteiras da equacao x> — 9x? + 23x — 15 = 0.

Resolva a equacdo 2x* — 5x® — 2x2 — 4x + 3 = 0.

Solugao
Vamos inicialmente pesquisar raizes racionais da equacao. Se L é raiz,
entiop € {1, 1,3, -3} e q € {1, 2} q
P 43.341+ 13 3
portanto q E{l, 1,3, -3, 5 T T o [

Fazendo P(x) = 2x* — bx® — 2x? — 4x + 3, temos:
P(1) # 0,P(—=1) # 0,P(—3) # O

mas P(3)=0eP (%) = 0, portanto P é divisivel por (x — 3)<x = %)

N
I
o1
|
N
|
N
w

N
i
N
|
ik
o
N[ [ w

—2+*v4 — 16 4_16:_i+iﬁ

4 2~ 2

e 1 1, V3 1 V3
Resposta.S—{S, > ?+|7, > |7}.

Resolva a equacao x3 — 2x2 — x + 2 = 0.

Determine as raizes da equacao x> — 8x® + 6x2 + 7x — 6 = 0.
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Resolva: 2x8 + x5 — 13x* + 13x2 — x — 2 = 0.
Determine as raizes da equacao x® + 3x®> — 6x* — 6x3 + 9x> + 3x — 4 = 0.

Resolva a equacao x3 — 9x? + 26x — 24 = 0, sabendo que as raizes sao
numeros inteiros e consecutivos.

A equacado 4x3 — 3x2 + 4x — 3 = 0 admite uma raiz igual a i. Qual a proposicao
correta?

a) A equacao nao admite raiz real.
b) A equacao admite, como raiz, um ndmero racional.

Quais as raizes da equacado 3x® — 13x%2 + 13x — 3 = 0?

Resolva a equacao 15x3 + 7x2 — 7x + 1 = 0.

Resolva a equacdo x® — x* — 82x® — 281x? — 279x — 198 = 0.

Qual é o nimero de raizes inteiras da equacao x® + 8x* + 21x?> + 60 = 0?
Determine as raizes da equacado x3 + x2 — 4x + 6 = 0.

Resolva a equacao 5x3 — 37x? + 90x — 72 = 0, sabendo que admite raizes
inteiras.

Sabe-se que o nimero complexo i é solucdo da equacao x* — 3x> — 4 = 0.
Quantas raizes reais racionais possui essa equacao?

As equacoes (x —a)(x — b) =0 e x2 — 2 = 0,em que a, b sdo nimeros racio-
nais, podem ou nao ter raizes comuns? Justifique.

~ X X\ n\. . . n!
Resolva a equacao 4(3> 5(2> =5,emque ( p) indica o quociente —p!(n o)
~ Ax+2,4 L . n!
Resolva a equacao = 70, em que A indica o quociente ———.
Ao ' (n — p)!

a) Qual a equacao do terceiro grau, com coeficientes reais, que possui a raiz real
. 1 .

5 e a raiz complexa > (1 ++3 |)?

b) Determine quatro inteiros consecutivos n — 2, n — 1, n, n + 1, tais que o

cubo do maior seja igual a soma dos cubos de cada um dos trés outros.

Resolva a equacao 2% + 14 - 2% — 96 - 2% — 896 - 2% + 2048 = 0.
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Prove que, se uma equacao polinomial de coeficientes inteiros admite como raiz
o0 numero irracional a + \/B, entdo a — Vb também é raiz.

Utilizando o problema anterior, forme uma equacao de coeficientes inteiros e
grau minimo, tendo como raizes: 1,2 e 1 — V2.

Resolva a equacao 3x* — 5x® — 7x%2 + 3x + 2, sabendo que uma das raizes
é1+2.

Resolva no conjunto dos nimeros complexos a equacao (x — 2)° = 4 — x.

LEITURA

Abel e as equacgoes de grau = 5

Hygino H. Domingues

Apartirdofinal da primeira metade do século XVIuma questao, principal-
mente, mereceu a atencao dos algebristas de todo o mundo. Tal como na mile-
nar formula de resolucao das equacdes do segundo grau (em notagao atual:

— +«/2_
ax>’+bx+c=0,a#0 © x= b = ga 4ac'

matematicos italianos tinham acabado de mostrar que também as raizes
das equacoes cubicas (ver p. 99) e quarticas se expressam em funcao dos
coeficientes por meio das quatro operacoes aritméticas e radiciacdoes con-
venientes. Nao valeria 0 mesmo para equacoes de grau = 5?

Durante dois séculos e meio, aproximadamente, foram infrutiferos os
esforcos dos especialistas em face dessa questao. Diante de tanto es-
forco inutil, a partir de um certo momento comecou-se a duvidar de que,
como se diz hoje, as equacgdes de grau = 5 fossem resoluiveis por radicais,
como o sao as de grau dois, trés e quatro. E Paolo Ruffini (1765-1822),
um médico e matematico italiano, professor da Universidade de Médena,
efetivamente confirmou essa impossibilidade, quanto as equacoes de grau
5, num livro de 1799. Mas os argumentos de Ruffini foram considerados
muito vagos, do ponto de vista matematico.

Nao demoraria porém para que essa questao fosse definitivamente en-
cerrada. O autor desse feito foi 0 maior matematico noruegués de todos os
tempos, Niels Henrik Abel (1802-1829). Abel, filho de familia pobre e numero-
sa, nao revelou nenhum interesse especial pela matematica até que se tornou



aluno de B. Holmboe (1795-1850). Este, além de matematico competente, sa-
bia motivar seus alunos. E, com relacao a Abel, essa tarefa foi facilitada pela
sua genialidade latente. Cerca de um ano apdés conhecé-lo, Holmboe vaticinou
que Abel seria 0 maior matematico do mundo.

Quando tinha cerca de 19 anos e era aluno da Universidade de Cristiania
(Oslo), Abel passou a estudar as equacoes de grau maior que quatro. Inicialmen-
te achou ter encontrado uma solucao para as quinticas por meio de radicais,
mas depois percebeu que havia errado. Mas persistiu € num artigo de 1824 pro-
vou a impossibilidade da resolucao geral, por meio de radicais, das equagoes de
grau = 5 (resultado hoje conhecido como te-
orema de Ruffini-Abel). Como publicou a suas
expensas esse trabalho e, ainda, para econo-
mizar, de maneira sintética, sua repercussao foi
praticamente nula. Gauss (1777-1855), o maior
matematico de seu tempo, recebeu uma copia
mas nao lhe deu a minima atencao. Afinal era
dificil acreditar que uma questao aberta ha dois
séculos e meio pudesse ser resolvida por um
ilustre desconhecido.

Niels Henrik Abel (1802-1829).

A seguir, com uma bolsa, Abel viajou para Franga, Italia e Alemanha a fim
de mostrar sua ja vasta producao matematica e tentar um posto académico
numa universidade que lhe permitisse sair da situacao de penuria em que vivia
(desde os 18 anos era 6rfao de pai e arrimo de familia). O que de mais pratico
conseguiu resultou da amizade que travou com August L. Crelle, um engenheiro
alemao, entusiasta da matematica, que pela época lancou o primeiro periédico
dedicado exclusivamente a matematica. Assim € que nos trés primeiros nime-
ros desse jornal, cujo langamento foi em 1826, figuram 22 artigos de Abel (5
s6 no primeiro — inclusive o teorema de Ruffini-Abel). Mesmo tendo retornado
a sua terra natal, tangido por problemas financeiros, esses artigos comegaram
a revelar o talento de Abel a comunidade matematica da Europa.

Mas Abel morreu cedo, antes de completar 27 anos, vitima de tuberculose,
e o reconhecimento de sua genialidade, como um convite para ser professor da
Universidade de Berlim, chegou tarde.

A seu respeito assim se pronunciou Charles Hermite (1822-1901): “Abel
deixou aos matematicos com o que trabalhar durante 150 anos”.

COLECAO PARTICULAR. BOYER/ROGER-VIOLLET/AFP



Transformacoes

I. Transformacodes

112. Equacgado primitiva e equacgao transformada

Transformacao de uma equacao algébrica P,(x) = O € toda operacdo com a
qual se obtém uma nova equagao P,(y) = O cujas raizes estejam relacionadas com
as raizes da equacao inicial através de uma relacao conhecida y = f(x).

A equagéo P,(x) = O é chamada equacado primitiva; a equacao P,y) = O
é chamada equacao transformada e a relacao y = f(x) € chamada relacao de
transformacao.

113. Exemplos:

1°) Se P,(x) = 3x* — 7x* + 5 = 0 € a equacao primitiva e y = x> € a relacao de
transformacao, entao:

Py) =3Wy)' =7y +5=32-7y+5=0

€ a equacao transformada.

Neste exemplo, as raizes P,(y) = O s&o iguais aos quadrados das raizes de
P,(x) = 0.
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2°) Se P (x) = 2x* — bx* + 7x — 1 = 0 € a equagao primitvaey =x — 1€ a
relacao de transformacao, entao:

Pyy=2(y+1?—-5y+1P2+7(y+1)-1=2+y"+3y+3=0
€ a equacao transformada.

Nesse exemplo, as raizes P,(y) = O sdo iguais as raizes de P (x) = 0.

Passemos agora a um estudo das trés principais transformacoes que podem
ser feitas com uma equacao polinomial.

Transformac¢ao multiplicativa

Chama-se transformac¢ao multiplicativa aquela em que a relagado de transfor-
macao é

y=k-x (k # 0)

Dada a equacao primitiva P,(x) = O, substituindo x por % e fazendo as simpli-

ficagGes, obtemos a transformagao P, (y) = O, cujas raizes sao precisamente as rar-
zes de P (x) = O multplicadas por k.

Aplicagoes

12) Dada a equagao x® — 2x? + x + 1 = O, obter sua transformada pela relagao
y = 2x.

3 2
_p(XY)_(Y) oY Yy -
Pilx) = Pi<2) (2> (2> ’ (2> 10
Portanto, eliminando os denominadores, vem:
Py) =y —4y>’+4y+8=0

2?) Obter a transformada que apresenta como raizes os simétricos dos triplos
das raizes de 5x® + x2 — x + 1 = 0.

Neste caso, temos:

equacao primitiva: P (x) = 5x* + x> = x+ 1 =0

relacao de transformacao: y = —3x
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entao:
3 2
=33 (4] (a0

portanto, eliminando os denominadores, vem:

Py)=—5y*+ 3y +9y+27=0

Transformacao aditiva
Chama-se transformacao aditiva aquela em que a relagao de transformacao é

y=x-+a (@ael)

Dada a equagao primitiva P,(x) = O, substituindo x pory — a e fazendo as sim-
plificagdes, obtemos a transformacgao P,(y) = O, cujas raizes sao precisamente as
raizes de P (x) = O acrescidas de a, sendo a um nimero complexo qualquer.

Aplicagoes
1°) Dada a equacao x® — 2x? + x + 1 = 0, obter sua transformada pela relacao
y=x+ 2.
PX)=Ply—-2)=(y—-2P-2(y-2+(y-2)+1=0
Portanto, eliminando os parénteses, temos:
Py) =y —8y*+21y — 17 =0

Neste exemplo, as raizes P,(y) = O s&o iguais aos quadrados das raizes de
P.(x) = O.
1

2°) Obter a transformada cujas raizes sao as raizes de 5x3 + x2 —x + 1 =0
diminuidas de 3.

Neste caso, temos:

equacao primitiva: P,(x) =5x* + x> —=x+ 1 =0

relagao de transformacao: y =x — 3

Entao:

PX)=P(y+3)=5y+3°+(y+32?—-(y+3)+1=0

Portanto, eliminando os parénteses, temos:

P,(y) = By® + 46y2 + 140y + 142 = 0

Fundamentos de Matematica Elementar | B



TRANSFORMAGCOES

Notemos que os dois resultados obtidos nestes exemplos também poderiam
ser indicados de outra forma:

2 [Pl(x)=5x3+x2—x+l
7 P,(x — 3) = 5(x — 3)* + 46(x — 3) + 140(x — 3) + 142

De modo geral, na transformacao aditiva em que y = x + a, podemos indi-
car P(y) sob a forma P,(x + a), pois P,(x) = P,(x + a) para todo valor complexo
atribuido a x, ja que desenvolvendo as poténcias indicadas em P,(x + a) obte-
mos P (x). Podemos dizer entao que P, (x) e P,(x + a) sdo funcbes polinomiais
idénticas.

Transformada aditiva e divisao de polinomios

Teorema

Dada a equacao primitiva

P(x)+ax +a x""*+a x"?+..+ax+a,=0
a sua transformada aditiva €
P(x+a)=R -(x+a)+R _ -(x+a)P *'+R _,-(x+ar?+..+R -(x+a)+R,=0
em que R, R, R,, ..., R, s@o os restos das divisbes de P,, e sucessivos quocientes,
por x + a.

Demonstracao:

Provemos que P,(x) e P,(x + a) sao fungbes polinomiais idénticas:

1°) Quando dividimos P, por x + a, obtemos quociente Q, (de grau n — 1) e
resto R, (constante) tais que

P,=Q, (x+a)+R, (1)

2?) Quando dividimos Q, por x + a, obtemos quociente Q, (de graun — 2) e
resto R, tais que:

Q =0, (x+a+R, (2
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e substituindo (2) em (1) resulta:
P,=Q,-x+a?+R -(x+a)+R, (2

3?) Quando dividimos Q, por x + a, obtemos quociente Q, (de graun — 3) e
resto R, tais que:

Q,=Q,-(x+a)+R, (3)
e substituindo (3) em (2') resulta:

P,=Q-(x+aP+R,-(x+a?+R -(x+a+R, (3)

e assim por diante até:

P,=Q,_,x+a"*+R _,(x+a?>+..+R(x+a+R, (n—1)

4°) Quando dividimos Q. _, por X + a, obtemos quociente Q
resto R _, tais que:

(de grau 0) e

n—-1

Qn—2 = Qn—i ’ (X + a) + Rn—:L (n)
e substituindo (n) em (n — 1)' resulta:

P=Q ,-x+a'+R ,-(x+a' '+..+R -(x+a+R

-1 1 0

A diviséo de Q, _, por x + a da quociente O e resto R , portanto Q. _, = R,
resultando:

P,=R -(x+ar+R

) “x+art+..+R -(x+a+R

-1 0

0 que prova a tese.

Dispositivo pratico de Horner-Ruffini

Do teorema anterior resulta que a transformada aditiva de P,(x) = O, de grau n,
€ definida pelos n + 1 restos das divisoes do polinébmio P, e sucessivos quocientes,
por x + a. As divisdes sucessivas por x + a podem ser feitas rapidamente com auxi-
lio do algoritmo de Horner-Ruffini (semelhante ao de Briot-Ruffini):
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Exemplos:

1°) Dada a equacdo x® — 2x?> + x + 1 = 0, obter sua transformada pela relagao

y=x+ 2.
-2 1 -2 1 1
1 -4 9 —-17 =R,
1 —6 21 =R,
1 -8 =R,
1=R,

Resposta: (x + 2)° — 8(x + 2)2 + 21(x + 2) — 17 = 0.

2°) Desenvolver o polindmio P = 5x3 + x> — x + 1 segundo as poténcias de

x — 3.
3 5 1 -1 1
5 16 47 142 =R,
5 31 140 =R,
5 46 =R,
5=R,

Resposta: P = 5(x — 3)® + 46(x — 3)2 + 140(x — 3) + 142.
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3%) Dada a equacdo x® — x* + 3x2 + 1 = 0, obter uma equacao cujas raizes
sejam as raizes da equacao dada acrescidas de 1.
Vamos determinar a transformada aditiva através da relacaoy = x + 1.

o -1 0 3 0 1
-1 0 0 3 -3 | 4
2 2 —2 5 | -8

-3 5 -7 | 12

—4 9 16

5 | 14

-1

Resposta: y¢ — 6y® + 14y* — 16y® + 12y — 8y + 4 = 0.

Qual é a equacao polinomial cujas raizes sao iguais as raizes da equacao
P(x)=xt+2x+3x*+4x+5=0
acrescidas de 50%7?

Solucao

A lei de transformacao é y = x + % = % portanto x = %

_p(2) _ (2 2y) 2y¥ 2y _
o= 7i20) - (2] +2(2) +3(2) +a(Z)+5-0
Eliminando os denominadores, temos:

P,(y) = 16y* + 48y® + 108y? + 216y + 405 = O.
Resposta: 16y* + 48y® + 108y? + 216y + 405 = O.

Entao:

Como fica o polindmio P(x) = 3x? — 4x + 2 desenvolvido segundo as potén-
cias de (x + 2)?

Desenvolvendo o polindmio y = 2x3 — 3x2 + 4x — 5 em poténcias de x — 1,
quanto vale o coeficiente de (x — 1)??
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Qual a equacao desprovida de termo do primeiro grau que se obtém trans-
formando a equacao 5x?> — 3x + 8 = 0?

Determine a relacao de transformacao mediante a qual y3 — 12y + 16 =0 é
uma transformada multplicativa de x® — 3x + 2 = 0.

Solucao
Temos: P, (x) =x* =3x +2 =0, P(y) =y — 12y + 16 e y = kx.

)
Determinemos k (em R): P (x) = Pl(%) = (%) = 3(%) +2=0.

Eliminando os denominadores e identificando com P,(y), temos:
y$ —3ky +2k3=y* - 12y + 16 = 0O

Portanto: —3k? = =12 = k =12

2k?* =16 = k=2

Resposta: y = 2x.

Se o conjunto solucao da equacgdo 5x° — 4x2 + 7x — 2 = 0 é {a, b, c}, determine
a equacao cujo conjunto solucao € {2a, 2b, 2c}.

Obtenha uma equacao cujas raizes sejam os quadruplos das raizes de
x2—=x2+2x —3=0.

Determine a transformada aditiva de x® + 2x> + 3x — 5 = 0 desprovida de
termo do segundo grau.

Solucao
A transformada aditiva é:
R,-x+aP+R,-(x+aP+R -(x+a)+R =0.
Aplicando Horner-Ruffini, vem:
—a 1 2 8 -5
1 2-a a2—2a+3 | -a*+2a2+3a—5=R,
2 — 2a 3a> —4a + 3 =R,

1
1 | 2-3a=R,

1=R,

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



TRANSFORMACOES

Para nao ocorrer termo do segundo grau, devemos ter

R2=2—3a=0:>a=

2
2 5)
R3=1;R2=0;R1=3-<3)—4-<§)+3=§
_(2¥V 2\ 2 173
Ry = (§>+2'<§) 3'(?) 5="%7

Resposta: 27y + 45y — 173 = 0.

Determine a transformada de 2x3 — x> + x — 1 = O mediante a relagado de
transformacaoy = x — 2.

Dada uma equacao algébrica em x e sendo y = x — h, para que valores de h a
equacao transformada em y admite raiz nula? Justifique.

Determine a relagao de transformacao mediante a qual y® + 9y? + 26y + 25 =0
€ uma transformada aditiva de x> — x + 1 = 0.

Solugao
Temos: P (x) =x* —x+1=0,P,(y) =y>*+9y* + 26y + 25 =0,y =x + a.

Aplicando Horner-Ruffini, vem:

—a 1 0 -1 1
1 —a a2—-1 |—a3+a+1=R0
1 —2a 3a> — 1 =R,
1 —3a =R,
1=R,
Portanto:

—-at+a+1=25
332 —-1=26=>a=—-3
—3a= 9
Resposta: y = x — 3.

Dada a equacdo x® — 3x2 + 4x — 6 = 0O, determine a relacdo de transformacao
mediante a qual se obtém sua transformada aditivay® + y — 4 = 0.

Fundamentos de Matematica Elementar | B



TRANSFORMACOES

Prove que existe sempre uma transformacao aditiva y = x + k que transforma
a equacao completa do 3¢ grau, ax® + bx? + c¢x + d = 0, em uma equacao do
3¢ grau desprovida do termo de grau 2.

Sugestao: Tente calcular k em fung¢ao de a, b, ¢, d, que sao dados.

Transformacao reciproca

Chama-se transformacao reciproca aquela em que a relagao de transfor-
macao é:

_1
y—X,x#O

Dada a equacao primitiva P (x) = O, substituindo x por % e fazendo as simpli-

ficagGes, obtemos a transformada P,(y) = O, cujas raizes séo precisamente 0s inver-
sos das raizes de P (x) = O.

Aplicagoes

1%) Dada a equacgdo x3 — 2x2 + x + 1 = O, obter sua transformada pela

~ 1
relagdoy = <

i - T 1-0

=>PxX)=1-2y+y*+y*=0

2%) Obter a transformada que apresenta como raizes os inversos das raizes
de5x*+x2—x+1=0.

equacao primitiva: P (x) =5x*+x*—x+1=0

relacéo de transformacao: y = %

v ffif 3-8 2-0~

= Py)=y -y +y+5=0
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Observemos que, para obter a transformada reciproca, basta inverter total-
mente a ordem dos coeficientes da equacao primitiva e trocar x por y:

Px)=ax"+a x"*+a x"?+..+ax+a =0
Plyy=ay +ay *+ay ?+..+a ,y+ta =0
Assim, por exemplo, temos:
PX)=x+2x"+3x*+4x>+5x+6 =0

P,(X) =6y°+5y" +4y*+ 3y + 2y + 1 =0

Dada a equacdo x* + 3x2 + bx + 1 = 0, determine sua transformada reci-

proca.
Solucao

Temos:
PX)=x*+3x*+5x+1=0e y:%
Portanto:

P,(x) = Pl(i) = (1>4 + 3(3)2 + 5(3) +1=0
y) \y y y

e, eliminando os denominadores, obtemos:
Pyy=1+3y"+5y°+y*=0
Resposta: y* + 5y + 3y2 + 1 = 0.

As raizes da equacao 2x* — 5x3 + 3 = 0 sdo representadas por a, b, ¢, d. Qual

< = . P = 1111
€ a equacao cujas raizes sao representadas por P H?

Obtenha uma equacao cujas raizes sejam 0s inversos das raizes de:
Bx* = x3+ 7x2+3x — 2 =0.
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Determine a, b, ¢ de modo que a equacao
ax’> +bx* +cox® +2x2+5x—-1=0
seja equivalente a sua transformada reciproca.

Solugao

1°) Vamos obter a transformada reciproca:

(5 o) el + 23] +53) -2 -0
isto é,a + by + cy? + 2y3 + By* — y> = 0.

2°) A condicao para que sejam equivalentes é:

a _b_c¢c_2_5_-1

175 2 ¢ b a
entdo temos: a®> =1,b%> =25 e ¢c? = 4.
Resposta: a=—-1,b=5,c=2o0oua=1,b=—-5¢=—-2.

Definicao
Uma equacao polinomial P(x) = O é chamada reciproca se, e somente se, é
equivalente a sua transformada reciproca P(%) =0.

Raizes reciprocas e multplicidade

Teorema
Dada a equacao reciproca P(x) = O, se a € uma raiz com multiplicidade m,

-1 . L
entao ~ também é raiz com a mesma multiplicidade.

Demonstracao:

Javimos que, se a # 0 € uma raiz de P(x) = O, entao % € raiz da transformada

reciproca P(%) = 0, portanto o e % tém a mesma multiplicidade.
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Se P(x) = 0 é equivalente a P(%) = 0, entao toda raiz da segunda também &

raiz da primeira; portanto, % € raiz de P(x) = 0.

O teorema anterior sugere um processo para construir equacoes reciprocas:
basta formar a equagcao tomando o cuidado de a cada raiz o fazer corresponder uma

1 N
raiz = com a mesma multiplicidade de «.

Exemplos:
inversas

1°) P(x) = 4(x — 2) < - %) = 0 é uma equacao reciproca, pois:

P(x) =4x2 —10x +4 =0 e

2 _ 2
p<£> :4<;> . 10(;)+4 _a-10x+ae
X X X X

sao equivalentes.

inversas inversas

2°) P(x) = 18(x — 3) < - %) (x + %) (x + %) =0 é uma equacao reciproca

que também pode ser escrita assim:

18x* — 21x% — 94x%> — 21x + 18 = 0.

inversas

3% P(x) = 2 (x —1)® (x - %) (x —2) =0 é uma equacao reciproca que tam-

bém pode ser escrita assim:

2x5 — 11x* + 23x3 — 23x2 + 11x — 2 = 0.

. 1
Notemos neste exemplo que a raiz a = 1 corresponde a raiz o 1.

4°) P(x) = (x — 2) (x — 3) = x> — bx + 6 = 0 ndo é equacao reciproca por apre-
sentar raizes 2 e 3 nao acompanhadas das respectivas inversas.

5%) P(x) = (x — 2)? < - %) nao € equacao reciproca pois as raizes 2 e % nao

tém a mesma multiplicidade.
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Ja aprendemos a reconhecer se uma equacgao colocada na forma fatorada
€ ou nao é reciproca. Ocorre, entretanto, que as equacdes polinomiais raramente
aparecem fatoradas. Veremos a teoria para fazer o reconhecimento de equacdes
reciprocas no item seguinte.

Propriedade dos coeficientes de uma equacao
reciproca

Consideremos a equacao polinomial de grau n:

Px)=ax"+a x"'4+a x"?+..+ax*+ax+a =0

1

Dizemos que a, e a, sao os coeficientes externos.

Podemos observar, para todo k natural com O < k < n,que otermoa__, X" ¥

€ precedido por k termos da equacao e o termo a x* € sucedido por k termos. Os ter-
mos a_ _, X"~ e ax“estdo aigual "distancia" dos extremos a_e a,, respectivamente.
Dizemos, por isso, que os coeficientes a__, e a, sdo coeficientes equidistantes dos
extremos.

O esquema abaixo mostra os pares de coeficientes equidistantes dos ex-
tremos

ax"+a x'+a x?+..+a xk+..+ax+..+ax*+ax+a =0
n n—1 n—2 n—K K 2 1 0

Teorema 1

Se uma equacao polinomial P(x) = O € reciproca, entao os coeficientes equidis-
tantes dos extremos sao iguais 2 a 2 ou sao opostos 2 a 2.

Demonstracao:

Se a equacao polinomial P(x) = O é reciproca, entao P(x) e P(%) sao equacoes
equivalentes.

Px)=ax"+a x""*4+a x"?+..+a X "*+.. +ax+.. +

2 —
+ax +a1x+a0—0

1
P(—>=ax”+ax”1+ax”2+...+ax”k+...+axk+...+ax2+
X 0 1 2 K n—K n-2

+a _x+a =0
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entao os coeficientes dessas equacbes sao proporcionais, ou seja:

a, = ca, (0)
a _,=ca, (1)
a _,=ca, (2)
a _,=ca, (k)
a, =ca , (n — k)
a,=ca _, (n—2)
a, =ca _, (n—1)
a, = ca, (n)

Tomando as igualdades (k) e (n — k), temos:

a =¢Ca € a =Cca

n—k k n—k

Entao:

Portanto:
— A2
an -k ¢ an —k
e dai c2 = 1. Conclui-se que c = 1 ouc = —1.

Sec = 1,temos a _, = a, para k variando de O a n, ou seja, os coeficientes
equidistantes dos extremos sao 2 a 2 iguais.

Sec= —1,temosa _, = —a, parak variando de O a n, ou seja, os coeficientes
equidistantes dos extremos sao opostos.

Teorema 2

Se uma equacao polinomial P(x) = O tem coeficientes equidistantes dos extre-
mos 2 a 2 iguais ou 2 a 2 opostos, entdo a equacgao € reciproca.

Demonstracao

Consideremos novamente as equacoes:
Px)=ax"+a x"*+a x"24+..+a xk+ . +axk+...+ax®+
n n—1 n-—2 n—K K 2

+ax+a, =0
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1 — -1 -2 -k k 2
P<7> =ax"tax " tH+ax "+ .. +ax "+ .. +ta X+ ..+a x+
+a x+a =0
Sea,_, = a,paratodo k compreendido entre O e n, entao os coeficientes da 1?
equacao sao respectivamente iguais aos coeficientes da 22 e, portanto, as equacoes

sao equivalentes.

Se a, _, = —a, para todo k compreendido entre O e n, entdo os coeficientes
da 1® equacao sao respectivamente opostos aos coeficientes da 22 e, portanto, as
equacoes sao equivalentes.

Conclusao: P(x) = O e P(%) = 0 sao necessariamente equivalentes, ou seja,
P(x) = O é uma equacao reciproca.
Exemplos:

Sao equacodes reciprocas:
1°) 4x2 —10x +4 =0

2°) 18x* — 21x® — 94x2 — 21x + 18 =0

39) 2x5 — 1Ax* + 23x3 - 23x> + 11x — 2 =0

4°) 3x" +5x°+5x2+3 =0
que pode ser escrita:
3XT+0x8+5x3+0x* +0x3+5x2+0x+3=0

Classificacao

Para facilitar a resolucdo, classificaremos as equacgdes reciprocas em:
a) equacoes reciprocas de 1% espécie: aquelas em que os coeficientes equidis-
tantes dos extremos sao iguais:

a, =a, a, ,=a, a _,=a,..
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Exemplos:

19)3x* +4x2+4x +3 =0

29 7x* —11x* - b5x2 —11x +7 =0

b) equacoes reciprocas de 22 espécie: aquelas em que os coeficientes equidis-
tantes dos extremos sao simétricos:

a = —a, a

n 0 = —a,, a

o . =-a,, ..

n-2 2
Exemplos:

19)7x3 —6x2+6x—7=0
2°)4x* —5x2 +5x —4 =0

Propriedades

1?) Toda equacao P(x) = O, reciproca de 2% espécie, admite a raiz 1. A divisao
de P por x — 1 conduz a uma equacao reciproca de 12 espécie.

De fato, se P(x) = O apresenta coeficientes equidistantes dos extremos simé-
tricos, entao a soma dos coeficiente € nula, isto é:

P(1)=a,+a, _,+ta _,
Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, obtemos:

+...+a2+a1+a0=0e1eraiz.

a, a,_, a,_, a, a, a, | 1
an (an+an71) (an+anfl+an72) (an+an71) an O |
Q(x)

portanto P(x) = (x — 1) - Q(x) = 0 e Q(x) = O é equacao reciproca de 1* espécie.

Exemplo:

A equacao 4x* — bx3 + bx — 4 = 0 admite a raiz 1 e, dividindo o 12 membro
por x — 1:

4 -5 0 5 -4
4 -1 -1 4| o]

recaimos em (x — 1) (4x® — x2 — x + 4) = 0, sendo Q(x) de 1* espécie.
Q(x)

2?) Toda equacao P(x) = 0O, reciproca de 1% expécie e grau impar, admite a
raiz —1. A divisao de P por x + 1 conduz a uma equacao reciproca de 1? espécie
e grau par.
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De fato, como P(x) = O apresenta ndmero par de coeficientes iguais 2 a 2,
temos:
P(-1)=-a,+a,_,—a ,+..+a,—a +a,=0e —1¢éraiz
0
0

0

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, obtemos:

an anfl an72 a2 1 0

_,ta) (a, 0)

Q(x)
Portanto P(x) = (x + 1) - Q(x) e Q(x) € equacao reciproca de 1? espécie e grau

—a) (@, _,—a

par.

Exemplo:
A equacgdo 3x3 + 4x2 + 4x + 3 = 0 admite a raiz —1 e, dividindo o 12 membro
por x + 1:
3 4 4 3|1
3 1 3| o]

recaimos em (x + 1) (3x2 + x + 3) = 0, sendo Q(x) de 1? espécie e grau par.

Q(x)

Equacdes de 1? espécie e grau par

Vamos resolver a equagao P(x) = O, em que a__
(n é par). Temos:

, =3 (0sk=snen=2p

ax® t+ax® t+ax® ?+..+a Xx*'?*+a x*t+ax +a x '+
p-2 p-1 p p—1
p-2 2 =
+ta, X"*t+..+ax*+taxta =0

Dividindo ambos os membros por x°, vem:

1ia %+

p p-1 p—2 2
ax* tax ttax ?+..ta X +ta xta ta ,-Fta

1 1 1
+ ... +62 =2 +a1 1 +80W=O

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



TRANSFORMACOES

Associando os pares de termos equidistantes dos extremos, decorre:

1 1 1
_— -1 -2
ao(xp+ Xp>+a1(xp + Xpl)+a2<xp + Xp2)+...+

1 1
+ap2<x2+7>+ap1(x+?>+ap=0
Adotando a incognita auxiliary = x + % obtemos:
x2+%=y2—2,x3+%=y3—3y,x4+%=y4—4y2+2,etc.

€ a equacao fica:

n
a,ta _,yt+a , (y2 —2) + a, . (y*—3y)+..=0,degraup = >
Exemplos:
1°) Resolver a equacgdo 6x* — 35x% + 62x2 — 35x + 6 = 0.
Temos:
6x2—35x+62—35-%+6-x—12=0 = 6<x2+%>—35<x+%)+62=0

6(y> — 2) — 35(y) + 62 =0 = 6y2 — 35y + 50 = O :>y=%0u y=13—0

sex+£=§,entéo2x2—5x+2=0ex=2oux=i
X 2 2
sex+£=£,entéo3x2—10x+3=0ex=3oux=i

X 3 3

B P A
portanto S = {2, > 3, 3}.
2°) Resolver a equagao 6x° — 13x® — 6x* + 26x3 — 6x2 — 13x + 6 = 0.

Temos:

6X° — 13 — 6x+ 26— 6 — 13+ + 6= =0

6(x3+%)—13(x2+%)—6(x+i)+26=0
X X X

B(y2—3y)—13(y> —2) — By + 26 =0 = 6y3 — 13y> — 24y + 52 = 0
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Pesquisando as raizes racionais dessa equacao, obtemosy =2 ouy = —2 ou

_13
y 6

se x + % = 2, decorre x =1 (raiz dupla)

sex + % = —2,decorre x = —1 (raiz dupla)
sex+£=£ decorrex=goux=§
X 6’ 3 2

s 423
Portanto S —{1, 1, 3 2}.

Resumo

1°) Se é dada uma equacao reciproca de 2* espécie e grau impar, sabemos
que uma das raizes é 1 e, dividindo por x — 1, recaimos numa equacao de 1% es-

pécie e grau par.

2°) Se é dada uma equacao reciproca de 2% espécie e grau par, sabemos que
uma das raizes é 1 e, dividindo por x — 1, recaimos numa equacao de 1?2 espécie
e grau impar. Nesta, uma das raizes é —1 e, dividindo por x + 1, recaimos numa

equacao de 1° espécie e grau par.

3°) Se é dada uma equacao reciproca de 1% espécie e grau impar, sabemos
que uma das raizes é —1 e, dividindo por x + 1, recaimos numa equacao de

1% espécie e grau par.

Assim, todas as equacOes reciprocas acabam recaindo em equacao de

12 espécie e grau par.
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Resolva a equacao reciproca: 6x° — 19x?> + 19x — 6 = 0.

Solucao

1°) Trata-se de uma equacao de 22 espécie, portanto 1 € raiz. Apliquemos
Briot:

1|6 -19 19 -6
|6 -13 6 0

Recaimos na equacao 6x> — 13x + 6 = 0.

2°) Aplicando a formula da equacao do 2° grau, temos:

X_l$i\/169—144_13i5 =>x—§ou X_g
N 12 12 2 3

e_11 23
Resposta: S —{1, 3 2}.

Resolva a equacao reciproca: 2x* — 4x3 + 4x — 2 = 0.

Solucao

1°) Trata-se de equacao de 2? espécie com grau par, portanto admite as
raizes 1 e —1. Apliquemos Briot:

1 2 -4 0 4 -2
-1 2 =2 =2 2 0
2 —4 2 0

Recaimos em 2x2 — 4x + 2 = 0.

2°) Aplicando a formula da equacao do 2° grau, temos:
4+~N16 — 16

X=——Fp—— = 1.

Resposta: S ={1, —1}.
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Resolva a equacéo reciproca: x® — bx* + 9x® — 9x2 + bx — 1 = 0.

Solugao

1°) 2% espécie = 1 éraiz

Biot 1|1 -5 9 -9 5 -1
|1 -4 5 -4 1| o

2°?) Recaimos em x* — 4x® + bx — 4x + 1 = 0, que é de 12 espécie e
grau par. Apliquemos a técnica usual:
x2—4x+5—4<£>+1<%)20:> <x2+i2>—4<x+i)+5202>
X X X X
=>U2—-2)—4y+5=0=y?-4y+3=0=>y=10ouy=3

1:V1-4 _ 123
2 2

(1)x+%=1:>x2—x+1=0:>x=

@Qx+LT=35x0-3;+1=0ox=219"4 32N
X 2 2
e [ 1+W31-iW3 3+V5 3++5

Resposta: S =11, 5 5 5 > .

Resolva a equacdo: 4x® — 21x* + 21x> — 4 = 0.
Resolva a equacdo: ax® — bx* + (3b — 5a)x® — (3b — 5a)x?> + bx —a = 0.

Dada aequacao: x* +8ax> + (b —2)x*+ (da+b +c)x¥+2ax> + (b —2a)x—1 =0,
determine a, b, c de modo que seja reciproca e resolva.

Resolva a equacdo: x5 — bx* + 9x3 — 9x2 + bx — 1 = 0.

Resolva a equacao reciproca: 8x* — 54x3 + 101x?> — 54x + 8 = 0.

Solucao
Trata-se de equacao de 1* espécie e grau par. Fagamos a divisao por x? e

apliquemos a mudanca de variavel: x + % =yex?+ x_12 =y2 - 2.
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Temos: 8x? — 54x + 101 — 54(%) 4+ 8(%) =0=

=>8(x2+x—j;)—54<x+%)+101=0

8(y? —2) — 54y + 101 =0 = 8y? — 54y + 85 =0
_17

Resolvendo esta Ultima, obtemos y = % ouy= a1

12 possibilidade: x + % = % = 2> —-bx+2=0>

L _5%V26-16 _5+3
4

= X =2 ou x=i

4 2
- 1 17
22 possibilidade: x + <=7 > A2 —17x + 4 =0 =

17 £+ V289 — 64 17 £15 1
X = 8 = 8 =>x=4oux=z

P P S §
Resposta: S = {2, X 4, 4}.
Resolva a equacado: 2x3 — 3x2 — 3x + 2 = 0.

Resolva a equacgdo: x3 + x> + x + 1 = 0.

Resolva a equacado: 6x* + 35x% + 62x? + 3bx + 6 = 0.

Resolva a equacao z* + z8 + z2 + z + 1 = 0 no campo complexo e mostre
que, numa certa ordem, as raizes estao em progressao geométrica.

Resolva a equagdo: y° — 4y* + y3 +y2 — 4y + 1 = 0.

Resolva a equa éo-ﬂzi
quacao: Ty = o

A soma dos 5 termos de uma P.G. de nlimeros reais é 484 e a soma dos
termos de ordem par € 120. Escreva a P.G.

i i 3 34_33 2_£ i_ ?
Quais as raizes da equacao 2x 3x + X 3x+ > = 07
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Raizes multiplas
e raizes comuns

I. Derivada de uma func¢ao polinomial

134. Definicao

1°) Dada a funcao polinomial f: C — C definida por:
fix)y=ax"+a _x"'4+a X "2+..+ax+a,

em que a_ # 0 e n > 0, chama-se fungdo polinomial derivada de f(x) a funcao
f': C — C definida por:

fiix)=nax""*+(n—-21a _x""2+(n—-2a x" *+.+a +0
2°) Se f(x) = k, Vx € C, entdo a funcao polinomial derivada é definida por
f'(x) = O.

135, Exemplos:

19 fx) =2x+3 = fX)=1-2-xX4+0=2

29 f(x) =5x2+3x+4 = fx)=2-5-x+1-3-x2+0=10x+ 3

3%) f(x) =7x*+6x3+5x2+ 4x + 3 =
5fX)=4-7-xX3+3-6-x+5-2-x+4-1-x+0=
=28x+ 18x> + 10x + 4
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Observemos atentamente o que ocorre com cada termo de f(x) na passagem
para f'(x):

ax® - paxP ~ 1t
em f(x) em f'(x)

E como se o expoente p de x (em f) passasse a multiplicar o coeficiente a e
fosse substituido por p — 1 (uma unidade inferior a p).

Derivada da soma de fung¢des polinomiais
Teorema

Sejam as fungdes polinomiais:

gx)=ax"+a _x"'+a x"*+..+ax+a e
h(x) =bx"+b, _x""*+b x""?+..+bx+b
Se f(x) = g(x) + h(x), entao f'(x) = g'(x) + h'(x)

Demonstracao:

f(x) = gx) + h(x) = (a, + b )x" + (a,
+(a, + b )x + (a, + by)

+b, t4(a, , b, 24+

1 2

Vamos calcular as funcdes derivadas dessas funcoes:

gx)=nax""*+(n—21a x "+ ((n—-2)a x""°*+..+a

h'x) =nbx""*+(n—21)b _x""2+(n—2)b x""3+..+b,

f(x) =n(@a +b)x""*+(n—1)a, ,+b, Jx""2+
+(n—2)a, ,+b, x"" 3+ ..+ (a +b)

E evidente que f'(x) = g'(x) + h'(x).

Derivada do produto de fung6es monomiais

Teorema

Sejam as funcoes polinomiais a = ax” e 3 = bx%. Se y = «f3, entdo:

Y =o't apl

Demonstracao:

y=aB =abxP*9 = ' = (p + q)abx?*9* 1 entdo:

v' = pabx?~ 9 + qabxPxd~ 1 = (pax”~ 1)(bx9) + (axP)(gbx?~ 1) = a'B + op'
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Derivada do produto de fun¢do polinomial por
monomio
Teorema

Sejam as func¢des polinomiais:
— -1 -2 —
gx)=ax"+a _x"t4+a X"+ .. +ax+a ep=hbx.

Se f(x) = g(x)B, entao f'(x) = g'(xX)B + &(X)B".

Demonstracao:

Fazendo o, = ax, temos g(x) =a, + o , +a ,+..+ao +aq
portanto:

fx)=gx) B=(, ta,_, toa _,+..+tao +a)f=

=aB+a Bto B+.. T+l

Entao, aplicando os dois teoremas anteriores, temos:

f(x) = (!B + )+ (o) B+a, ,B)+(a, B+oa B)+.. +
+(aB+ap)=(a +a! o e Fa)B (o, e, o Lt a)B =
=g'(x) B + gx)B'’

Derivada do produto de fun¢des polinomiais
Teorema
Sejam as funcodes polinomiais:
gx)=ax"+a, _x"t4+a x""?+..+ax+a,
h(x)=b x"+b _x""*+b x""2+4+ ..+ bXx+Db,
Se f(x) = g(x) - h(x), entdo f'(x) = g'(x) - h(x) + g(x) - h'(x).

Demonstracao:

Fazendo B, = bx, temos: h(x) =B _+B, , B, , T - B, +B,
portanto:

f(x) = g(x) - h(x) = gXB,, + EMB,, _, +EXB, _, + ... + EXB,

Entao, aplicando o teorema anterior, temos:

f'(x) = [g' (B, + &XB; ] + [&' (B, , + &XB;, ] + ... +[8'XB, + 8XIBy] =
=g (B, + B, TB, o . TB)+EXPBL B, B, By =
= g'(x) h(x) + g(x) h'(x)
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Derivada da poténcia de fun¢do polinomial
Teorema
Se f(x) = [g(x)]", com n > 0, entdo f'(x) = n - [gX)]"~* - g'(x).
Demonstracao:

1°) Prova-se por inducao finita que, se
f(x) = 8,(X) - 8,(x) - 5(X) - ... - &,(x),

Entao:

f'(x) =ggg, .. +8gg, ... +..+gge ...8

2°) Supondog, =g, =g, = ... = g = g, temos como consequéncia do anterior
que, se

fx) = g(x) - g(x) - g(x) - ... - €,(x) - [EX)]"

n
Entao:

f'x) =g'¢gg...g +gg'g...g +ggg' ...g +... +ggg...g" =n(ggg ... 8) - g' =

n n n n n—1
=nlgx)]"~*-g'(x)

Aplicagoes
1) fx) =x—1)* = f'X)=4-(x—1)3-1 =4(x — 1)°
& g
29 f(x) = (x* +x+1)° = f'X) =5 - (x* +x + 1)* - (2x + 1)

g(x) g'(x)
3)fx) =x*+3x+1)(x+4x2+5x +3) =

g(x) h(x)
= fX)=2x+3)(x®* +4x> +5x +3) + (x> +3x + 1) (3x> + 8 + 5)
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Derivagoes sucessivas
Vimos no item 134 que, dada a funcao polinomial f(x), podemos definir a fun-
¢ao polinomial derivada representada por f'(x) ou f®(x):
fOx)=nax""*+((n—-—2La x4+ ((n—-2)a x""3+..+2ax+a,

Como f'(x) também é uma funcao polinomial, é possivel determinar a sua fun-
cao polinomial derivada (f'(x))', obtendo a chamada funcao derivada-segunda de f(x),
que sera denotada por f''(x) ou f(x).

Notemos que:
fOx)=nn—1)ax" "2+ (n—1)(n—2)a x""?+..+3-2-ax+2a,

A derivada da funcdo polinomial f@(x) é chamada fungado derivada-terceira de
f(x) e sera denotada por f'"'(x) ou f®)(x). Notemos que:

fOX)=nn—1)n —2)ax" ">+ (n—1)(n —2)n—3)a _x""*+ ..+
+3-2-1-a,
E, assim por diante, a derivada da funcao polinomial f¢~3(x) é chamada funcao

derivada-erreésima de f(x) e sera denotada por f(x).

fo(x) = (Fr - (x))’

Exemplo:

Calcular as derivadas sucessivas da fungao polinomial
f(x) = x* + 2x3 + 3x> + 4x + 5.

Temos:

fO(x) = 4x® + 6x2 + 6x + 4

fA(x) = 12x* + 12x + 6

fe(x) = 24x + 12

f@(x) = 24

fO(x) = fO(x) = fO(x) = ... =0

Observemos que a cada derivagao o grau da fungao polinomial diminui em uma
unidade. Assim, se f(x) tem grau n, entao todas as derivadas de ordem superior a n
sao identicamente nulas.
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Determine a derivada-primeira das seguintes fungdes polinomiais:

a) f(x) = 4x® — %x2 +11x + 3

b) f(x) :%x4+%x3+%x2 +x+2
c) f(x) =2x —7)(3x + 4)

d) f(x) = (x2 —3x +4) (3x> + bx — 1)
e) fix) =(x+1)(x +2)(2x + 3)

f) f(x) =(3x> —7x +4)°

g) f(x) = (3x = 5)’

h) f(x) = (3 — 2x)°

B fx)=x+2x+1)(x—1)
)ofx) =(x+22x+1)°

K) f(x) = (x> — 3x + 4)3 (2x — 1)?

Calcule a derivada-terceira da funcao polinomial f(x) = x’.

Solugao
f(x) = x” = fOx) = 7x® = fO(x) = 42x5 = fO(x) = 210x*
Resposta: f®(x) = 210x4.

Calcule a derivada de ordem p da funcao f(x) = x"(p < n).

Solugao

fx) =x" = fOX) =nx _ = f9%x)=nn—1)x""2 =

= fOX)=nn—-1)N—-2)x""3 = ... =

= fPOX)=nn—12)(n —2)...(n —p + 1)x"°

Resposta: fP(x) =n(n — 1)(n — 2) ... (n — p + L)x" P = An‘p o =B,

Determine as derivadas sucessivas da funcao f(x) = 7x3 — 11x? + b5x — 3.

Determine a derivada-oitava da funcao f(x) = ax® + bx* + ¢cx® + dx® + ex + f.

Fundamentos de Matematica Elementar | B



RAIZES MULTIPLAS E RAIZES COMUNS

Sendo P(x) = 5x3 + ax? + bx + ¢,

a) obtenha k para que se tenha identicamente

P(x) + k(x — 1) P'(x) + (x> + 1) P"'(x) = O;

b) calcule os coeficientes a, b e c;

c) mostre que P(x) é da forma (x — 1) Q(x) e calcule este polinémio Q(x).

Qual o valor numérico do polindmio derivado de P(x) = 3x* + 12x — 7 para
X =—17?

Um polindbmio P(x) é igual ao produto de seu polindmio derivado P'(x) por
(x — a). Qual o grau de P(x)?

Um polindbmio de coeficientes inteiros na variavel x tem grau par, seu termo
independente é impar e o coeficiente do termo de maior grau € 1. Assinale a
resposta falsa.

a) O valor de P(x) para x = O é ndmero impar.

b) O zero nao é raiz de P(x).

¢) O polinbmio derivado tem grau impar.

d) O coeficiente do termo de maior grau do polindmio derivado é impar.
e) Nenhum nudmero par pode ser raiz desse polindbmio.

Vimos no item 91 que r é raiz da equacao polinomial f(x) = 0, com multipli-
cidade m, se:

fix) =(x—nm-a(x) e qr) # 0

Vamos ver agora dois teoremas que facilitam a pesquisa das raizes mudltiplas
de uma equacao polinomial.

Multiplicidade de uma raiz e fun¢ao polinomial
derivada

Teorema

Se r é raiz de multiplicidade m da equacao f(x) = 0, entao r é raiz de multiplici-
dade m — 1 da equacao f'(x) = 0, em que f'(x) € a derivada-primeira de f(x).

Demonstracgao:

fx) =x—n"-q(x) = f'(x) = mx — 1" *q(x) + (x — N"g'(x)
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portanto, temos:

fix) = x=n""*[m-a(x) + (x =1 -q'Kx)]
e,comom-q(r)+(r—r)-q'(r) = m-q(r) # O, decorre que r é raiz de multiplicidade
m — 1 de f'(x) = 0.

Corolario 1

Se r € raiz de multiplicidade m da equacao f(x) = O, entao r é raiz de
fOx) =0, fPx) =0, fOx) =0,..,f" Yx)=0

com multiplicidades m — 1, m — 2, m — 3, ..., 1, respectivamente, e r ndo é raiz de
fm(x) = 0.

Corolario 2

Se r é raiz das equacoes
f(x) =0, fOx) =0, fAx)=0,..,f"3Ix)=0
e r ndo é raiz da equacao f™M(x) = 0O, entdo a multiplicidade de r em f(x) = 0 é m.

Resumo
A condicao necessaria e suficiente para que um ndmero r seja raiz com mul-

tiplicidade m de uma equacao polinomial f(x) = O € que r seja raiz das funcoes f(x),
fO(x), f(x), ..., ™~ Y(x) e ndo seja raiz de f™(x).

Verifique se a equacao 2x3 — 9x? + 12x + 6 = 0 tem alguma raiz dupla.

Solucao

Toda eventual raiz dupla da equacao dada f(x) = O também € raiz da
derivada-primeira f9(x) = 6x?> — 18x + 12; portanto, temos:

6x2 —18x +12=0 =2 xX*—3x+2=0=>x=1ou x=2
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Os "candidatos" a raiz dupla sao o 1 e o 2. Fagamos a verificagcao:
f(1) = 2(1) — 9(1)> + 12(1) + 6 =11 # O

f(2) = 2(2) — 9(2? + 12(2) + 6 =10 # 0

Resposta: Nao ha raiz dupla.

Resolva a equacao 4x3 — 20x? — 33x — 18 = 0, sabendo que admite uma raiz
dupla.

Solucao

Fazendo f(x) = 4x® — 20x? — 33x — 18, temos:

fO(x) = 12x2 — 40x + 33.

A raiz dupla é necessariamente raiz de f¥(x), portanto:

3
40+V1600 — 1584 40+4 — 2

2 — — =
12x> —40x + 33 =0 = x o7 57 \£
6

Pesquisando em f(x), temos: f(%) =0e f(%) # 0. Assim, a raiz dupla

de f(x) é % Aplicando Briot:

4 —-20 33 -—18

N[ W[N] w

4 -14 12| 0
4 -8| o

recaimos em 4x — 8 = 0; portanto a outra raiz € 2.

Resposta: S = {% 2}.

Verifique se a equacado x® — 3x + 8 = 0 tem raizes iguais.
Pesquise raizes mdiltiplas na equacao x> — 2x* + 3x® — 7x2 + 8x — 3 = 0.
Resolva a equacdo x® — 5x? + 8x — 4 = 0, sabendo que existem raizes multiplas.

Obtenha as raizes muiltiplas das equacoes:
a) x*—12x3 + 52x2 — 96x + 64 =0
b) x> +x*—56x3—x2+8—-4=0
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Resolva a equacao x* — x® — 3x?2 + bx — 2 = 0, sabendo que admite uma raiz
de multiplicidade 3.

Determine p e g de modo que a equacao x°® + x2 + gx + p = 0 admita uma raiz
com multiplicidade 3.

Solucao

Fazendo f(x) = x3 + x> + gx + p, obtemos:

fO(x) = 3x2 + 2x + q

f@(x) = 6x + 2

fé(x) =6 # 0

A condicao do problema estara satisfeita se existir um ndmero r tal que
f(r) = 0, f8(r) = 0 e f@(r) = 0. Temos:

f<2>(x):O=>6x+2=O=>x=—%

1 1\ 1 1
=) = = = — = 2
f(3> 3( 3>+2( 3>+q 0=qq 3

1\ [ 1\ 12 1( 1 _ 1
(-5)-(5) + (5] + 3(-5)+p-0=0-%

Resposta: p = % e q= 3

Determine a e b de modo que a equacdo x* + 6x2 + ax + b = 0 admita uma
raiz tripla.

Solucao

Fazendo f(x) = x* — 6x*> + ax + b, obtemos:

fO(x) = 4x3 — 12x + a, fP(x) = 12x? — 12, fO(x) = 24x.

A condicao do problema estara satisfeita se existir um ndmero r tal que
f(r) = fO(r) = f@(r) = 0 e fO(r) # 0. Temos:

fAx) =0 = 12x2 - 12 =0 = x =1

12 possibilidade: x = 1
f=0=1*-6-12+a-1+b=0=a+b=>5
fU1)=0=4-1-12-1+a=0 = a=38

portantoa =8 e b = —3.
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22 possibilidade: x = —1

f(—1)=0 = (-1)*—-6-(—-1)P+a(-1) +b=0=>b—-a=5
f(-1) =0 = 4(-1°-12(-1)+a=0=a=-8
portantoa = —8 e b = —3.

Resposta: @=8 e b=-3) ou (a=-8 e b=-3).

Determine a, b, ¢ de modo que 1 seja raiz dupla da equacao
x2 —3ax2 + bx + ¢ = 0.

Solucao

A condigao do problema estara satisfeita se

f(1) = f®(1) = 0 e f@(1) # O.

Fazendo f(x) = x3 — 3ax?® + bx + ¢, obtemos:

fO(x) = 3x> — Bax + b e f@(x) = 6x — 6Ga.

Impondo as condicdes, resulta:

fl)=0 = 1°-3a-12+b-1+c=0=b+c—3a=-1
f91) =0 =3:-12-6a-1+b=0=b—-—6a=-3
Donde vem: b = 6a — 3 e ¢c = 2 — 3a.

Como f@(1) # 0, devemos ter a # 1.

Responda: b =6a — 3,c =2 — 3a e a # 1.

E dada a equacdo x® — 3x2 — 9x + A = 0.
a) Quais os valores de A\ para os quais a equacao admite uma raiz dupla?
b) Para que valores de \ a equacao tem trés raizes reais distintas duas a duas?

Prove que a equacao x* + px? + q = 0, p # 0 e q # 0, nao pode ter trés raizes
iguais.

Determine a condicdo para que a equacao x® + px + q = O tenha raizes multiplas.

Determine a condicao para que a equacgao x> — px — q = O tenha uma raiz
dupla.

Determine m de modo que a equacao x® — 2x> + x + m — 1 = 0 tenha uma
raiz dupla.

Se a equacdo x® + ax®> + 3x + 1 = 0 tem raiz tripla, qual o valor de a?
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Determine a condicao para que a equacao x* — px — q = O tenha uma raiz
dupla. Calcule essa raiz.

Determine m de modo que a equacao x* + mx? + 8x — 3 = 0 admita uma raiz
tripla e, em seguida, resolva a equacao.

Determine m de modo que a equacdo x3 + mx — 2 = 0 admita uma raiz dupla
e resolva a equacao.

Prove que as equacoes binomiais ax” + b = O,coma # 0 e b # 0, ndo tém
raizes multiplas.

Demonstre que, se a equacao x3 — ax + b = 0 (ab # 0, reais) tiver uma raiz
dupla, entao a sera sempre positivo.

Determine k de modo que a equacado 3x* — 8x® — 6x% + 24x + k = 0 admita
uma raiz dupla negativa e, em seguida, resolva a equacao.

a) Defina raiz multipla de um polinémio.

b) Para que valores de a a equagao 2x3 — 3sen ax? + cos® o« = O tem raizes
multiplas?
c) Mostre que a equacao do item b possui uma raiz simples qualquer que seja a.

. . . . 1
Parte A: Determine o nimero complexo z = x + iy tal que os numeros z, 5 e
1 — z tenham o mesmo maédulo.

Parte B: Um polindémio P(x) = x3 + ax® + bx + ¢ é divisivel pelo seu polinémio
derivado P'(x) e esse € divisivel por x — 1. Determine os coeficientes a, b e c.

Qual é a multiplicidade da raiz zero no polindmio
X180 4+ (sen 1° + cos 1°)x'"® + (sen 1° + cos 1°)(sen 2° + cos 2°)x'"® +
+ (sen 1° + cos 1°)(sen 2° + cos 2°)(sen 3° + cos 3°)x77 + ...?

Definicao

Dados dois polindmios nao nulos f e g, dizemos que o polinémio h € o maximo
divisor comum de f e g se, e somente se, verificar as seguintes condigoes:
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D1) h é unitario;
D2) h é divisor de fe de g;

D3) se qualquer outro polindbmio h, também € divisor de f e de g, entdo h, é
divisor de h.

Indicaremos o maximo divisor comum de dois polinbmios com a notacao:

h = mdc (f, g)

Exemplos:
199Sef=x—-1)x—2P2x—-3)eg=(x—2)(x — 3)(x — 4), entdo
h = (x — 2) (x — 3) satisfaz as condi¢coes D1, D2, D3; portanto, h = mdc (f, g).

29Sef=xt—-1eg=x*—-3x*+3x*-3x+2,entdoh=x3-x2+x -1
satisfaz as condi¢des D1, D2 e D3, portanto, h = mdc (f, g).

Veremos como obter h = mdc (f, g) no item seguinte.

mdc e resto da divisdo de dois polinomios

Teorema
Se f e g sao polinbmios nao nulos e r é o resto da divisao de f por g, entao
mdc (f, g) = mdc (g, r).
Demonstracao:
Seja h = mdc (f, g). Por definicao, h € divisor de f e de g, portanto:
(1) f=a,-h e (2)g=q,-h
Por outro lado, se r € o resto da divisao de f por g, entao:
@)r=f-a-g
Substituindo (1) e (2) em (3), resulta:
r=q,-h—-aq-q,-h=(,—0q-q)-h
isto €, h é divisor de r.

Seja h, = mdc (g, r). Como h € divisor de g e de r, resulta que h € divisor de h,.
Provemos que h = h,, mostrando que h, também € divisor de h.
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Por definicao, h, € divisor de g e de r, portanto:
g=4dq,-h, e r=q, h,
e entgo:
f=ag+r=q-aq,-h +qh, =(a-q,+a,)h
isto &, h, é divisor de f e, como também € divisor de g, resulta que h, € divisor de h.

Conclusao: h é divisor de h, e h, € divisor de h; portanto, h = h,.

mdc (f, g) = mdc (g, 1)

Meétodo das divisOes sucessivas

Como principal aplicacao do teorema anterior, temos o método das divisdes
sucessivas para obter o mdc (f, g), que se baseia nas seguintes observagoes:

a) dados dois polinbmios nao nulos f e g, com df = g, seja r, o resto da divisao
de f por g, entdo mdc (f, g) = mdc (g, r);

b) Ser, = 0, entdo g = mdc (f, g) e o problema é imediato; ser, # 0, sejar, 0
resto da divisdo de g por r , entdo mdc (g, r,) = mdc (r,, r.);

b) Ser, = 0,entaor, = mdc (f, g); ser, # O, seja r, o resto da divisao de r, por

r,, entao mdc (r , r,) = mdc (r,, r,).

e assim por diante. Notemos que, apdés um certo nimero finito k de divisdes su-
cessivas, atingimos necessariamente uma divisao exata (pois os graus dos restos
diminuem ao menos uma unidade por vez até que atingimos um resto r, constante,
e a divisdo de r__, porr, € exata).

fle el onle ool

I’1 q:l. r-2 q2 r3 q3 O qk +1

0 polindmio r, (devidamente multiplicado pelo inverso do seu coeficiente domi-
nante, para ser polindmio unitario) € o mdc (f, g).

Exemplo:

Obter o mdc dos polinbmios

f=x'—3x*+3x*-3x+2eg=x>—4x+ 3.

1°) Dividindo f por g obtemos q, = x> + x + 4 e r, = 10x — 10.
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2°) Dividindo g por r, obtemos q, = %x — %O er,= 0; portanto:

mdc(f,g)ziwl:x—l

10
Algoritmo:
% 1.3
x>+ x+4 10 10 9
f—x*—3x3+ 3x2 —3x + 10 x> —4x + 3 10x — 10 r,
r,—10x — 10 0
r, g

Polinémios primos

Se mdc (f, g) — 1, entdo os polindmios f e g sao chamados polindmios primos

entre si.
Assim, por exemplo, f = x3 + x e g = x> — 1 sdo primos entre si.

=S
X > —2X
x3 + X x2 -1 2 X -1
2X -1 0
1
mdc (f, g) = —1 _—121

Determine o mdc dos polinbmios:
f=x*+4x3+3x*-4x—4 e g=x>—2x>—5x+ 6.

Determine o mdc dos polinbmios:
F=x4+2x+x3+3x2+3x+2 e g=x*+43+4x2 —x—2
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Determine o mdc (f,g)sef=x>—12x+1)° e g=x®>+ 1) (x — 1).

Prove que, se f e g sao polindbmios divisiveis por (x — a)°, entdo o resto da divi-
sao de f por g também é divisivel por (x — a)’.

Determine o mdc dos polindbmios:
f=bx—22(x—42x—3)eg=4x—-2)(x—4)*(x+ 1)

Determine o mdc dos polindmios f = (x2 — 13 (x + 1)2e g = (x — 1)* (x + 1)~

Vamos desenvolver uma teoria que permite estabelecer as raizes comuns a
dois polindbmios f e g, isto €, as raizes comuns a duas equagodes polinomiais f(x) = 0
e g(x)=0.

Raizes comuns e resto da divisao

Teorema

Se a é uma raiz dos polindmios f e g, entdao a € uma raiz de r, resto da divisao
de f por g.

Demonstracao:

f=q-g+tr=r=f-q-g = rla) =f(a) — q(a) - g(x) =
= fa)=0—¢q(a)-0=0

Dividendo e raizes comuns ao divisor e ao resto

Reciproco
Se a € uma raiz dos polindbmios g e r, entao a € uma raiz de f.

Demonstracgao:

f=qg-g+r = fla) =q(a) - g(ar) + r(a) = () -0+ 0 =0
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Raizes comuns e mdc
Teorema
Se a é uma raiz dos polindbmios f e g, entao a € uma raiz do mdc (f, g).
Demonstracgao:
Suponhamos aplicado o método das divisdes sucessivas:

fle e | n A
rl ql

r‘2 q2 r‘3 q3 O

qk+1

Se a é raizde fe g, entdo a € raizde r; se a € raiz de g e r, entdo a € raiz

der,; se a € raiz de r, e r, entao « € raiz de r,; e assim por diante, a € raiz de
r, = mdc (f, g).

Raiz do mdc e raizes comuns
Reciproco

Se a é uma raiz do mdc (f e g) entdo o € uma raiz de f e de g.

Demonstracao analoga a anterior.

Aplicacao

12) Determinar as raizes comuns aos polindmios f=x3—-2x2—-2x—3 e
g=x2—x— 6.

Temos:
x2—2x2—2x — 3 X>—XxX—06 x> — XxX—6 3x—9
—x3 4+ x?+ 6x Xx—1 —x% + 3x 1 2
3*XT3
—x2+4x -3 2x — 6
2— X—6 —2X + 6

3x—9 0]

entao mdc (f, g) = x — 3; portanto a Unica raizcomumafe g é 3.
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2?) Obter as raizes comuns as equacoes polinomiais
x3—6x2+bx+12=0 e x3—5bx2—2x+24=0.

x3 —6x2+ 5x + 12 x3 —bx2—2x + 24
—x3+ bx2+2x — 24 1

—x2+ 7x— 12
x3—5x2— 2x + 24 X2+ 7x—12
—x3 + 7x2 — 12x —Xx =2
2x2 — 14x + 24
—2x2+ 14x — 24
0

entao mdc (f, g) = x2 — 7x + 12; portanto as raizes comuns a f e g sao as raizes da
equacao x> — 7x + 12 =0, isto é, 3 e 4.

Raizes comuns mailtiplas e resto da divisao

Teorema

Se f e g sao polinbmios divisiveis por (x — a)™, entao r, resto da divisao de
f por g, também é divisivel por (x — a)™.

Demonstracao:

Por hipétese, temos:

f=x—-a)"-q,, g=X-a)"-q, e f=qgg+r

Dai decorre:
r=f-q-g=Kx-a)" 0 -0q-X-a)" q,=(X=a) (q ~q-d,)

Raizes comuns mailtiplas e mdc

Teorema

Se f e g sao polindbmios divisiveis por (x — o)™, entao o mdc (f, g) também é
divisivel por (x — a)™.
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Demonstracao

Suponhamos aplicado o método das divisdes sucessivas:

fle e [ rn A

rnoooa r, ry O 0 a.,

Se f e g sao divisiveis por (x — a)™, entao r, é divisivel por (x — o)™ se ger,
sao divisiveis por (x — a)", entdo 0 mesmo ocorre com r,; se r, e r, sao divisiveis
por (x — a)", entdo 0 mesmo ocorre com r,; e assim por diante, r, = mdc (f, g) é
divisivel por (x — a)™.

Corolario

Se « € raiz de f e de g, com multiplicidades m, e m,, respectivamente, entao
a € raiz do mdc (f, g) com multiplicidade igual ao menor dos nimeros m, ou m.,.

Suponhamos dados dois polinbmios f e g, nao nulos, ja decompostos em
fatores:

f=aX—amX-—=B):(x—y)m..
g =D, (X — o)™ (x = B)™ (X — )™ ...
em que as bases das poténcias x — «, X — B, X — v, ... sao duas a duas distintas.

Decorre do corolario anterior que o mdc (f, g) € o polindmio unitario produto
dos fatores comuns a f e g, tomado cada fator com o menor dos expoentes com
que aparece em fe g.

Exemplos:
f=3x—1)2(xx—2)°3x—5)"(x+ 3)°
g=2(x—1)°*(x—2)?(x — 5)*(x + 4)7
Entao:

mdc (f, g) = (x — 1) (x — 2)? (x — 5)*

Notemos que os fatores nao comuns (x + 3), que aparece s6 em f, e (x + 4),
que aparece s6 em g, nao sao fatores do mdc (f, g).
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Determine a e b de modo que os polindmios
f=x3+x2+ax+b e g=x2-x tenham duas raizes comuns.

Solugao

Temos g = x(x — 1); portanto, as raizes comuns afe g sao O e 1.
Vamos impor f(0O) = 0 e f(1) = O:
fO)=0=>0+0+a-0+b=0=b=0

fl)=0 => 13+12+a-1+b=0=a+b=-2
assim,temosb =0 e a= —2.

Responda: a=—-2 e b =0.

Determineas raizes comuns e as nao comuns as equacoes:
X+4x3+3x°—4x—-4=0 e xX*—-2x2—-5bx+6=0.

Calcule as raizes comuns aos polindbmios
f=x—ax2—b> +ab?> e g=x%+bx2—a% — a%b.

Calcule as raizes comuns aos polindmios
f=x*—-1, g=x3+x e h=x*-x+x2—-x.

Determine a de modo que as equacdes x3 —3x> —4x+a=0 e
x? — 3x + 2 = 0 admitam uma raiz comum.

(X —a)émdcdeP(x) =x"+ax""*+..+a _,x+a ede
QX)=nx""t+(n—1)ax" "+ ..+a
Qual pode ser uma raiz dupla de P(x)?

—1"

Minimo miultiplo comum de dois polinomios

Dados dois polinbmios nao nulos f e g, dizemos que h é o minimo muiltipo
comum de f e g se, e somente se, verificar as seguintes condi¢oes:
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M21) h é unitario;

M2) h é divisor de f e de g;

M3) se qualquer outro polinbmio h, também € divisivel por f e por g, entao h,
€ divisivel por h.

Indicaremos o minimo multiplo comum de dois polinbmios com a notacao:

h = mmc (f, g)

Exemplos:

199 Sef=(x — 1) (x — 2% —3)eg=(x — 2)(x — 3)x — 4), entdo
h = (xx— 1)(x — 2)*x — 3)(x — 4) satisfaz as condicoes M1, M2 e M3; portanto,
h = mmc (f, g).

29)Sef=x2—-1eg=x3—1,entdoommc (f,g) éh =x* + x> — x — 1 por
satisfazer as condicoes M1, M2 e M3.

Veremos como obter h = mmc (f, g) no item seguinte.

Raizes multiplas e mmc

Teorema

Se f e g sao polindmios divisiveis por (x — «)™, entdo o mmc (f, g) também é
divisivel por (x — a)™.

Demonstracao:

Seja h = mmc (f, g).

Suponhamos, por exemplo, que f seja divisivel por (x — o)™.

Entdo f = (x — a)"q, € como h & divisivel por f, temos h = fq, = (x — «)"qq,

Portanto, h € divisivel por (x — «)™.

Analogamente, se ao invés de f tomamos g como mdltiplo de (x — «)™, conclui-
mos que h é divisivel por (x — o)™.

Como consequéncia desse teorema, concluimos que se « € raiz de f e de g,

com multiplicidade m, e m,, respectivamente, entao a € raiz do mmc (f, g) com mul-
tiplicidade igual ao maior dos nimeros m, ou m,,
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Suponhamos dados dois polinbmios f e g, nao nulos, ja decompostos em
fatores:

f=a(—a)t(x=B)2 (X —vy)%...
f=b (X —a)m™Xx—B)" (X —a)m..
em que as bases das poténcias x — «, x — 8, X — 7y ... s@o duas a duas distintas.

Decorre do teorema anterior que o mmc (f, g) € o polindbmio unitario produto
dos fatores comuns e ndo comuns a f e g, tomando cada fator com o maior dos ex-
poentes com que aparece emfe g.

Exemplo:

f=3x—12(x—22x—5)7(x + 3)°

g=2x — 13 (x — 22 (x — 5)* (x + 4)7

Entao:

mmc (f, g) = (x — 1)® (x — 2)° (x — 5)7 (x + 3)° (x + 4)"

Determine o mmc e o mdc dos polindmios x** — 2x*° + x*2 e x2 — 1.

Determine o mmc e o mdc dos polinébmios
f=x2-1,g=x—-12e h=x3—-1.

Prove que, se f é divisivel por (x — «)3 e g é divisivel por (x — a)?, entdo mmc
(f, g) € divisivel por (x — a)" com n = 3.

Solugao

Devido as hipéteses feitas, temos:

f=x—a)P-q,eg=x—a? q,

Por definicao de mmc (f, g), decorre que esse polindmio € divisivel por f.
Portanto:

mme (f,g) =f-g=(x—-a)*-q,-q

entao mmc (f, g) é divisivel por (x — )", em que n € no minimo 3 (n = 3).
Notemos que n > 3 se «a € raiz de q,.
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RAIZES MULTIPLAS E RAIZES COMUNS

1 2 3
Efetue a soma 12 " x—2 we—a

Solucao
Fazendof=x+ 2, g=x —2 e h =x? — 4, resulta que
mmc (f, g, h) =x2— 4 = (x + 2) (x — 2), entdo:
1 2 3 1 x—-2)+2-x+2)—-3  3x-1

X+2 x—2 x2-4 x+2)(x—2) x+2)(x—2)

C3x -1
Resposta: SO

) ~ . 2 3 1
Reduza a uma s6 fracao: x— 1 + ] 2_1"

x4+ 4x3 + 3x?

Simplifique a fracéo algébrica: y = L5 1 T 1 3¢

Solucao
Determinemos o mdc dos polindmios
f=x6+56x5+7x*+3x% e g=x*+4x3+ 3x?
X% + X
x8 + Bx5 + 7x* + 3x° x* 4+ 4x° + 3x?

0

mdc (f, g) = x* + 4x® + 3x?

x* + 4x3 + 3x?
x* + 4x3 + 3x2 1

SEMETIE 37 = X8 + Bx5 + 7x* + 3x3 X2+ x
x* + 4x3 + 3x?
Resposta: y = S
P -y X2 4+ X °

2x* +2x8 —3x2 —2x + 1
X3+ 2x2+2x + 1

Simplifique a fracao:
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RAIZES MULTIPLAS E RAIZES COMUNS

0O que se obtém simplificando a expressao:

XX+x*—x—-1 x*+8

x2—1 x+1)(x+2)°
Solucao
XX+x2—x—-1 x*+8 _

& =1, (x+1) (x+2)
_(xz/zﬂ(x+1)_(x/k2'5(x2—2x+4)_(X+1)+x2—2x+4_
B 2—T) T x+1) 7)) x+1
 x+1)2+(x2-2x+4) 2x2+5
- (x + 1) T ox+1
R t.2x2+5
esposta: ————

Qual a expressao equivalente a

1 3x—3  2x+4
X2 +2x+ 1 x2—1 XX +3x+2°
Resolva a equacao: 1 + 1 = 0.

x—=12Kx-2p7  (x-1)0°(Kx-2)?

. . 1+ X A B
Quais os valores de A e B tais quem— X + -

?

Solucao
1+x _A B - 1+x _ Al —=x) +Bx
XxX—x2 x 1-x X(1 — x) X(1 — x)
- x+1 _ (“A+B)Xx+A
X(1 — x) (1 —x)
-A+B=1
Portanto: A—1 e, portanto, B = 2.

Resposta: A=1 e B = 2.

Calcule a e b na identidade:

X a b
x2—:I__x—1+x—l—1(X

+ +1).

Fundamentos de Matematica Elementar | B



RAIZES MULTIPLAS E RAIZES COMUNS

Determine as constantes A, B e C de modo que se verifique a identidade:
1 A Bx + C

DT x—1 e+1-

Determine a e B reais de modo que a igualdade
X o B

X+Dh(x—1) x+1 "x-1
se verifique para todo x € R — {1, —1}.

x3—65_x2516x = xéa + xE;b + XSC,emqueA,BeCséoreaisea,b

e ¢ sdo raizes de x® — 5x? + 6x = 0. Qual a proposicao verdadeira?
a) A=-2;B=-1;C=0

b)) A=1;B=-3;C=2

c) A=1;B=2;C=-3

Qual o valor de
1 + 1 + 1 + 1 + ...+ 1 +...7
1-3 35 57 7-9 7 (2n—-1)2n+1)
Observacao: Determine 2 constantes A e B, tais que
1 __A n B
2n—-1)(2n+1) 2n—-1 2n+ 1’

Dados os polinémios f(x) = x® — 2x2 + 1 e g(x) = x> + x — 2, tem-se
f(x) = q(x) - g(x) + r(x), em que r(x) € linear. Calcule o valor de B na identi-
dade:

f(x) A B
ax) ~ XTSI T2

Dois trindbmios do segundo grau

P(x) =ax2+bx+c e

Qx) =a'x>+b'x +c'

possuem uma raiz comum x, simples. Qual o minimo mdltiplo comum
desses 2 trinbmios?

Prove que, se f e g sao polindmios unitarios, entao f - g = mdc(f, g) - mmc(f, g).
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LEITURA

Galois: nasce a Algebra Moderna

Hygino H. Domingues

Em seu livro Reflexbes sobre a resolugao algébrica de equacoes (1770),
Joseph Louis Lagrange chegou a um método para resolugao de equagodes de
grau dois, trés e quatro baseado numa ideia central em que um dos com-
ponentes principais era a incipiente teoria das permutacdes. Como esse
método, aplicado as equacoes de grau cinco, apresentasse dificuldades que
nao conseguiu vencer, Lagrange chegou a aventar a hipotese de que seria
impossivel uma solucao geral por radicais (ver p. 146) dessas equacoes.
Mas expressou a ideia de que a "verdadeira filosofia da questao" estava na
teoria das permutacoes.

Em 1826 Abel (ver p. 147) se encarregou de confirmar a impressao
de Lagrange. Cerca de cinco anos depois o jovem francés Evariste Galois
(1811-1832) iria caracterizar, em termos da teoria das permutacoes, as con-
dicoes de resolubilidade por radicais das equagoes algébricas.

Galois nasceu numa aldeia proxima a Paris da qual seu pai era o prefeito.
Ao que parece, seu gosto pela matematica sé irrompeu em 1827, no Colégio
Louis-le-Grand de Paris, onde ingressara quatro anos antes: entusiasmou-se
tanto com os Elementos de Geometria de Legendre que praticamente leu essa
obra de um félego. Aos 16 anos de idade tentou ingressar na Escola Poli-
técnica, desejoso de ser aluno dos excelentes
matematicos que la lecionavam. Fracassou por
falta de preparo sistematico, como fracassaria
dois anos depois huma nova tentativa. Mais su-
cesso teve na Escola Normal Superior, na qual
obteve uma vaga em outubro de 1829, mas foi
excluido em janeiro de 1831, por sua atuacao
politica, considerada subversiva pelo diretor. Em
30 de maio de 1832 foi atingido por uma bala
num duelo provavelmente forjado pela policia,
que via nele um radical republicano perigoso.
No dia seguinte, ainda sem completar 21 anos,
morria de peritonite num hospital de Paris.

COLEGAO PARTICULAR. THE BRIDGEMAN LIBRARY/

o =

Evariste Galois (1811-1832).

GRUPO KEYSTONE



Essas e outras atribulagdes, bem como o pouco tempo que viveu, nao
impediram que Galois produzisse uma obra que, embora pequena, seria das
mais renovadoras da matematica em todos os tempos.

Assim € que, ja em maio de 1829, enviou a Academia de Ciéncias seus
resultados sobre a teoria das equacoes. Cauchy, designado para a avaliagao,
perdeu o material. Em fevereiro de 1830, volta a carga com outra versao de
suas ideias. Fourier, que deveria examinar o trabalho, morreu antes de emitir
seu parecer. E outra vez um manuscrito de Galois sumia. Em janeiro de 1831
bate as portas da Academia com o artigo "Uma meméria sobre as condicoes
de resolubilidade das equacgdes por radicais". Depois de seis meses Poisson
emitiu seu parecer: os argumentos nao eram suficientemente claros com vis-
tas a uma opiniao definitiva. Nas vésperas do duelo, Galois fez o derradeiro
esforgo para ser entendido. Numa carta a um amigo descreveu o contetido da
memodria rejeitada por Poisson, solicitando empenho em fazer publica-la — o
que ocorreu N0 Mesmo ano, porém sem repercussao. S6 em 1843, gracas a
J. Liouville (1809-1882), suas ideias comecaram a ser devidamente avaliadas.

Que ideias?
Galois introduziu a nogao de grupo em matematica (e o préprio termo
pelo qual é conhecida), dando assim, muito provavelmente, o primeiro passo

na criacao da algebra moderna. Uma colegao G de permutagdes do conjunto
das raizes de uma equagao é um grupo se:

() f,eEG = gofEG; (i)fEG = f'EG.

A teoria de Galois associa a cada equacao algébrica um conveniente
grupo de permutacoes de suas raizes. E estabelece que a equagao é resoluvel
por radicais se, e somente se, esse grupo € de um certo tipo (definido na teo-
ria). Por fim conseguia-se uma caracterizagao da resolubilidade por radicais!
E como, para n = 5, sempre ha equagoes de grau n, cujo grupo nao € do tipo
definido por Galois, o proprio teorema de Ruffini-Abel (p. 147) passava a ser
uma consequéncia da teoria de Galois.

A titulo de ilustracao, registramos que se p € um ndmero primo positi-
vo, entdo a equacado x® + px + p = 0 nao é resollvel por radicais, o que se
demonstra nos cursos ou textos da teoria de Galois. Mas ha polinbmios de
grau > 5 que o sao, por exemplo, x!* — 1 = 0, cuja solucao (sobre a qual se
infere a afirmacao feita) encontra-se num escrito do matematico francés A.
T. Vandermonde (1735-1796), editado em 1771, ou seja, décadas antes do
nascimento de Abel e Galois.

Uma amostra de como Galois estava a frente de seu tempo é o fato de
que s6 em 1870 suas ideias conseguiram ser plenamente elucidadas.






Capitulo I

2.a)5 - 3i
b) 3 — 10i

3.a) 17 + 7i
b) 5i

4.26 + 7i

5.a) 5+ 12i
b) 24 — 10i

6.f(1 —i)=—i

7fL+0) =21 +i)

9.a)1
b) —1
10. 248 (2 — i)
12.

15.

16.
17.

c)2—2i
d) 3 —5i

c) 36 — 2i
d) 53

c) —2 + 2i

c) i

d) —i
11. zero
13. 4

dos

18

20.

22,
24,
26.
29.
30.
31.
32.
34.

36.

37.
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Respostas
exerciclios

.a-b#0ea=1b
1 1.
a) —i e)—2—2|
3 4.

b33 Ng-5!
2 11, .
C)g-l‘?l g) —1+i

) 1 1.
d) i h)—2+2|
1+ 23. —i
3 - 3i 25.v=1—i
1,0, ~1, i 28.%x—£y
y=0oux*+y?=1
z, =Z,0uz eZ,sao0 reais
x=—-1oux=1
a=4 33. impossivel
z=3+2i

_ x—13y
Re(zl)—T

_ —(3x+y)
'm(Z1)—T
Demonstragao 38. Demonstracao

199



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

z=2+3iouz= -2+ 3i i+§i= 10
z=0ouz=iouz=—-iouz=1o0u 2 2 2 )
7= 1 [cos (arc tg 3) + i sen (arc tg 3)]
_ . _ . —|cos =— + isen —
Np) Ne) Nl NGl 1 57 . 5
s Tpieuz= oo 2V 3 3
V6 , V2. 6 V2. a)é(coleri-seni)
z—7+7|ouz—7777| 2 2 2
T | . T
Demonstracao Demonstracao b) 2v2 (COS — T 1-sen T)
a)b d 1 T, 1T
b) 2 e) |sec 0| c)8(0057+| sen§>
c) 13 f) 25
real real
+ bi
2= U PR N
12 2 22 2
1
———— | =cosx
|1+|tgx z:\/§<cos3—w+isen3—w>
4 4
a) 3ﬁ(cos%+i-sen%) a) vk
] S 3
b) 10<cos%”+i-sen%") al !
3+ 1
p 1
c) 8@(cos%+i~sen%> 2t I
1H/56
d) 11 (cos O + i - sen 0) AW .
0] 1 2 3 X
e) 2(005% +i-sen %) b) vA
f) (:0537‘”+i-3en371-r R 2
| p
5 5w | . 5w ' 11
g) COS?+I'SGH? : 0o
-3 -2 0 x
h)\/§<cos3—ﬂ+i-sen3—w) X
4 4
. \/_ m . ey C) eOy“
i) 22cosz+|-senZ 2
! X
c) 2V3 — 2i d) —5i i 1
a) 2V2 d) 16V2 A
| 1-2
b) 4 e)i :
2 P -3
c) 13 f) 1
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

d) y? e) vy
0o | 2
X
_‘I _
-2 0 2 '
72 X
_3 _2
AP yA
quadrado 1
aretay = —x !
. 0 1 X
uma reta que passa pela origem
do sistema
yA
a) y 3F- - |
0 i I !
0 2 X
b) y i
0 X o
X
c) y _XRFY =Xy
a)u= x2+y2 'V_x2+y2
b) Q descreve aretav = 1 — u, exclui-
2 -1 do (1, 0).
X - y
o 1 X
d) y
1 25
= 0| 7 ; 10 P(z=12 + 16i)
|_1 e(mln)
ol X
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

Demonstragao

a=3;b=4;c=-2;d=3

expressao = & Ei
P 13~ 13

médulo: p = 4

argumento: 6 =

_1 33,
2 2
b) 8i
c) 256
d)%fﬁ_zi
1 V3.
e)a‘i‘al
f) i

cos 30 = cos® 0 — 3 sen?0 -cos 0
sen 30 = 3cos?0-sen O —sens 0

an=0 c)n=3
b)n=26

a)z=—(1+1i)

b) 2| =V2;06 ="

C) 21004: _2502

a) 3+ 4iou—3 —4i
b) 3+ 2iou—3 — 2i

c) 1+ 2iou
1+2V3 x/§—2
P ou
1-2V3 ﬁ—z
2 2

d) —3+iou3—iou
1+ 3iou—1-—3i

a)louiou—1ou—i

|o)?/§-(%;:E +i \/EZ\E)
ou
w.(_ﬂﬂﬂ)
o (B Bz

—2V2 + 22 iou2V2 — 2V2i

|

3V3

)—+

-3V3 3

2

e)%+—iou

2

2

AP
2

2

iou —3iou

3W3 3

—|ou3|ou ——+—=iou

2 2
33 3.
2 2

3
2

fy 2+ 2V3iou —4ou?2 — 2V3i

g) 1oui+—iou
1
u-—5-—5i

1
2 2
h)_Tz_E. V2

V3
22 2

3.

TIOUT

—3 +2iou3 —2i

iou—i

2
L2,

V3

fi+—i ou-—-1

2
V3 i

=

20ul+iV3ou—-1+iV3ou
—20u—-1-iW3oul-iN3

Y4

quadrado
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Demonstragao

quatro conjunto vazio

—(1+1) trés

b

ws |2, 2, 2 3

2 2 7 2 2

Ve 2 V6 V2.

b’s‘{T SR AE e el
6 _\2 V6 2.
PRI i o

(@]
o

_ L
—2[3 2)+

senl 72 + 4

emque k € {0, 1, 2, 3}

1 <3 1 3.
d)s‘{§+71’ L3 7'}

_ 3 3m
e)x-cos(8 + 2>+|sen<8 + 2)
comk=0,1,20u3
_ 3%‘ 3 3V3.
f) S—{3 2+ > i, > > |}
a) S={1,i, -1, —i, 2, 2i, —2, —2i}
b)S={1+i\/§,—2,1—i\/§,%+

+ig,—l,%ig}

c) x:4\/§(cose+i‘sen6);

eE{‘rr 9m Tm 1517}

8 ' 8' ' 8' 8
d)s={1,-1,2, -2}
_J1 .3 1 V3 1
e)S—{§+|T,— ,E—IT,E-F
L3 21 ﬁ}
3’ 3'3 3
2 (V6
f)S = { +<7 1)I,
N2 _(Je . ,}
2 2
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a,b,c,e g, h, ikl
f(0) = 1; f(1) = 16; f(—1) =0
P +i)=-2
f(a+i)=21+1i
4-2-2-1p9=1
f(6) = 0
a=2;b=-2;¢c=3
a=-1;b=6;c=1
m=2;n=1,m>+n?=5
a=-1leb=c=0
a=9;b=—21;C:—%
a=-6;b=16;a+ b =10
m=1;,n=6;p=9

(f+g) (x) =12 — x + bx2 + bx®
(8 —h)(x)=3+4x+ x>+ 5x3 — x*
(h—=Ff)(x) =—-5—x—4x2+x*

(fg) (x) = 14 + 21x — 26x2 + 3x5 — 4x*
(gh) (x) = 14x — 21x2 + 9x3 — 3x* + x®
(hf) (x) = 4x — 15x3 + 15x* — 4x°

h(x) = 2x> + 4

h(x) = 8x® — 11x® + 10x + 3
a=8b=-9¢c=3
atb+c=-2
a=2;b=1;a—-b=1
P,(X), P,(X) € p,(x) séo L.I.
Demonstragao
p=q=0Ooup=1leq=-2
aja=b=c=0

b)ya=b=1;c=
C) a= =Cc =
Demonstracao



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

impossivel ad = bc
p=0

_ B, __F
C=3nP=o7m
k=1

—6x% + 36x — 56 =(x — 4)° — (x — 2)°
impossivel

8f =0

sea=0=29%=1
sea#0 = d8g =2
sea=2=93=0
sea=3=9%g=1
sea#2ea#3 =>3dg=2

df+g) <g of =1
3(fg) = 2n

P(x) = x3 + 9x?> — 34x + 24
P(—1) = 66

P(0) = 2

P(x) <Oparax<4oux>5

a) p(x) = ax® + Bx + vy
b) Demonstracao
impossivel nenhum
a, =2 +i
X3 x2 X
a) P(x) = 3 + > +6
b) S = nin +1)(2n + 1)
6

+d

6 nos dois casos

O0sp=n-1 d3R<p—-qg-1
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q:i
a) 2 5
r=3x+§
g=x*+2x-1
IO){r—o
qg=0
© r=5x+1
g=x+2
d){r=—x+7
1 .1
e)q 2x+2
o i, 1
2 2
1.,_93
a=34 =3,
p=+'2;q=1 p=q=2
p=1,q9=-10 Qx) = x?

p(x) = x2—3x + 2

{quociente =x2+x+1

resto =0
F(x) = —x — 3
X _ 4
) _2X+1+x2—4
B(x)

m=-19;n =23

quociente = 2x + 6
resto = Ax + 3B — 54

b) A=0;B =18

atb=-21

la+b+c+d|l =96
5

m = E 6
iente = 2
quociente >
resto = R
Demonstracao



b®=a%d e ¢ = ad?
Demonstragao

2x2 +x2+3x — 1

R(x) = 4 n
r=1 r==6
r=1

=4k — 2k — 1

npar > r=8

nimpar = r=—6

—a deve ser raiz de P(x).
_ 121

a=2 =55
_7. __14

p 31 q 3

a=0;b=-2

a= % r=231

at+tb+c+d+e+f=-13
E sempre nulo.

P(1) + D(1) = —1,466

r=0

f=x2-5bx+4

Px)=x>+x2 —4x + 2

r=x+3 a=0
mm = —66 r=-x+3
S6 se a # b. r=0

r=x2-3x+1
P(x) = Ex3+10x2-1-%x—5
,_5
2
a=3;b=-4

p deve ser par
g deve ser impar

c=0

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

aja=1 b) a(x) = 2x® — 2x

r(x) = —x + 12
qg=x3—3x2+9x — 27

a) 0

b) qg=x3+3x>+9x + 27

qg=x*+2x3+ 4x> + 8 + 16

r

=X +x+x3+x+x+1

b
i
o
{q—x4—2x3+4x2—8x+16
b
b
oi-

e) -0
X+ -x+x—-1
f)
=x*+ 3x® + 9x% + 27x + 81
= 486
q=x*—3x>+9x2 - 27x + 81
h r=0

(x —a) (x* +ax® + axx? + a° + a%)

r=(n-+1a"

R(x) = 0; Q(0) =

a=-3b=2 R(1) = 11
{P(x) = (x — 20%2x + 1)

P3) =7

Vn eN

Qx )—2x3—%x+%

K=-3

QX) =2(x*—x3+x>2+2x—1)
{(f-i—g)(f—g)=4x6+4x5—7x4—8x3—2x2
fig=-x2+1

P Q) = 1(X) = Sx + 1



RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

q = 5x3 — 27x% + 82x — 246
A \r =725
q = 81x* + 54x3 + 36x% + 24x + 16
b1, _ 128
3
13
— 2 =~ -
5 q=x+ > X + 2
(=51
4
q q=4x2—4x + 10
) r=-18x + 21
r =257
Demonstracao Demonstracao
p=-30=-2
a=b=c=0
Demonstragao Demonstragao
a=nmnb=-n-1

a=2;b=1,m=3

8 =3 R =3
o) R(z = AW +2A(—|) N A(—i)2— A
r= %2 +x+ %

m=2
_{3+N1_5 3—i\/1_5}
a) S = )
6 6
b) S=C
c) S=¢

a)grau2; S ={1, 7}

2
¢) grau 10; S = {2, -2}

b) grau 5; S = {—4, g}

5, = 40 a=16
S={-1,5}
3P(x) = 2
3;,—-3;2; -2
o-f24
'3'3
a) V2i =+(1 +)

b) S ={2+3i,1 + 2i}
X2 —6x2+11x—-6=0
P(x) = —4x3 + 12x%> — 8x
1-xX(x+2)x—5)

a) (2x—y)(3x—y)
b) Xx+1—)(x—1+i)X+1+i)(x—1—i)

5
S ={0, 3}
Todas sao verdadeiras.

a) —4 (simples
i (simples)
—i (simples)
3
b) 5 (dupla)
—1 (tripla)
5 (simples)
c) 10 (quintupla)
2 (simples)
-1+ W3
2
-1 -3
2
2i (quintupla)

d) (tripla)

(tripla)

X*=2x2—9x2+2x+8=0
x*—5x3+3x2+ 15x — 18 =0
XK—=xt+2x—-2x>+x—-1=0

S = {2, 2i, —2i}
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

d 3
s={1,2,3}
1 C 3
D={(x€ER|1<x<6ex+2} s=13-+7,3+7,
K=-4 —2 - 2V6 —2+2x/6}
a=2b=-2 5 S
m:%;n:3 |'3:O 9
a+b=—_§5 m # 2 S={-6-43}
X, + X, +x,=2 S={£32}
5 3
a) soma = 2 c) soma = —2
produto = 5 produto = —5i a=1,b=2
b) soma = —7 a:—1+i\/§b:—1—i\/§
produto = 1 2 2
11 1 3 g_—1-W3 _-1+i3
- = === 2 ’ 2
a b+c 4
1 1 m=3
ST et ™4 ou%(1+i\/§)ou%(—1—i\/§)
E:% S =1{1,23)
a+b+4c=-9
a? + b? + c2 + d? = 47
k=—24
q? — 2r
—t zero s=1{3, V3,1 + V6,1 — iV6}
a® + b® + ¢® = —60 ¥ =B
S={-1,2,3} S =1{2, -2, 3}
S={12¢6} h=—1ouh=%
S=1{-1,2,4}
ab =c¢
at+tb=5
o =YN—q; = —\—q; =
a—-b+c=4 P ey=r
3
a+2b+c=-3 S={5,—1} p=4;,9=3
S ={-5,-23} m=6eS=1{1,2,-3}ou
S ={-3,1} m=-6eS={-1,-2,3}
S ={2,3,5) g+p+1=0
S ={-6,-2,3} Demonstracao
s-ls —-11 ++V97 —11 — 97 X+2x2+4x +8=0
A N S = {-2, 2i, —2i}
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

p=-2eq=0o0u
p=-1eq=1

m=1ek=-8

—2log2 —41log3
Demonstracao

X —2x*+ 33 —-2x2+2x =0
4° grau

ax® + ax (a # 0)

E maior ou igual a 5.

s ={-i,i, —V2i, V2i}
S={-1,2 +3i,2 — 3i}

X6 =3x8+ 3x* -3¢ +2x2 =0

a=b=c=2;d=1

m=-2;n=0

a=—-2;b=15 S ={1,]i,
S={1+2i,1-2i2}
{P(x):x“—l

S={1, -1,i, —i}

b a

uma a

Ambas sao reais negativas.

m<-6oum=6

Demonstragao nenhuma
YA
31-
-1 :
/o1 X
-1-3

uma raizreal, x =0

O<a<14

—i}

6<k<18

2<k<6
b>4oub< -4
b c

P tem trés raizes reais: «, B, y.

2 <a< -1, -1<B<0;1<y<2

a) D(12) ={1,-1,2,-2,3,-3,4, -4
6, —6,12, —12}

b) D(5) = {1, 5}

C) 17 71! 27 72! 3! 73! 47 74! 6! 76v
1 -1 2 -2 3 -3

12, 12,5, 5'5 5'5 5"

5" 5’5" 5’7 5’ 5
3.5
4 "~ 8
1,-1,2,-2,4, -4

Nao, pois o coeficiente de x™ é 1. As
eventuais raizes inteiras sao os diviso-
res de a_.

S={1,3,5}
S=1{1,-1,2}
S=1{1,-1,2, -3}

32{1’7112173&@'737@}

"2’ 2 2
S={1, -1, -4}
S ={2, 3, 4} b

_ 1
S—{1,3,3}

)., 11
s-[-1.2.2)
s=l11 3 6 _1“@, -1 -3

2 2
nenhuma
S={-3,1+i,1-1i}

_[r 512
S—{Q,S, 5}
duas
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

As duas equacdes nao podem ter raf- s_lq 3+vV5 3—vV5 1+iV3
zes comuns, pois S, ={a,bjcoma Qe o2 0 2 7 2
beQes, =2, 2} fi\/_}
= {6} {5}
a) x*—6x+6x—5=0 { } S={-1,i,—i}
b) 3,4,5,6
1 3 {—1— — 3}
S = {5’ 5} Demonstragao 2
LB T2 —x—2=0 { +I 10+2\/_
s={—1,%,1+x/§,1—ﬁ} 1+\/_)+|\/10 2(}
4
3+iW7 3-iW7 i
s={3, > } s={—1,2+d§,2—\/§,#,
14@}
2
P(X) = 3(x + 2)2 — 16(x + 2) + 22 s={1+V3)£V3 +2V3,
3 (1 -vV3)+iN2v3 -3}

(4,12, 36, 108, 324) ou vice-versa

100y + 151 = 0
S={i L 1+i203 1—i2\/§}

3 2 — =
By —8y? + 28y —16 =0 3 ) 3
y? —4y? +32y — 192 =0

2y + 11y? + 21y + 13 = 0

h deve ser raiz da equacdo algébrica a) f'(x) =12x* —=b5x + 11
em Xx. b) f'(x) =3x3 +2x2 +x +1
y=x-1 Demonstracdo ¢) fiix) =12x —13
d) f'(x) =12x3 —12x2 — 8x +23
' —5x+2=0 e) f'(x) = 6x2 +18x +13
-3 —-7x2+x—-5=0 f) f'(x) =5(3x* = 7x +4)*6x —7)
11 g) f'(x) = 21(3x — 5)°
S = {1, -1,2,-2,5, —5} h) f'(x) = —10(3 — 2x)*
) f(x) =3x2 +2x —1
S = { —3a +b ++V5a? — 6ab + b2 D) P =(x +1)23x +2) (5x +8)
2a k) f'(x) = (x> — 3x + 4)>(2x — 1)
—3a +b — V5a? — 6ab + b2 } (16x2 — 36x + 25)
2a f'(x) = 21x> —22x + 5
-1 f''(x) = 42x — 22
aZT;b:?a;c:—l f,,f&):42
S={1,-1,i, —-i,2 +\/§,2 —\/5} fU(x) = 0, paran >3
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

a) k= —=

a=21;b=51;¢c=-77
c) Qx) =5x2+26x +77e
P(x) = (x — 1)(5x2 + 26x + 77)

zero OP(x) = 1
d

Nao tem raizes iguais.

1 é raiz tripla

S = {1, 2} (2 com multiplicidade 2)

a) 2 éraizdupla b) 1 é raiz tripla
4 é raiz dupla —2 é raiz dupla

S ={1, —2} (1 é raiz tripla)

a) A= —-5o0u\=27
b) -5 <A <27

Demonstracao

p = q = 0 (uma raiz tripla)
4p® + 2702 = 0 (uma raiz dupla)

4p® - 279> =0

_ _23
m=21oum= 57
a=3

27p* + 2560° = 0 é a condicao e

p . )
X = 3/— é a raiz.
A

m=—6;S ={1, -3}
m=-3;S={-1,2}

Demonstracao Demonstracao
k=19

_ 7+2W2 7 -2iW2
S=1-1, 3 , 3

a) Demonstracao

b)a:%-i-k'rroua:%-‘rk'rr

c) Demonstragao
T - N U

(A)z= > +i > ouz= > i

(Bya=-3;b=3;c=-1

mdc (f,g) = x2+x — 2

mdc (f,g) = x2+ 3x + 2

mdc (f,g) = (x+ 1) (x— 1)

Demonstragao

mdc (f, g) = (x — 2) (x — 4)?

mdc (f, g) = (x — 1)3 (x + 1)*

comuns: 1 e —2
nao comuns: —1defe3deg

ae—b ie —i
a=6oua=12 @

mmc = x® — x* — x13 4 x1?
mdc =x — 1

mmec = (X +1) (x —1)? (x> +x + 1)
mdc =x —1

Bx — 2 2% —3x + 1
X2 -1 X +x+1
X+ 2 s:{i}
(x + 1)y 2
1,1
a= 2,b >
_Llg_c=-_1
A= 2,B C >
OL:B:% c
1 _
5 B=5
+ l+ L}
mmc=(x—x0)<x+b ax0><x+b 'axo)
a a
Demonstracao
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Questoes de
vestibulares

Numeros complexos

1.

B B . a— 5
(UF-PE) Se a é um numero real e o nimero complexo 5 ¢ real, qual o valor de a?

(FGV-SP) Seja i a unidade imagindria. Se n é um inteiro positivo tal que ¢ +2+3+4+5+..+n =
= 1, entao € correto afirmar que o produto n(n + 1) é, necessariamente, um:

a) multiplo positivo de 12. d) divisor de 2" + 1.
b) multiplo positivo de 8. e) quadrado perfeito.
c) divisor de 2".

. (FGV-SP) Sendo i a unidade imaginaria, entao (1 + i) — (1 — i)*° é igual a

a) —1024 c) O e) 1024i
b) —1024i d) 1024
B 3i*® + 10i"8 .

(FEI-SP) Escrevendo o ndmero complexo z = 31 (onde i = —1) na forma
z = a + bi, pode-se afirmar que:

_19 __2r _46
a)a—8 c) b= 10 e)a+b—8

_19 _ 27
b)a= 10 d) b= 3

. (UF-PIl) Considere o nimero complexo z = i. Pode-se afirmar que o valor da soma

20+ zH 4+ 22 4+ ...+ 2% 6
a) —1 b) O c) 1 d) i e) —i
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(FGV-SP) Sendo i = ¥—1 a unidade imaginaria do conjunto dos nimeros complexos, o
valor da expressao (1 + i)° — (1 — i)® é:

a) 0 c) —16 e) —16i
b) 16 d) 16i
(UF-PR) Considere os niimeros complexosz =1 +i e Z=1 —i,sendoi =v—-1a

unidade imaginaria.
a) Escreva os nimeros z° e 7* = 1 — i, na forma x + iy.

b) Sabendo que z, Z e 2 sdo raizes do polindmio P(x) = x3 + ax?> + bx + ¢, calcule os
valores de a, b e c.

(UF-PI) Analise as afirmativas abaixo e assinale V (verdadeira) ou F (falsa).

1.\2%23% + 2%32 €N
V3
2. €z
Va4 +2V3 +V4-2v3
3. g(10°) tg(20°) tg(30°) tg(40°) tg(50°) tg(60°) tg(70°) tg(80°) € Q
4.(1+iP &R, ondei? = -1

(Unesp-SP) Sendo i a unidade imaginaria e Z, e Z, os nimeros complexos
Z =i+P+B+ .+
Z,=i++B+ .+

0 produto (Z, - Z,) resulta em:

a) (1 +1) c) (2i) e) 2
b) (1 — ) d) —2i
(UF-RS) Considere o nimero complexo z = = (1 + i) e a sequéncia z, 72, 28, 7%, ....

O ndmero de termos distintos dessa sequéncia é:
a) 4 c) 6 e) 8
b) 5 d) 7

(ITA-SP) Determine o conjunto A formado por todos os nimeros complexos z tais que
z 4 2z _
z—2i 7+ 2i

=3 e 0<|z-2i=<1.

(UE-CE) Os numeros complexos z e w, escritos naformaz =x +yi € w = u + viem
que x # O e u # 0, sdo tais que z - w = 1. A soma dos quadrados u? + v2 é igual a:
1 1 u

d)
X X-u X

a) b) = )
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(5
(5x —i9)’
quais sao os valores de x que tornam A real? Para esses valores de x, quais sao os
resultados de A?

(Unesp-SP) Dada a expressao A = em que x € R e i é a unidade imaginaria,

(FEI-SP) Sendo z, = 4 — 2i e z, = 4 — 1, 0 modulo do ndmero complexo z = 2z, — z, €:

a) 1 b) 7 c) 5 d) Va1 e) V30
(FEI-SP) Sejam os complexos z, =3 + 2i,z,=1 —i e z, = 4i'". Se z = % - 2z,a
2

forma algébrica de z é:

_1,9 _ 5.3, _ 1,13,
a)z—2+2| c)z—2+2| e)z—2+2|
_ 1.3, _5 13,
b)z—2 2| d)z—2+2|
1 89
(ITA-SP) Dado z = ?(_1 + \/Ei), entao 2o € igual a:
n=1

a) —82—9\/§i ¢) 0 e)8—69\/§i
b) —1 d)1
(Fatec-SP) A solucado da equacao |z|+ z = 2 + i € um ndmero complexo cujo médulo é:

5 AES 5
a) & b) \5 c) 1 d % )3

. . 5—12j ) ~

(UF-AM) Sejam os ndmeros complexos z = Tr10 eW= 1 — i. Entdo o valor da ex-
pressao |z| + w8 sera:
a) 13 c) 17 e) 21

b) 15 d) 19

(UE-CE). Os numeros complexos z = x + yi e w = y + Xi satisfazem as igualdades
|zZ] +|w|=16.Sezw —wz=0,emqueZ=x —yi e W=y — xi, entdo o valor da soma
x| +1y| €

a) 22 b) 4v2 c) 8V2 d) 16V2

(Unesp-SP) Considere os nimeros complexos w = 4 + 2ie z = 3a + 4ai, onde a é um
ndmero real positivo e i indica a unidade imaginaria. Se, em centimetros, a altura de
um triangulo é|z|e a base é a parte real de z - w, determine a de modo que a &rea
do triangulo seja 90 cm?.

(FGV-SP) O ndmero complexo z = a + bi, com a e b reais, satisfaz z +|z| = 2 + 8i, com
|a + bi| = Va?+ b?. Nessas condigdes, |z]? € igual a:

a) 68 c) 169 e) 289
b) 100 d) 208
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(UFF-RJ) Dentre as alternativas a seguir, assinale aquela que indica uma afirmagao incor-

reta.

a) O conjugado de (1 + i) é (1 — i).

b) |1 +i| =2

c) (1 + i) éraizdaequagdo 2 — 2z + 2 = 0.

)
)
dy (L+i)t=(1-i
e) (1 +i2=2i

(FEI-SP) O médulo do ndmero complexo z = i* — 3i® — 4 € igual a:

a) 3V2 b) V10 c) 42 d) 6V3 e) 2V3
(Mackenzie—SP) Sendo i2 = —1, o ndmero complexo 1 +2| L X, com x nao nulo e
—_— < A H :
> X <z > tem modulo igual a

1 1 1
a) - cotgx c) 5 |cotg x| e) A |secx|

1 1
b) — secx d) = |secx

NG > Isecx]
(FEI-SP) O médulo do nimero complexo z = cos(2a) — i - sen(2a), com a € R, é igual a:
a) —i b) i® b) —1 d)i® e) 2
(ITA-SP) Assinale a opcao que indica 0 médulo do nimero complexo TCOth' X # K,
keZ.

1+ senx

a) |cos x| b) A rsenx c) cos? x d) |cossec x| e) |sen x|

2

(UF-PI) Para todo x € R, a férmula de Euler para exponencial de nimeros complexos &
dada por e* = cos(x) + i sen(x). Analise as afirmativas abaixo, e assinale V (verdadeira)
ou F (falsa).

1. 0 médulo do nimero complexo e* € igual a 1.
2. Existe x € R tal que e* = 0.
3. e" = 1, para todo ndmero inteiro k.

o

4. i =e?

(ITA-SP) Se para todo z € C, [f(z)| = |z] e |f(z) — f(1)] = |z — 1|, ent&o, para todo z € C,
f(1)f(2) + f(1)f(2) & igual a:

a)l b) 2z c) 2Rez d2Imz e) 2|z

(PUC-RS) Um numero complexo z = a + bi, em sua forma trigonométrica, foi escrito
como z = r(cos « + isen a). O médulo de z vale:

a) 1l b) a c) b d) a er
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(UF-MT) Dados os nimeros complexos nao nulosz =a + biew =i-z. Sendo a e B 0s
argumentos, respectivamente, de ze w,com 0 < a < 2w e 0 < 8 < 2, pode-se afirmar
que B — « é igual a:

T T 3m 3m
a) Z b) c) 5 d) 7 e) T
1 3. 1 1. N
- = —_ — — = —— 4+ — :
(UF-AM) Se z, 5 > iez, NG El sao numeros complexos, entao
a)21722=cos%fisen% d)zl+zz=cosg+isen%
b)z-z=cosllﬂfisen11—q-r ez -z =cos5—wfisen5—ﬂ‘T
172 12 12 12 12 12
Z, 5@ . T
c) Z, = cos 9 + isen 9
. p T . 7
(FEI-SP) Considere os nlmeros complexos z, = 8 - |cos 5 + isen 5 e
z
z,=2" (cos % + isen %T) Calculando 2—1 obtém-se, na forma algébrica, o niimero
2
complexo:
a) —4 b) 43 + 4i c) 4+ 4i d) 4 — 43i e)2+i
(UE-CE) Se i é a unidade imaginaria (2 = —1), a forma trigonométrica do nimero com-
3 i ) L ..
plexo z = 17 111’ considerando o argumento principal, é:
m . s v . v
a)ﬁ(cosz+|-senzj c)@(oosz+|-senz)
37 . 3m 3T . 3m
b)\/a(cosT+|-senTj d)@(oosTJrl-senT)
(PUC-SP) Seja 5, = T2 4 LB o que n € N* e 76 a unidade imagina-

ria, a expressao da soma dos n primeiros termos de uma progressao aritmética. Se a_
€ 0 enésimo termo dessa progressao aritmética, entdo a forma trigonométrica da dife-
renca a,, — a,, €:

37 . 3m 57 . 5
a) 2V2(cosT+|-senT) d)\/2(cosT+|-senT)
57 . 5 3T . 3m
b) 2V2[COST+I'SGHT) e)\/2(cosT+|-senT)

7t . 7ﬂ)
— + . —
c) 2V2 [cos 7 i -sen 7
(UF-RS) O menor nimero inteiro positivo n para o qual a parte imaginaria do nimero

m™ . Y\ L
complexo COSs g +1-sen g e negatlva e:

a) 3 b) 4 c) 6 d) 8 e) 9
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(UF-PB) O fator de poténcia de uma unidade consumidora de energia elétrica € definido
pelo nimero cos ¢, em que ¢ é o argumento de um nimero complexo S = P + Qi, de-
nominado poténcia aparente. O fator de poténcia € uma medida importante, pois indica
se uma unidade consumidora esta utilizando a energia elétrica de forma eficiente e
econdmica. Se uma unidade consumidora tem poténcia aparente S = 40 + 30i, o seu
fator de poténcia é:

a) 0,75 b) 0,80 c) 0,85 d) 0,90 e) 0,95

(ITA-SP) Sejam «, B € C tais que |af = [B| = 1 e |a — B| = V2. Entdo o? + B2 é igual a:
a) —2 b) 0 c) 1 d) 2 e) 2i

(ITA-SP) Sejam z = n?(cos 45° + isen 45°) e w = n(cos 15° + isen 15°), em que n é o

S . S ~ Z ..
menor inteiro positivo tal que (1 + i)" é real. Entao, W € igual a:

a) V3 + i b) 2(V3 + i) c) 2(V2 + i) d)2V2—i) e 2(V3-i
(FGV-SP) A figura indica a representagao dos nimeros z, € z, no plano complexo.
Im
Z P O 1 21
2 '
Z\IE Re

Se z,.z,=a+ bi, entdao a + b é igual a:

a)4(1-V3) b203-1) ¢ 2(1+V3) ds8N3-1) e 43 +1)

(Unesp-SP) O nimero complexo z = a + bi € vértice de um triangulo equilatero, como
mostra a figura.

QfF-=-=--=-=-=-=--->N

0
Sabendo que a area desse triangulo € igual a 363, determine z2.

(FGV-SP) Os quatro vértices de um quadrado no plano Argand-Gauss sao nudmeros
complexos, sendo trés deles 1 + 2i, —2 + ie —1 — 2i. O quarto vértice do quadrado é
0 nimero complexo:

a)2+i b) 2 —i c)1—2i d —1 + 2i e) —2—i
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(Unifesp-SP) Quatro ndmeros complexos representam, no plano complexo, vértices de

um paralelogramo. Trés dos nimeros sdoz, = -3 — 3i,z,=lez, = -1 + (%)I
O quarto ndmero tem as partes real e imaginaria positivas. Esse nimero é:
a) 2+ 3i b)3+(%)i c) 3 + 5i d)2+(%)i e) 4 + 5i

(PUC-SP) No plano complexo, seja o triangulo cujos vértices U, V e W sao as respectivas
imagens dos ndmeros complexos U = 4 - (cos60° + i - sen60°)?,v=u-iew = 4 - %7,
A area do triangulo UVW, em unidades de superficie, é:

a) 4(V3 - 1) ¢) 2(2 - V3) &) 2(2V3 - 1)
b) 4(v3 + 1) d) 2(2 +V3)

(UE-CE) O conjugado, z, do nimero complexo z = x + iy, com x e y ndmero reais, é
definido por Z = x — iy. Identificando o nimero complexo z = x + iy com o ponto (X, y)
no plano cartesiano, podemos afirmar corretamente que o conjunto dos nimeros com-
plexos z que satisfazem a relagao zz + z + Z = O estao sobre:

a) uma reta. C) uma parabola.
b) uma circunferéncia. d) uma elipse.

(PUC-SP) Dado o nimero complexo z = cos % +i-sen %, entao

se P, - P, e P, s&o as respectivas imagens de z - z2 e z>no plano complexo, a medida do

maior angulo interno do triangulo P,P.P_ é:

a) 75° b) 100° c) 120° d) 135° e) 150°

(UF-CE) Os numeros complexos distintos ze w saotaisquez+w=1ez-w= 1.
a) Calcule |z|.

b) Calcule o valor z* + w* sabendo-se que z estd no primeiro quadrante do plano com-
plexo.

(FGV-RJ)

a) Calcule a area do losango ABCD, cujos vértices
sao os afixos dos nimeros complexos: 3, 6i, —3
e —6i, respectivamente.

b) Quais sao as coordenadas dos vértices do losan-
go A'B'C'D' que se obtém girando 90° o losango
ABCD, em torno da origem do plano cartesiano,
no sentido anti-horario?

c¢) Por qual nimero devemos multiplicar o nimero
D complexo cujo afixo € o ponto B para obter o nu-
mero complexo cujo afixo € o ponto B'?
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(ITA-SP) Sejam x,y E R e w = x3(1 + 3i) + y>(4 — i) — x(2 + 6i) + y(—16 + 4i) € C.
Identifique e esboce o conjunto Q = {(x,y) ER?, Rew < —-13 e Imw < 4}.

(ITA-SP) Se argz = % entao um valor para arg(—2iz) é:
s ™ T 37 7t
a)—2 b)4 c)2 d) 2 e) 2
arg(z — 1) = %‘T
(ITA-SP) Determine o nimero complexo z, sabendo que o
arg(z + 1) = 3
Obs.: arg(w) é o argumento do ndmero complexo w.
(FEI-SP) Se o nimero complexo z € tal que z = —1 + i, uma forma trigonométrica de
72 é:
a) z2:2~(coss—ﬂ+isen3—ﬂj d) 22:4-(0031+isen1>
2 2 2 2
37 . 3w 37, . 3
2 — . = = 2 — . —_ —_
b) z 4(cos2+|sen2j e) z \/5(0052+|sen2)
>~ 9. (cos ™ +i 1)
C) z 2 (cos 5 + isen >
1+i°y°
(UF-CE) O valor do nimero complexo (1 m i27) é
a)l b) i c) —i d) —1 e) 2%
\/5 2010
(UF-AM) Simplificando o ndmero complexo (? — ?i) obtemos:
a) 2i b) i c) —i d) 1 e) —1
T T ~ . T, T P
(ITA-SP) Se a = cos 5 eb = sen 5 entdo o nimero complexo [cos 5 + isen Ej é
igual a:
a) a+ bi d) a — bi
b) —a + bi e) 1 — 4a%b? + 2ab(1 — b?)i

¢) (1 — 2a%b?) + ab(1 + b?)i

(Unesp-SP) Considere o nimero complexo z = cos % + isen % Ovalorde 28 + 26 + 7*2 é:
a) —i c)i—2 e) 2i

1 V3. .

p— + _
b) > > i d) i
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(Fatec-SP) Seja o nimero complexo z = cos a + i - sen a, em que i € a unidade imaginaria.
VAl B T - p
Se =~ € um ndmero reale a € ik entdo a é:

A

a) 3T 3m 27 5
15

b) 5 © 12

w|a

(Fatec-SP) Relativamente ao nimero complexo z = cos1 + i - sen1 é verdade que:
a)z2=1+1i-sen2

b) no plano de Argand-Gauss, os afixos de z*° sdo pontos de uma circunferéncia de
LN

>

¢) no plano de Argand-Gauss, os afixos de z, z2 e z° pertencem, respectivamente, ao
primeiro, segundo e terceiro quadrantes.

centro na origem e raio

d) no plano de Argand-Gauss, o afixo de z'°° pertence ao quarto quadrante.
e) o argumento de z estd compreendido entre 30° e 55°.

(ITA-SP) Das afirmacGes abaixo sobre os nimeros complexos z, € z,:
Iz, —z| < ||21| = |zz||
Iz, -z, = |IZ,| - [Z,|
lll.Se z, = |z,|(cosb + isend) # O, entdo 2;1 = |z,| *(cos6 + isend) é(sdo) sempre
verdadeira(s):
a) apenas . c) apenas lll. e) todas.
b) apenas Il. d) apenas Il e Ill.

(ITA-SP) Se « € (0,27) € o argumento de um ndmero complexo z # O e n € um nldmero

z Y . ~ .
natural tal que (H) = isen(na), entao é verdade que:

a) 2na € mdiltiplo de 2. d) 2na — w é multiplo ndo nulo de 2.
b) 2na — 7 é multiplo de 2. e) na — 2 é multiplo de .
c) no — Ts multiplo de I

4 2

(PUC-RS) A superficie e os parafusos de afinacao de um tim-
pano da Orquestra da PUC-RS estao representados no plano
complexo de Argand-Gauss por um disco de raio 1, centrado
na origem, e por oito pontos uniformemente distribuidos, res-

Im
i
pectivamente, como mostra a figura ao lado: /-\

Nessa representacao, os parafusos de afinagdo ocupam os
lugares dos ndmeros complexos z que satisfazem a equacao:

T Re

a) 8 =i dyzf=-1
b) 28 = —i e)Zf=1+i
c)Zf=1
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(Vunesp-SP) As solucdes da equagdo z3 = i, onde z € um nimero complexo e i2 = —1,
sao:
V2 1. . V2 1.
=+— + = = — =4+— = = —
a) z 5 +2|ouz i d) z 5 2|ouz i
V3 1. . 1 V3.
=t— — = = — =4+= - — = —
b) z = 2|ouz i e)z 5 2|ouz i
c)z=i§+—|ouz=f|

(U.E. Ponta Grossa-PR) As representacoes graficas dos complexos z tais que z° = 1 sédo
os vértices de um triangulo. Em relagao a esse tridngulo assinale o que for correto.

01. E um triangulo equilatero de lado igual a V3 u.c.

02. E um triangulo isésceles de altura igual a % u.c.

04. Um de seus vértices pertence ao 2° quadrante.
08. Seu perimetro é 3V3 u.c.

16. Sua area é ¥ u.a.

(UF-MT) A imagem do ndimero complexo z = 5 + iV'3 é um vértice de um hexagono regular
com centro na origem. O outro vértice desse hexagono, que também estéa localizado no
primeiro quadrante, € a imagem do nimero complexo:

a) 2+ 3iW3 c) 2 + 23 e) 1+ 33
b) 1 + 2iW3 d) 3+ 3iW3

(UE-CE) Os numeros complexos z,, z,, Z, € Z, sao representados, no plano complexo, por
quatro pontos, 0s quais sao vértices de um quadrado com lados paralelos aos eixos e

inscritos em uma circunferéncia de centro na origem e raio r. O produto z, - z, - z, - z, €:
a) um numero real positivo.

b) um ndmero real negativo.

p ) P L. r
€) um numero complexo cujo médulo € igual a >
d) um ndmero complexo, nao real.

(Vunesp-SP) As raizes de x* — a = 0 sao os vértices de um quadrado no plano complexo.
Se umaraizé 1 + i e o centro do quadrado € O + Oi, determine o valor de a.

(UF-BA) Sendo z, e z, nimeros complexos tais que
* z, € a raiz clbica de 8i que tem afixo no segundo quadrante,

* z, satisfaz a equacdo x* + x> — 12 = 0 e Im(z,) > O,

z -
calcule |\/§Z—1 +3,
2
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(UF-SE) Considerando que a e b sao numeros reais, use 0S numeros complexos
4 — ai . . . .

u= 1 v=3-—(b+ 1) -iew=cosl8° + isenl8° para analisar a veracidade

das afirmacgdes seguintes.

a) Se u é um imaginario puro, entdo u® = 1024i.

b) Considerando que, no plano de Argand-Gauss, o afixo de v pertence ao quadrante,
11w

entdo, se |v| = 5, o argumento principal de v é: rad.
c) Sea=—-2eb=3,entao 3 < % < b.
d) Sea =b = 0, o conjugado de (u — v)? é igual a —1 + i.
e) Uma das raizes sextas de w'° é igual a —% + %i.

(UF-BA) Na figura, tem-se uma circunferéncia de centro na origem dos eixos coordena-
dos e raio igual a 2 u.c. O comprimento do menor arco de origem em A e extremidade
E
3
tero inscrito na circunferéncia e representados, nessa ordem, no sentido anti-horario.
Sendo P, P, e P, respectivamente, afixos dos nimeros complexos z,, z, € z,, calcule

Z, + 25 + z,.
\\A

em P, é igual a 7 u.c. Considere os pontos P, P, e P, vértices de um triangulo equila-

|
N
! <
N o N
N

(Unifesp-SP) No plano de Argand-Gauss (figura), o ponto A é chamado afixo do nimero
complexo z = x + yi, cujo médulo (indicado por |z|) € a medida do segmento OAe cujo
argumento (indicado por 6) € o menor angulo formado com 0A, no sentido anti-horario, a
partir do eixo Re (z). O nimero complexo z = i € chamado “unidade imaginaria”.

Im (z)

C3
[ E——

0

Re (z)

a) Determinar os ndmeros reais x tais que z = (x + 2i)* € um ndmero real.

b) Se uma das raizes quartas de um ndimero complexo z € o complexo z,, cujo afixo € o
ponto (0, a), a > 0, determine |z].
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(ITA-SP) Sejam n = 3 impar,z € C — {0} e z, 7,, ..., , as raizes de z" = 1. Calcule o

numero de valores |z‘ — zjl, i,j=1,2,...,n,comi # j, distintos entre si.

(ITA-SP) Determine as raizes em C de 4z° + 256 = 0, na forma a + bi,comaeb € R,
que pertencamaS={z€C;1<|z+ 2| <3}

(FEI-SP) Se p(x) = 5x2 + 2x — 4, pode-se afirmar que p(1) € igual a:
a) 4 b) 11 c) 8 d) 10 e) 3

(PUC-RS) Em relagao aos polindmios p(x) = ax? + bx + ¢ e q(x) = dx2 + ex + f, consi-
derando que p(1) = q(1), p(0) = q(0) = 0, concluimos que (a + b) — (d + e) vale:
a) 0 b) 1 c) 2 da+b e)d+e

(PUC-MG) A igualdade uv — 2v + 5u — 10 = O é verdadeira qualquer que seja o valor de v.
Entdo o valor de u, necessariamente, é:

a) -5 b) —2 c)2 d) 5

x+1 x-1
x—1 x+1
1 1
x+1+x—1

(Mackenzie-SP) Qualquer que seja x ndo nulo, tal que |x| # 1, a expressao

€ sempre igual a:

a); b) 2x c) x+2 d) 1 e) 2

(FEI-SP)Sex #0ese (x +y — z)? = (x —y + 2)?, entdo pode-se afirmar que:

ayy+z=20 c)x—y=0 e)x+z=0
b)y—z=0 dx—z=0
3x+2 a

b
= + é verdadeira para todo numero real x
xX—-4 x—-2 x+2 P

diferente de 2 e —2, entao os valores de a e b sao, respectivamente:
a)le -1 b)2e -1 c)2el d) 3e?2 e)3e3

(UF-CE) Se a identidade

X __a i
X2—3x+2 x—1 x-2
entdo o valorde a - b é:

a) —4 b) —3 c) —2 d) 2 e) 6

(Unifesp-SP) Se € verdadeira para todo x real, x # 1,x # 2,

2=2x+4 A B C
(UF-PE) Sabendo que eI —ox  x t T Txo 1,ca|cuIeA+ B + 2C.
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(UF-PR) Um resultado bastante util em matematica é que toda fungao racional (quociente
de fungdes polinomiais reais) pode ser escrita como soma de fungdes mais simples. Por
X+ 1 . A B C
—_— — + + .
XX — 17 pode ser escrita na forma x Tx—1tx=-1p
a) Aplicando os conhecimentos sobre operagoes com fragdes e igualdade de polino-
. P . . X+ 1 A B C
—_— = + .
mios, calcule os nimeros reais A, B e C tais que Xx — 1) x Tx—1 T x=-1¢
b) Examinando a expressao de r(x) como soma de fracoes, descreva 0 que ocorre com
o valor r(x) quando x assume valores arbitrariamente grandes e quando x assume

valores positivos arbitrariamente préximos de zero.

exemplo, a funcao r(x) =

(UF-CE) Considere a fungao polinomial P(x) = x?° + x¥2 + ax* + bx + 1. Sabendo-se

que a e b sdo nimeros reais, ambos nao nulos, e que P(1 + i) = 4 + 3i, entdao P(:L%r i)
€ igual a:

2 2 1 . .
a)1+i b)ﬁ C)ﬁ d)4 + 3i e)4 — 3i

(Unicamp-SP) Seja f(x) = ax" + a _,x"~*+ ... + a,x + a, um polindmio de grau n tal
quea #O0e a € R para qualquerjentre O e n. Seja g(x) =na x"~* + (n —1)a__ x""2+
+ ... + 2a,x + a, o polindbmio de grau n — 1 em que os coeficientes a,, a,, ..., a_Sd0 0s
mesmos empregados na definicao de f(x).

a) Supondo que n = 2, mostre que g(x + %) = wg—f(x)
b) Supondo que n = 3 e que a, = 1, determine a expressao do polindmio f(x), sabendo

que f(1) = g(1) = f(—1) = 0.

,paratodox,h €R, h # 0.

(UF-AM) Sejam p, g: R — R dois polinbmios quaisquer. Se grau (p) = n e grau (q) = m,
entao é sempre correto afirmar que:

a) grau (p® - g?) = min {n3, m2} d) grau (p*-q) =n3-m
b) grau (p? - g3 = 2n + 3m e) grau (p + q) = max {n, m}
c)grau(p+q)=n-+m

(UF-GO) Considere o polindmio: p(x) = (x — 1)(x — 3)2(x — 5)3(x — 7)*x — 9)5(x — 11)°.
0 grau de p(x) é igual a:
a) 1080 b) 720 c) 36 d) 21 e) 6

(ITA-SP) Um polindbmio P é dado pelo produto de 5 polinbmios cujos graus formam uma
progressao geomeétrica. Se o polinémio de menor grau igual a 2 e o grau de P € 62, entao
o0 de maior grau tem grau igual a:

a) 30 b) 32 c) 34 d) 36 e) 38

(FGV-SP) Fatorando completamente o polindmio x° — x em polindmios e monémios com
coeficientes inteiros, o nimero de fatores sera:

a) 7 b) 5 c) 4 d) 3 e) 2
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(Unesp-SP) Transforme o polindmio P(x) = x> + x2 — x — 1 em um produto de dois poli-
némios, sendo um deles do 3° grau.

(UF-PE) Ao efetuarmos o produto dos polindmios abaixo
LT+x+x+ .. +x99 - (L+x+x+..+x%9

qual o coeficiente de x"5? (Observagao: os polindmios tém graus 100 e 50 e todos os
coeficientes iguais a 1.)

(FGV-SP) O quociente da divisdo do polindmio P(x) = (x> + 1)* - (x3 + 1) por um polin6-
mio de grau 2 € um polindmio de grau:
a) b b) 10 c) 13 d) 15 e) 18.

(PUC-RS) O resto da divisdo de x3%° — 1 por x — 1 é:
a) —1 b) O c) 1 d) —x e) x
(PUC-RS) O polindémio p(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e, com coeficientes em R, € divisivel

“n

por x. O valor de “e” é:
a) 4 b) 3 c) 2 d 1 e) 0

(Fatec-SP) Se o polindmio p(x) = 2x3 + 5x2 + mx + 12 é divisivel por h(x) = x + 3,
entao o parametro m € igual a:

a) 2 b) 1 c) 3 d) -1 e) -3

(UF-AL) Ao dividirmos o polinémio x2°° + x'%% + 1 pelo polindémio x* + x, qual o resto da
divisao?

a) 0 c) xX>—x+1 e) x> +x—-1

b) x>+ x+ 1 d x2-x—-1

(UF-PR) Considere o polinémio p(x) = x* — ax? + x — a e analise as seguintes afirmativas:
1.i=V—1 é uma raiz desse polinébmio.

2. Qualquer que seja o valor de a, p(x) € divisivel por x — a.

3. Para que p(—2) = —10, o valor de a deve ser O.

Assinale a alternativa correta.

a) Somente a afirmativa 2 é verdadeira.

b) Somente as afirmativas 1 e 2 sao verdadeiras.

c) Somente as afirmativas 1 e 3 sao verdadeiras.

d) Somente as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.

e) As afirmativas 1, 2 e 3 sao verdadeiras.

(UF-RN) A respeito do polindmio P(x) = x® — 4x? + 2x — 1, é correto afirmar:
a) E divisivel por (x — 1).

b) Possui uma raiz real.

¢) O produto de suas raizes € igual a 2.

d) Quando dividido por (x + 2), deixa resto igual a —5.
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(UF-AM) Dividindo o polindémio P(x) = 2x* — x3 — 7x? + 31x — 10 pelo polindbmio
Q(x) = x> — 3x + 5 obtemos o polindémio:

a) 2x2 —bx + 2 c) 2x2 — Bx — 2 e) —2x2+ bx — 2
b) 2x2 + bx — 2 d) 2x3 4+ bx — 2

(UF-CE) Se a divisdo do polindmio x3 + 2x? + x + m pelo polindmio x> + 1 possui resto
zero, entao o valor de m é:

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)5

(UF-PI) Considerem-se os polindmios p(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 3) ... (x — 100) e d(x) = x.
O resto da divisao de p(x) por d(x) é:
a) —1 b) O c) 100 d) 10! e) 100!

(UF-PR) Sabendo que o polindmio p(x) = x* — 3x3 + ax? + bx — a é divisivel pelo polind-
mio q(x) = x*> + 1, é correto afirmar:

w

e)2a—b=—

a)a—b=-1 c)a+2b= 2

b) 2a + b= -2 d a—2b=

(UF-GO) Determine o valor de k € R, para que o polindmio p(x) = kx® + (k + 1)x2 + 2kx + 6
seja divisivel por x* + 2.

(FEI-SP) Se o polindmio p(x) = x* — 6x3 + 7x2 + mx + n é divisivel por x> — 9x + 8,
podemos afirmar que m + n € igual a:

a) 2 b) 4 c) —4 d) -2 e) 9

(UE-CE) Se os polindmios p(x) = x> + mx2 + nx + ke g(x) = x> + ux? + vx + w sao
divisiveis por x2 — X, entdo o resultado da somam + n + u + v é:

a) —2 b) —1 c) 0 d 1
(UE-CE) Se o polindmio P(x) = x* + ax® — bx2 + 2x + B € divisivel por x> + 1, entao % é
igual a:
5 5
a) 3 b) —3 c) 5 d) >

(Fuvest-SP) O polindémio p(x) = x® + ax® + bx, em que a e b sdo nimeros reais, tem
restos 2 e 4 quando dividido por x — 2 e x — 1, respectivamente. Assim, o valor de a é:

a) —6 b) -7 c) —8 d) -9 e) —10
(Fatec-SP) Sejam a e b nimeros reais tais que o polindmio P(x) = x* + 2ax + b € divisivel

pelo polindémio (x — 1)2. O resto da divisdo de P(x) pelo mondémio D(x) = x é:
a) —2 b) —1 c) 1 d) 3 e) 4
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(UE-PB) O resto da divisdo do polindmio P(x) = 3x2"*3 — Bx2"*2 + 8 por x + 1 com n
natural é:

a) —1 b) 1 c) zero d) 2 e) 6

(UF-PE) Indique o valor do natural n, n > 0, para o qual o polinémio n?x?" ** — 25nx" "1 +
+ 150x" ~* é divisivel pelo polinémio x? — 1.

(UF-PI) Um polinémio p(x) € divisivel por x — 1 e, quando dividido por x? + 2, deixa quo-
ciente x2 + 1 e resto r(x). Se r(—1) = 2, pode-se afirmar que p(x) é igual a:

a) x* + 3x>— 4x c) —x*+ x? e) x*—1
b) x* + 3x2— 4 d) x* + x2— 2

(FGV-SP) Seja P(x) = x? + bx + ¢, com b e c inteiros. Se P(x) é fator de
T(x) = x* + 6x2 + 25 e de S(x) = 3x* + 4x2 + 28x + 5, entdo P(1) é igual a:

a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e 4

(ITA-SP) Determine os valores de k e o, Kk € R e o € [0, 27], para que o polindbmio
p(x) = kx? — x cos?a + sen a seja divisivel pelo produto (x — 1)(x — 2).

(FGV-SP) Sejam Q(x) e R(x) o quociente e o resto da divisdo de 5x® + (m — 12)x*> +
+ (M? = 2m)x — 2m? + p + 9 por x — 2, respectivamente. Permutando-se os coeficien-
tes de Q(x) obtém-se o polindmio Q'(x) tal que Q'(x) = R(x) para qualquer x ER. Se m e
p sao constantes reais positivas, entao m + p € igual a:

a) 8 b) 7 c) 6 d) 5 e) 4

(UF-PI) Suponha que p,(x) € p,(x) sejam polinbmios, ndo nulos, com coeficientes reais.
Para cada afirmacgao abaixo, coloque V (verdadeira) ou F (falsa).

1. O grau do produto p,(x) e p,(x) € a soma dos graus de p,(x) € p,(X).
2. Se p,(x) € um divisor de p,(x), entdo p,(x) € um maximo divisor comum de p,(x) & p,(X).
3. 0 grau da soma p,(x) + p,(X) ndo excede o maior dos graus de p,(x) € p,(X).

4. Se p(x) € um polindmio divisivel pelos polinémios p,(x) € p,(x), entédo p(x) € divisivel
pelo produto p, (X)p,(X).

(ITA-SP) Sendo ¢ um numero real a ser determinado, decomponha o polinémio 9x2 — 63x + c,
numa diferenca de dois cubos (x + a)® — (x — b)S.

Neste caso, |a + |b| — c| é igual a:
a) 104 b) 114 c) 124 d) 134 e) 144

(ITA-SP) Seja Q(z) um polindmio do quinto grau, definido sobre o conjunto dos nidmeros
complexos, cujo coeficiente de z° € igual a 1. Sendo z® + z2 + z + 1 um fator de Q(z),
Q(0) = 2 e Q(1) = 8, entao, podemos afirmar que a soma dos quadrados dos moédulos
das raizes de Q(z) € igual a:

a) 9 b) 7 c)5 d) 3 e 1l

Fundamentos de Matematica Elementar | B



5]

QUESTOES DE VESTIBULARES

15
(ITASP) Considere 0 polinomio p(x) = X a x"com coeficientesa, = —1ea =1 +ia _,,
n=1,2,.. 15. Das afirmacdes:
lL.p(—=1) €R,
I |px)| < 4(3 + V2 + VB), vx € [-1, 1],
ll.a, = a,,
é(sao) verdadeira(s) apenas:
a) | b) Il c) d) lell e)llell

(Unifesp-SP) Considere as fun¢bes quadraticas q,(x) e q,(x) cujos graficos sao exibidos

na figura.
g gréfico de q, y

grafico de q,

a) Faca o esboco de um possivel grafico da funcao produto q(x) = q,(x)d,(x).
b) Calcule o quociente do polindmio h(x) = xq(x) pelo polindbmio k(x) = x + 1 e exiba suas
raizes.

(FGV-SP) P é uma funcgao polinomial de coeficientes reais e diferentes de zero. Substi-
tuindo cada coeficiente de P pela média aritmética de seus coeficientes originais, for-
mamos o polindmio Q. Dos graficos indicados a seguir, os Unicos que poderiam ser de
y = P(x) e y = Q(x) no intervalo [—2, 2] estao representados em:

a) ¥ b) ¥ ©) /S
=2\ 1 2//x —2 !‘1 1 ]2 X -2 \.@://1/\2 X
-1 —1 1
-2 / /N )

’___._.-—-——"'7“
(

N
/
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(PUC-RS) Um polinémio tem tantas raizes imagindrias quantas sao as consoantes da
palavra Coimbra, e o nimero de raizes reais € no maximo igual ao nimero de vogais.
Entdo, o grau deste polindbmio € um ndmero n tal que:

a)dsn<7 c)d<n=s7 eens<7

b)d<sns<7 d4<n<7?

(FGV-SP) Se trés das raizes da equacao polinomial x* + mx? + nx + p = 0 na incognita
xsao 1,2 e 3,entaom + p é igual a:

a) 35 b) 24 c) —12 d) —61 e) —63

(UF-PE) Se o nimero complexo 3 + 2i € raiz da equagao x3 — 23x + ¢, com ¢ sendo uma
constante real, qual o valor de ¢?

(UE-CE) Os nimeros —2, —1, 0, 1 e 2 sao as solucdes da equagao polinomial p(x) = O,
as quais sao todas simples. Se o polindbmio p(x) € tal que p(\/E) = 272, entio o valor
de p(V3) & igual a:

a) 2V3 b) 3vV2 c) 3V3 d) 6vV2

(Fuvest-SP) A soma dos valores de m para os quais x = 1 é raiz da equacao
X2+ (1 +5m — 3m?)x + (m?> + 1) = 0 é igual a:

—

c) O d) 3 e) 5

a) = b) > >

2

N|w

(FEI-SP) As raizes da equagao x2 — 5x + 6 = O sao dois nimeros:

a) pares. d) cujo produto é igual a —6.
b) impares. e) primos.

c) cuja soma € igual a 6.

(ITA-SP) Os argumentos principais das solugdes da equagdoemz,iz +3Z + (z+2z? —i =0,
pertencem a:

m 3m 5m 3w s 7
a)]4'4[ C)[4'2[ e)}0,4[u}4,27r[

37 bm ™ 37 7w
o |55 o [75lv I3

. ~ ~ X X ..

(UE-CE) O numero de solucoes da equacao 5 2 13 é:
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3
(UF-RS) Sabendo-se que um polindmio p(x) de grau 2 satisfaz p(1) = —1, p(2) = -2 e
p(3) = —1, é correto afirmar que a soma de suas raizes é:
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4
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(UE-CE) O numero real positivo x que satisfaz a condigao x> = x + 1 é chamado de nu-
mero de ouro. Para este ndmero x, temos que x° € igual a:

a)3x+1 b) 4x + 2 c) 5bx + 3 d) 6x + 4

(UF-MG) Sejam p(x) = ax?2 + (@ — 15)x + 1 e q(x) = 2x2 — 3x + % polinbmios com

coeficientes reais. Sabe-se que esses polindmios possuem as mesmas raizes.
Entao, € correto afirmar que o valor de a + b é:
a) 3 b) 6 c) 9 d) 12

(FGV- SP) O menor valor inteiro de k para que a equacao algébrica 2x(kx — 4) — x> +6 =0
em x nao tenha raizes reais é:

a) —1 b) 2 c) 3 d) 4 e)5

(ITA-SP) Determine todos os valores de m € R tais que a equagdo (2 — m)x®> + 2mx +
+ m + 2 = 0 tenha duas raizes reais distintas e maiores que zero.

. p ~ 1 1 _
(ITA-SP) Determine as raizes da equacao v 10y — 14 + ¥ ¥ 10y —30
_ 2
=V oy 54 YER

(Unicamp-SP) O ndmero aureo é uma constante real irracional, definida como a raiz posi-

tiva da equacao quadratica obtida a partir de X i 1 =X

a) Reescreva a equagao acima como uma equagao quadratica e determine o ndmero
aureo.
b) Asequéncia 1,1, 2,3,5,8,13,21, ... é conhecida como sequéncia de Fibonacci, cujo
n-ésimo termo € definido recursivamente pela formula

1, sen=1ou2;
F(n) =

F(n — 1) + F(n — 2), sen> 2.
Podemos aproximar o nimero aureo, dividindo um termo da sequéncia de Fibonacci pelo
termo anterior. Calcule o0 10° e 0 11° termos dessa sequéncia e use-0s para obter uma
aproximacao com uma casa decimal para o ndmero aureo.

(ITA-SP) Determine os valores do nimero complexo Z, diferente de zero, que satisfazem
a equagao

AN
o i z|=1.
0 -Z

Obs.: Z é o complexo conjugado de Z; i é a unidade imaginaria.
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—b+
(UE-CE) Um estudante aplicou a férmula x = % para encontrar raizes x, e x, da

equacgao x> — 3x + (3 + i) = 0, e, ao calcular o termo A = b? — 4ac, obteve —3 — 4i.
Para extrair a raiz quadrada deste nimero procurou nimeros reais r e s de modo que
(r + is)?2 = —3 — 4i. Ap6s resolver o sistema real gerado por essa equagao complexa,
obteve como solucao:

ayr+is=£(1+2i),x, =2+i,x,=1+i
b)r+is=+2—-i),x, =2 —i,x, =1+
c)r+is=%+(1-2i),x, =1+i,x,=2—1i
dr+is=£(1+2i),x, =2+ix,=1—i
e)r+is=+(2—-2i),x, =2—-i,x, =1+
(FGV-RJ) Ao tentar encontrar a intersecao do grafico de uma fungao quadratica com o

eixo x, um aluno encontrou as solugoes: 2 + i e 2 — i. Quais sao as coordenadas do
vértice da parabola? Sabe-se que a curva intercepta o eixo y no ponto (0, 5).

(FGV-SP) Sejam A e B as raizes da equacao x> — mx + 2 = 0. Se A + %e B + %séo

raizes da equacgao x?>— px + q = 0, entdo q é igual a:

a)E b) 4 C)E d)E e) 2

(Fatec-SP) Se x = 2 é uma das raizes da equacao x® — 4x?2 + mx — 4 = 0, m € R, entao
as suas outras raizes sao numeros:

a) negativos. c) racionais nao inteiros. €) nao reais.

b) inteiros. d) irracionais.

(FEI-SP) Se x = 1 é uma das raizes de p(x) = x® — 3x2 — 13x + 15, o médulo da diferenca
das outras duas raizes € igual a:

a) 2 b) 8 c) 6 d) 5 e 7

(UF-PR) Sabendo-se que x = 2 é um zero do polindmio p(x) = 9x3 — 21x? + 4x + 4, é
correto afirmar que a soma das outras duas raizes é igual a:

1 3 4
a) 3 b) = c) 1 d) 51
(Unesp-SP) Uma raizda equacdo x® — (2a — 1)x> —a(@a+ 1)x+2a%a— 1) =0¢é (a — 1).
Quais sao as outras duas raizes dessa equacao?

(FEI-SP) Seja p(x) = x* + mx — 20, com m pertencente a R, um polindémio divisivel por
q(x) = x — 2. E correto afirmar que p(x) possui:

a) apenas uma raiz real. d) duas raizes reais iguais.
b) trés raizes reais e iguais. e) trés raizes reais e distintas entre si.
c) duas raizes reais opostas.
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(FEI-SP) Se x, = 1 e x, = 2 s&o raizes do polindbmio p(x) = x> — mx> + nx, entdo o resto
da divisao de p(x) por (x — 4) € igual a:

a) 32 b) 18 c) 24 d) 12 e) 30

(UF-MS) Sabendo-se que o nimero complexo (1 — i) é raiz do polindmio P(x) de coe-
ficientes reais dado por P(x) = x3 + ax?> + 8x + b, entdo a soma do(s) valor(es) da(s)
raiz(es) real(is) do referido polinémio é:

(PUC-RJ) Sejam f(x) = x2 + 1 e g(x) = x> — 1. Entdo a equacao f(g(x)) — g(f(x)) = —2 tem
duas solugdes reais. O produto das duas solucoes € igual a:

a) —2 b) —1 c) 0 d) 1 e) 2
_mm

2’2
+ tg « = O admita apenas raizes reais simples.

(ITA-SP) Determine todos os valores o € ] [tais que a equacgao (em x) x* — 232 +

(PUC-RS) Na implementacao de um sintetizador em software, relacionam-se os coefi-
cientes de um polinémio com os controles deslizantes numa interface gréfica. Portanto,
polinbmios estao ligados a geracao de notas musicais. A soma das raizes da equacao
polinomial x> — 6x2 + 11x — 6 = 0 é:

a) —6 b) O c) 3 d) 6 e) 11

(UE-CE) Se u e v sdo as solugdes da equacao 6x + x* — 5 = 0, entdo a expressdo
u + v— uvéigual a:

a) 3 b)

N w

5 6
c) 6 d) 5
(UE-CE) Se x, y, z e w sdo as raizes da equacdo x* + 2x2 + 1 = 0, entdo log,[x| +
+ log, lyl + log, |z| + log,|w| € igual a:

a)0 b) 1 c) -1 d) 2

(UE-CE) Se os nimeros m, p e q sdo as solucdes da equagdo x3 — 7x> + 14x — 8 =0
entdo o valor da soma log,m + log,p + log,q €:

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4

(UE-GO) Jodo gosta de brincar com numeros e fazer operacoes com eles. Em determi-
nado momento, ele pensou em trés nimeros naturais e, em relagao a esse nimeros,
observou o seguinte:

e a soma desses numeros € 7;
e 0 produto deles é 8;

e a soma das trés parcelas resultantes dos produtos desses nimeros tomados dois a
dois € 14.

Assim, os trés nimeros pensados por Joao sao raizes da equacao:
a)x®*—7x2+14x—8=0 c)x*—7x2—-14x—-8=0
b) X3 + 7x2 — 14x + 8 =0 d) ¥+ 7x* — 14x — 8 =0
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(Unesp-SP) Se m, p, mp sao as trés raizes reais nao nulas da equacgao x> + mx?> +
+ mpx + p = 0, a soma das raizes dessa equacao sera:

a) 3 b) 2 c) 1 d) 0 e) —1
(Mackenzie-SP) A equacéo 3x* — 4x — 1 = O apresenta 3 raizes x,, x,& —1. O valor de
X2+ x5 €

5 8 2 1 2
a) § b) § c) g d) 7 e) g

(FGV-RJ) O polinémio P(x) = x* — 5x3 + 3x? + 5x — 4 tem o nimero 1 como raiz dupla.
O valor absoluto da diferenca entre as outras raizes é igual a:

a)5 b) 4 c) 3 d) 2 e 1l

(Mackenzie-SP) Se a, b e ¢ sdo as raizes da equagado x> — 2x2 + 3x — 4 = 0, entado
ES + ES + 1 vale:
a b c

e)

Mw
NI

a) % b) % c) % d)

(Unifesp-SP) Sejam p, q, r as raizes distintas da equagao x3 — 2x2 + x — 2 = 0. A soma
dos quadrados dessas raizes € igual a:

a)l b) 2 c) 4 d) 8 e) 9

(Unesp-SP) A altura h de um balao em relagao ao solo foi observada durante certo tempo
e modelada pela fungdo h(t) = t2 — 30t + 243t + 24 com h(t) em metros e t em minu-
tos. No instante t = 3 min o baldao estava a 510 metros de altura. Determine em que
outros instantes t a altura foi também de 510 m.

(ITA-SP) O polindbmiode grau4 (@ +2b +c)x*+ (@a+b +c)x*—(a—b)x2+ (2a—b + ¢c)x +
+ 2(a + ¢),com a, b, ¢c € R, é uma funcao par. Entdao, a soma dos médulos de suas
raizes é igual a:

a)3+ V3 c) 2 +V2 e) 2 + 2V2
b) 2 + 3V3 d) 1+ 2V2

(UF-PB) Mestre Laureano, técnico e professor de Eletrénica, em uma das suas aulas
praticas, escolheu trés resistores e propds aos seus alunos que calculassem o valor
da resisténcia do resistor equivalente aos trés resistores escolhidos, associados em
paralelo. Para isso ele informou aos alunos que:

* os valores R, R, e R, das resisténcias dos trés resistores escolhidos, medidos em
ohms, sdo raizes do polindmio p(x) = x3 — 7x2 + 16x — 12.
¢ o valor R da resisténcia, medido em ohms, do resistor equivalente aos trés resistores
. . . -1 1 1 1
escolhidos, associados em paralelo, satisfaz a relacao R = R + R + R
1

2 3
Com base nessas informacgdes, é correto afirmar que o valor de R, em ohms, € igual a:

a) 0,55 b) 0,65 c) 0,75 d) 0,85 e) 0,95
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(FGV-SP) O polindmio P(x) = x* — 5x3 + 3x? + 5x — 4 tem o ndmero 1 como raiz dupla.
0 valor absoluto da diferenca entre as outras raizes € igual a:

a) b b) 4 c) 3 d) 2 e) 1l

(FGV-SP) Se m, n e p sao raizes distintas da equacao algébrica x> — x2 + x — 2 = 0,
entdo m3 + n® + p3 é igual a:

a) 1 b) 1 c) 3 d) 4 e) 5

(ITA-SP) A soma de todas as solugdes da equacdo em C: 22 + |z|2 + iz — 1 = 0 é igual a:

a) 2 b) c) O d) —% e) —2i

x
2
(FGV-SP) Considere a equagdo x3 — 6x2 + mx + 10 = 0 de incégnita x e sendo m um

coeficiente real. Sabendo que as raizes da equagao formam uma progressao aritmética,
o valor de m é:

a) =5 b) —3 c) 3 d) 4 e) 5

(ITA-SP) Considere o polindmio p(x) = ax® + a,x* + axx* + a,x*> — a,, em que uma das
raizes € x = —1. Sabendo-se que a,, a,, a,, a, € a, sao reais e formam, nesta ordem,

~ " 1 ~ L.
uma progressao aritmética com a, = > entao p(—2) é igual a:

a) —25 b) —27 c) —36 d) -39 e) —40
(Unesp-SP) Dado que as raizes da equacao x3 — 3x? — x + k = 0, onde k é uma constan-

te real, formam uma progressao aritmética, o valor de k é:
a) -5 b) -3 c) 0 d) 3 e) b

(Fatec-SP) Considere a equacdo polinomial x3 — 9x2 + kx + 21 = 0, com k real. Se suas
raizes estdo em progressao aritmética, o valor de log,(3k — 1) é:

a) 8 b) 10 c) 12 d) 16 e) 20

(U.F. Juiz de Fora-MG) Seja p(x) = x® + ax? + bx + ¢ um polindmio com coeficientes reais.
Sabe-se que as trés raizes desse polinbmio sao o quarto, o sétimo e o décimo sexto
termos de uma progressao aritmética, cuja soma de seus vinte primeiros termos € igual

80 . . ..
a 3 e 0 seu décimo terceiro termo é igual a 3. Encontre os valores de a, b e c.

(Fuvest-SP) Um polindmio de grau 3 possui trés raizes reais que, colocadas em ordem

[ . 9
crescente, formam uma progressao aritmética em que a soma dos termos € igual a g

A diferenga entre o quadrado da maior raiz e o quadrado da menor raiz é 2?4

Sabendo-se que o coeficiente do termo de maior grau do polindmio é 5, determine:
a) a progressao aritmética.
b) o coeficiente do termo de grau 1 desse polindmio.
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(UF-BA) Considere o polindmio com coeficientes reais P(x) = 3x5 — 7x* + mx3 + nx? + tx + 6.
Sabendo que P(x) é divisivel por x> + 2 e possui trés raizes reais que formam uma pro-
gressao geométrica, determine o resto da divisao de P(x) por x + 2.

(UF-PE) Se as raizes da equacgdo x3 — 7x?> — 28x + k = 0 sdo termos de uma progressao
geométrica, determine o valor do termo constante k.

(FGV-SP) A equacao 3x® — 13x? + mx — 3 = 0, na incégnita x, tem trés raizes reais que
formam uma progressao geométrica, quando colocadas em ordem crescente. A maior
raiz da equacgao é:

a) 2 b) 3 c) 1 d) e)

W~

2
(UF-P1 )Seja o polindmio p(x) = x3 — 3x? + ax + b, com coeficientes reais. Sabe-se que

p(x) possui trés raizes reais, distintas e que estdo em Progressao Geométrica. Sabendo-
se que p(x) é divisivel por x — 4, pode-se afirmar que o valor do coeficiente a é:

a) —6 b) —3 c) 0 d) 3 e) 6

(Fuvest-SP) As raizes da equacao do terceiro grau x° — 14x? + kx — 64 = O sao todas
reais e formam uma progressao geométrica. Determine:

a) as raizes da equacao;

b) o valor de k.

(ITA-SP) Se as solugdes da equacao algébrica 2x3 — ax? + bx + 54 = 0, com coeficientes
a,b €R, b # 0, formam, numa determinada ordem, uma progressao geométrica, entao

%é igual a:
1 1
a) -3 b) -3 03 d) 1 d) 3

3

(ITA-SP) Considere a equacao algébrica > (x —a)*~*= 0. Sabendo que x = 0 é uma
k=1

das raizes e que (a,, a,, a,) € uma progressao geométrica com a, = 2 e soma 6, pode-
se afirmar que:

a) a soma de todas as raizes € 5.
b) o produto de todas as raizes é 21.
¢) a Unica raiz real € maior que zero.

)
)

d) a soma das raizes nao reais é 10.
)

e) todas as raizes sao reais.
3 X —X

(UF-PR) Considere o polinémio p(x) =| 3 x —4|. Calcule as raizes de p(x). Justifique
x 3 -3

sua resposta, deixando claro se utilizou propriedades de determinantes ou algum méto-
do para obter as raizes do polinémio.
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(ITA-SP) As raizes x , X, € X, do polindmio p(x) = 16 + ax — (4 + \/§)x2 + x3 estao rela-

cionadas pelas equagoes: x, + 2x, + % =2ex —2x, — \/§x3 = 0. Ent&o, o coefi-
ciente a é igual a:

a) 2(1 -2 c) 2(2 +2) e) 42 — 1)

b) V2 — 4 d) 4 + 2

(UE-RJ) Uma sequéncia de trés nuimeros nao nulos (a, b, ¢) esta em progressao harmé-
. . 111 ~ "
nica se seus inversos | =, = =) nesta ordem, formam uma progressao aritmética. As

raizes da equacao a seguir, de incégnita x, estdo em progressao harmdnica. x3 + mx? +
+ 15x — 25 = 0. Considerando o conjunto dos nimeros complexos, apresente todas
as raizes dessa equacao.

(Fatec-SP) Escrevendo em ordem crescente de valores as trés raizes da equacao

3x® — 10x2 — 27x + 10 = 0, verifica-se que a soma das duas menores é 5 e o produto

3
. .5 . . p ~ 2
das duas maiores € 3 Relativamente as raizes dessa equacao, é verdade que:
a) somente uma é negativa. d) duas nao sao inteiras.
b) todas sdo negativas. e) uma € um numero quadrado perfeito.

¢) duas sao maiores que 1.

(U.F. Uberlandia-MG) Sabe-se que o ndmero complexo 2 + i, em que i é a unidade imagi-
naria, e o niimero real 3 s3o raizes do polinémio de terceiro grau p(z), cujos coeficientes
s&d0 nlmeros reais. Sabendo-se também que p(0) = 30, calcule [pP(i).

(UF-MS) Sabe-se que o polindbmio P(x), definido a seguir, tem duas raizes reais opostas
e que P(1 — i) = 0. P(x) = 9x* + ax® + bx? + cx — 90. Entdo qual é o valor da soma
(@a+b+c)?

(ITA-SP) Sabe-se que o polindmio p(x) = x> — ax® + ax? — 1, a € R, admite a raiz —i.
Considere as seguintes afirmacodes sobre as raizes de p:

|. Quatro das raizes sdo imaginarias puras.
II. Uma das raizes tem multiplicidade dois.
Ill. Apenas uma das raizes € real.
Destas, é (sao) verdadeira(s) apenas:
a) | b) Il c) Il dlell e) llelll

(Mackenzie-SP) O produto das raizes ndo reais do polindmio P(x) = x3 + x — 10 é:
a) 1l b) 2 c) 3 d) 4 e)b
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(UF-BA) Sendo A(x) e B(x) polinbmios com coeficientes reais tais que

* A(x) = x®+ 2x* + ax + a, € divisivel por x> + x + 1;

* B(x) = x*> + b,x* + bx* + bx> + b,x + b, tem uma raiz em comum com A(x);
e B(i) = 0;

e B(1+i)=0,

calcule A(O) + B(1).

(ITA-SP) Sobre a equacéo polinomial 2x* + ax® + bx®> + cx — 1 = 0, sabendo que os coe-

- ~ . p . - 1 i .
ficientes a, b, ¢ sao reais, duas de suas raizes sao inteiras e distintas e 573 também

€ sua raiz. Entdo, o maximo de a, b, ¢ é igual a:
a) —1 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

(ITA-SP) Considere um polindémio p(x), de grau 5, com coeficientes reais. Sabe-se que
—2i e i — V3 s3o duas de suas raizes. Sabe-se, ainda, que dividindo-se p(x) pelo poli-
noémio q(x) = x— 5 obtém-se resto zero e p(1) = 20(5 + 2\/5). Entdo P(—1) é igual a:

a) 5(5 — 2V3) c) 30(5 — 2V3) e) 50(5 — 2v3)
b) 15(5 — 2v3) d) 45(5 — 2V3)

(Unesp-SP) Seja a funcao f(x) = x3 + 2x2 + kx + 0. Os valores de k e 6 para que 1 + i
seja raiz da fungao f(x) sao, respectivamente,

a) 10e —6 c)lel e) —6e8
b)2e0 dOe1l

(FEI-SP) Se i € raiz da equacgdo x* + kx3 + 3x%> — 2x + 2 = 0, entdo a soma das demais
raizes dessa equacao é:

a)2—i c) 2+ e) 3i
b) 2i d) 2

(UF-CE) Considere a expressao x* — x3 — 5x?> — x — 6. Pede-se:
a) encontrar o valor numérico da expressao para x = —2;
b) obter todas as raizes complexas do polinémio p(x) = x* — x3 — 5x> — x — 6.

(Fuvest-SP) O polindmio p(x) = x* + ax® + bx? + cx — 8, em que a, b, ¢ sdo ndmeros
reais, tem o ndmero complexo 1 + i como raiz, bem como duas raizes simétricas.

a) Determine a, b, c e as raizes de p(x).

b) Subtraia 1 de cada uma das raizes de p(x) e determine todos os polinbmios com
coeficientes reais, de menor grau, que possuam esses novos valores como raizes.
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(FGV-SP) Um polindémio P(x) do terceiro grau tem o grafico dado abaixo.

P(x)

/N
U

Os pontos de intersecgao com o eixo das abscissas sao (— 1, 0), (1, 0) e (3, 0). O ponto
de interseccao com o eixo das ordenadas € (0, 2). Portanto, o valor de P(5) é:

a) 24 c) 28 e) 32
b) 26 d) 30

(FGV-RJ) A figura mostra o grafico da fungao f(x) = 1 + x — 2x5.

y

fx)=1+x—2x

1 —

o

1\ X
a) Determine as solucdes que ndo sao ndmeros reais da equacao f(x) = 0.

b) Resolva a inequacgao: f(x) = 1.

(Unesp-SP) Considere as fungdes polinomiais f(x) = x3 + x>+ 2x —1egx) =x3+ 3x + 1,
cujos graficos se interceptam em dois pontos como esbocado na figura (nao em escala).

y

Determine para quais valores reais f(x) = g(x), isto €, determine o conjunto
S={xeR|f(x)=gx).
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(UF-PE) O grafico da fungao real f dada por f(x) = x* + ax® + bx> + ¢cx + dcoma, b,ce d
constantes reais esta esbogado a seguir.

Se o grafico passa pelos pontos (1, 0), (2, 0), (0, 2) e (—1, 12) € correto afirmar que:
0-0) f(x) é divisivel por x2 — 3x + 2.

1-1) f(x) é mdltiplo de x2 + 1.
2-2) f(x) admite quatro raizes reais.
3-3) A soma das raizes de f(x) é 3.
4-4) O produto das raizes de f(x) é 2.

(UF-PE) Seja p(x) um polinbmio com coeficientes reais, com coeficiente lider 1, de grau
4, satisfazendo: p(x) = p(—x) para todo x real, p(0) = 4 e p(1) = —1. Parte do gréfico de
p(x) esta esbocado a seguir.

N
-3 &2/—1705 \}/ 3 x

Analise as afirmac0es a seguir, acerca de p(Xx).

0-0) p(x) = x* + 6x2 + 4

1-1) Asraizesdep(x)sdao+t\3 * \/3,paraqualquerescolhadossinais positivos e negativos.

+V10 £V2
2

2-2) As raizes de p(x) sao
negativos.

33) px) = (x> —3)%+5
4-4) 0 valor minimo de p(x) ocorre em x = +V3.

, para qualquer escolha dos sinais positivos e
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(FGV-SP) Considere a funcao polinomial definida por P(x) = ax® + bx? + ¢x + d, com a,
b, ¢, d sendo ndmeros reais, e cuja representagao grafica é dada na figura.

5|

A |
, |
[N

1

=1

E correto afirmar que:

a) 1<a+b+c+d<O

b)0<d<1

c) para—1=x=<1,Px) >0

d) o produto de suas raizes é menor que —6.
e) ha uma raiz de multiplicidade 2.

(UE-CE) Sejam f, g: R — R funcoes definidas por f(x) = x3 — 25x e g(x) = mx, onde m é
um nudmero real. Os graficos de f e de g, no plano cartesiano usual, possuem trés pontos
de intersecao para a totalidade dos valores de m que satisfazem a condicao.

ajm< —25 b) m > —25 c)m <25 dym> 25

(FGV-SP) A func&o polinomial P(x) = x% + (1 + V2)x2 + (4 + V2)x + 4V2 é crescente em
todo o conjunto dos nimeros reais. Podemos afirmar que:

a) a soma das raizes vale 1 + V2.

b) o polindmio tem uma unica raiz real negativa.
c
d
e) o produto das raizes vale 4v2.

o polindbmio tem trés raizes complexas nao reais.
o polinbmio tem trés raizes reais distintas.

)
)
)
)

(UF-PI) Seja a fungado f: R — R, definida por f(x) = x® 4+ ax® + bx, onde a e b sdo nlimeros
reais. Analise as afirmativas abaixo e assinale V (verdadeira) ou F (falsa).

1. Se a? > 4b, entdo f possui trés raizes reais.
2.Sea>0eb =0,entdo x = 0 é ponto de minimo local.

3. Se f for divisivel por x — 1, entdo —a — 1 é raiz de f.

4. Se a? > 3Db, entdo f é decrescente em algum intervalo | C R.

(UF-GO) Dados dois polindmios p(x) e q(x), as abscissas dos pontos de interseccao dos
seus graficos sao as solugbes da equacao algébrica p(x) = q(x). Considere os polind-
mios p(x) = x* + ax> + a,x + a, e q(x) = 3 — 2x. Determine os valores de a,, a, e a,
para que os polindmios p(x) e q(x) se intersectem nos pontos de abscissa —2, 3 e 4.

Fundamentos de Matematica Elementar



QUESTOES DE VESTIBULARES

(FGV-SP) A fungao polinomial P(x) = x3 + ax? + bx + ¢ tem a propriedade de que a mé-
dia aritmética dos seus zeros, produto dos seus zeros e a soma dos seus coeficientes
sao todos iguais. Se o intercepto do grafico de y = P(x) com o eixo y ocorre no ponto de
coordenadas (0, 2), b é igual a:

a) 5 c) -9 e) —11

b) 1 d) —10

(Unifesp-SP) Considere o polindmio p(x) = x3 + ax?> + bx + ¢, sabendo que a, b e ¢ sdo
ndmeros reais e que o nimero 1 e o nimero complexo 1 + 2i sao raizes de p, isto
é que p(l) = p(:l. + 2i) = 0. Nestas condi¢cbes existe um polindmio q(x) para o qual

(1 —x) . Uma possivel configuragao para o grafico dey = q(x) é
c) v e v
- 7 1 \_\ X
b) v d 7

J v

(UF-MT) A divisao de um polindémio de coeficientes reais P(x) por (x + 1) apresenta como
quociente um polinémio Q(x) de grau 3 com o coeficiente do termo de maior grau igual
a —1 e, como resto, (x — 3). O grafico de Q(x) € mostrado na figura abaixo.

y

o

‘I\ X
A partir dessas informacoes, qual € a soma dos coeficientes de P(x)?

a) =2 c) O e) 2
b) —1 d 1
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(UF-GO) Considere o polindmio p(x) = x3 — 9x? + 25x — 25. Sabendo-se que o niimero
complexo z = 2 + i € uma raiz de p, o triangulo, cujos vértices sao as raizes de p, pode
ser representado, no plano complexo, pela seguinte figura:

a) y d) y

3 3
(Unifesp-SP) Seja x = N2 + V5 + V2 — V5. Elevando ambos os termos ao cubo, tere-
mos x® = 4 — 3x. Seja p(x) = x3 + 3x — 4. Como p(1) = O, p(x) é divisivel porx — 1 e,
entao, p(x) = (x— 1) - q(x), onde g € um polindbmio.
a) Mostre que q(x) possui como zeros somente nimeros complexos nao reais e, portan-
to, que o nimero x = 1 é o Unico zero real de p(x).

b) Mostre que V2 + V5 + V2 — V5 & um ndmero inteiro.

(ITA-SP) Considere o polindémio p(x) = x> — (a + 1)x + a, onde a € Z. O conjunto de todos
os valores de a, para os quais o polindmio p(x) s6 admite raizes inteiras, é:

a) {2n,n € N} d) {n(n + 1), n € N}
b) {4n?, n € N} e) N
c) {6n? — 4n,n € N}
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(FGV-SP) Sendo p e g as raizes irracionais da equacao 2x* + 3x3— 6x2—6x+ 4= 0,p- q
€ igual a:

a) —% b) —V3 c) -2 d) —V6 e) —%

(ITA-SP) Com respeito a equacao polinomial 2x* — 3x® — 3x2 + 6x — 2 = 0 é correto
afirmar que:

a) todas as raizes estao em Q.

b) uma Uunica raiz estd em Z e as demais estdo em Q — Z.
c
d
€) uma Unica raiz estda em @ — Z e pelo menos uma das demais estd em R — Q.

duas raizes estdo em Q e as demais tém parte imaginaria nao nula.
nao é divisivel por 2x — 1.

)
)
)
)

(FGV-SP) Ao copiar da lousa uma equacgao polinomial de 3° grau e de coeficientes intei-
ros, Carlos escreveu errado o termo em x e o termo que nao tem fator x. Resolvendo-a,
duas das raizes que encontrou foram —i e 2. A professora ja havia adiantado que uma
das raizes da equacao original era 2i.

a) Qual € a equagao original?
b) Quais sao as outras raizes da equagao original?

(ITA-SP) Mostre que um polindmio de 4° grau e coeficientes inteiros ndo possui raizes
inteiras se p(0) e p(1) forem impares.

(FGV-SP) Sendo m um numero inteiro, considere a equagao polinomial 3x* + 2x3mx2? —

P . . . 4 1 .
— 4x = 0, na incognita x, que possui uma raiz racional entre 5 e -5 Nessas condi-

¢Oes, a menor raiz irracional da equacao €é igual a:

a) —\3 b) —V2 c) f% d) V2 e) V3
(ITA-SP) Sobre o polindmio p(x) = x> — 5x® + 4x? — 3x — 2 podemos afirmar que:
a) X = 2 nao é raiz de p.

b) p s6 admite reais, sendo uma delas inteira, duas racionais e duas irracionais.
c
d
e) p admite somente trés raizes reais, sendo uma delas inteira e duas irracionais.

p admite uma unica raiz real, sendo ela uma raiz inteira.
p s6 admite raizes reais sendo duas delas inteiras.

)
)
)
)

(PUC-SP) Sabe-se que a equacao x* + x> — 4x? + x + 1 = 0 admite raizes inteiras.

P . B - ~ ~ 1 .
Se m é a maior das raizes n3o inteiras dessa equacao, entao o valor de m + o€

a) —6 b) -3 c) 0 d) V5 e) 2V5
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QUESTOES DE VESTIBULARES

6

(ITA-SP) Considere o polindbmio p(x) = )y a x", com coeficientes reais, sendo a, # O
n=0

e a, = 1. Sabe-se que se r € raiz de p, —r também € raiz de p. Analise a veracidade ou
falsidade das afirmacodes:

I.Ser, er, |r,| # |r,|, s&@o raizes reais e r, € raiz ndo real de p, entdo r, € imaginario
puro.

Il. Se r é raiz dupla de p, entdo r € real ou imaginario puro.
lil.a, < O.

(ITA-SP) Considere a equacao:
1—ix3_(1+i _1—i)4
16(1+ix) IR R
Sendo x um numero real, a soma dos quadrados das solucoes dessa equacao é:
a) 3 b) 6 c) 9 d) 12 e) 15

(ITA-SP) Se z é uma solucao da equacao em C,

— 12
z—-Z+ |z* = —[(\/5 + i)(@ 1 i V2 + 1]} , pode-se afirmar que:

3 3
a)iz—72) <0 ) |z| €[5, 6] e)|z+%|>8
b)iz—32)>0 d) |z| € 6, 7]

(UF-PR) Um modo de procurar solucdes de uma equacdo ax® + bx> + cx + d =0 é
fazer uma substituicao da forma x =y + r, escolher o nimero r de modo que o coefi-
ciente de y? seja nulo, resolver a nova equacao na variavel y e determinar as solucdes

da equacdo original. Nesta questao, vocé devera aplicar esse método a equacao
8x® + 12x? — 66x — 35 = 0.

a) Faca a substituicdo x =y + r e encontre o nidmero r que anula o coeficiente de y2.
b) Resolva a equacao obtida no item (a) e encontre as solu¢des da equacao original.

(FGV-SP) Sendo x um nimero positivo tal que x? + % = 14, o valor de x® + % é:
X X

a) 52 c) 56 e) 60
b) 54 d) 58
(ITA-SP) E dada a equacdo polinomial (@ + ¢ + 2)x3 + (b + 3c + 1)x2 + (c — a)x +

+ (a+ b + 4) =0com a, b, c reais. Sabendo-se que esta equacao € reciproca de pri-
meira espécie e que 1 € uma raiz, entao o produto abc é igual a:

a) —2 c) 6 e) 12
b) 4 d) 9
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(ITA-SP) Seja p um polindmio com coeficientes reais, de grau 7, que admite 1 — i como
raiz de multiplicidade 2. Sabe-se que a soma e o produto de todas as raizes de p sao,
respectivamente, 10 e —40. Sendo afirmado que trés raizes de p sao reais e distintas e
formam uma progressao aritmética, entao, tais raizes sao:

3  N193 3, V193

)5 a3t g d) -2,3,8
b) 2 — 4V13, 2,2 + 4V13 e) -1,2,5
c) —4,2,8

(ITA-SP) Sejam «, B, vy € R. Considere o polinémio p(x) dado por
X=X+ (a—B -2+ (a+2+2y—2)X°+(a —B—v+I)x+ 2a+ B +v—1).

Encontre todos os valores de «, B e y de modo que x = O seja uma raiz com multiplici-
dade 3 de p(x).

5
(ITA-SP) Um polinémio real P _ 3 a x", com a, = 4, tem trés raizes reais distintas,
n=0

(x)

a, b e ¢, que satisfazem o sistema
at+2b+5c=0
at+4b+2c=6
2a+2b+2c=5

Sabendo que a maior das raizes é simples e as demais tém multiplicidade dois, pode-se
afirmar que p(1) é igual a:

a) —4 b) —2 c) 2 d) 4 e) 6

(ITA-SP) Se 1 é uma raiz de multiplicidade 2 da equagdo x* + x2 + ax + b = 0, com a,
b € R, entdo a2 — b3 é igual a:

a) —64 b) —36 c) —28 d) 18 e) 27

(UF-RS) Se x = 1 é raiz de multiplicidade 3 do polindmio x® + ax? + bx + ¢, entdo
a)a=—-3,b=3,c=-1 da=-1,b=1,c= -1
bya=-3,b=-3,c=1 e)a=—-1,b=-1,c=1
c)a=0,b=0,c=-1

(ITA-SP) Calcule os nimeros reais a € b para que as equagdes x3 + ax> + 18 =0e
x3 + bx + 12 = 0 tenham duas raizes em comum.

(ITA-SP) Considere as funcdes f(x) = x* + 2x3— 2x— 1 e g(x) = x2 — 2x + 1. A multiplici-

dade das raizes nao reais da fungédo composta fog € igual a:
a) 1l b) 2 c) 3 d) 4 e) 5
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QUESTOES DE VESTIBULARES

(UF-ES) Considere os polindmios p(x) = 2x3 — x?2 — 10x + 5 e q(x) = p(X)p(—x). Determi-
ne:

a) as raizes de p(x);
b) as raizes de q(x) e suas respectivas multiplicidades;
)

c) os valores reais de x para os quais q(x) > O.

(ITA-SP) Suponha que os coeficientes reais a e b da equacdo x* + ax3 + bx2 +ax+ 1 =0
sdo tais que a equacao admite solucéo néo real r com |r| # 1. Das seguintes afirmacdes:

I. A equacao admite quatro raizes distintas, sendo todas nao reais.
Il. As raizes podem ser duplas.
IIl. Das quatro raizes, duas podem ser reais.
€ (sao) verdadeira(s):
a) apenas . c) apenas lll. e) nenhuma.
b) apenas Il. d) apenas Il e Ill.
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10.
11.
12,
13.

14.
16.
18.
20.
21.

.25 2.b
c 4. b
c 6.b

La)z2=-2+2e

z* = —4 + Oi

bya= —-4,b =6,
c=—-4

.V,EV,F

e

A= {i}

d

x=3o0u —3;
A=%ou—%
c 15.e
b 17.a
c 19.d
a=3cm

e 22.d

Respostas
das questoes
de vestibulares

23.a 24.d
25.d 26. ¢
27.V,F, RV
28.c 29. e
30.c 3l e
32.a 33.a
34. e 35. e
36.Db 37.b
38. b 39.a
40,22 = =72 + 72V3i
41. b 42. b
43. b 44. b
a5 e
46.a) |z =1

b) 244+ w*= -1
47.a) 36 u.a.

b) A'(O, ), B'(—6,

C'(0, —3),D'(6,
c) i
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49. e
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57.d 58.c¢c
59.b 60.c
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62.01,04,08 ¢ 16
63. e 64.a




RESPOSTAS DAS QUESTOES DE VESTIBULARES

- -2 d c ;1 V3.
== - —j
1 10 a 2
V,FFFV e ¢ 1)
-1 -7 a e
32 K= ) e 3 ou
a)0;2; -2 S5 b a
o=
b) a* 6 2ae —a
n—1 c a ¢
2 V,V,V, F 5 b
2i; —2i; —V3 +; d b ™
) y ’ D<a<—
N3 =i @ 3
e d a
e a
a) a c
c e q(x)
—12ab a e
b [
-1 0o 1 2 3 4 X a a
d b
a)A=1,B= -1,
c=2 b) abx(x — 1)(x — 3)(x — 4); t=9et=18
b) Demonstracdo raizes: 0,1,3e 4 o c
b b
e a d
a) Demonstracao d 8 e e
— v3  y2 a a
b)f(x) =x*—x>—x+1 a d
e c
b d b
d e
b b a=-1b=-17,
2 —1)0¢ + x + 1) c ¢ c=-15
51 d b a) -+ 313
b e -2<m< -2 5785
73
b b y=—5+2V42 b) -5
e b ajx> —x —1=0; ~210
1+ 5
b b 2 64
e b b) F(10) = 55; b a
_ F(11) = 89; 1,6
k=2 a)2,4e8
Z=-1ou
¢ j 1B, e
b a 2 2 b a
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3,-3,4
C

51+ 2i;1 - 2i

a 16V5
45
c e

c o
e a
a) 0

b) +i,—ie3

a)a=-2,b=-2,
c=38

b) Q(x) = ax*+ 2ax® —
— 4ax?> — 2ax + 3a,
a e R*

e

-1 —i

a) x = >
_Zi+i

2

\2
b)XS—TOU
Osxs%

xXER|x<-1ou
2}

V,V,F,V, V
F,V,V,FV

a b

b

V,V,V,V

S
X

Vo

a,=27,a, = —-4e

a) As raizes de qg(x) sao

—1 +V15i
—
b) Prova-se que
x=1€/7.
d c

e

a) xX*—2x2+4x—8=0
b) —2ie?2

Demonstracao
b e
b

V,F, F
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b e
__1
a)r= >
15 7
b 53¢ 73
a e
e

a=0,p=1—me

y=m
comm€eRe
m # —1.
a c
a
a=1eb=2
c
1
a)E,—\/g,\/g
1 1
b) Y -5, V5.

Com multiplicidade um:
1 1.

2%

com multiplicidade dois:

—5e+5
o|-53]

a



FEI-SP — Faculdade de Engenharia Industrial, Sao Paulo

FGV-SP — Fundacgao Getdlio Vargas, Sao Paulo

FGV-RJ — Fundacao Getulio Vargas, Rio de Janeiro

Fuvest-SP — Fundacao para o Vestibular da Universidade de Sao Paulo
ITA-SP — Instituto Tecnolégico de Aeronautica, Sao Paulo

Mackenzie-SP — Universidade Presbiteriana Mackenzie, Sao Paulo
PUC-MG — Pontificia Universidade Catélica de Minas Gerais

PUC-RJ — Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro

PUC-RS — Pontificia Universidade Catdlica do Rio Grande do Sul

PUC-SP — Pontificia Universidade Catélica de Sao Paulo

UE-CE — Universidade Estadual do Ceara

UE-GO — Universidade Estadual de Goias

U. E. Ponta Grossa-PR — Universidade Estadual de Ponta Grossa, Parana
UE-RJ — Universidade do Estado do Rio de Janeiro

UF-AL — Universidade Federal de Alagoas

UF-AM — Universidade Federal do Amazonas

UF-BA — Universidade Federal da Bahia

UF-CE — Universidade Federal do Ceara

UF-ES — Universidade Federal do Espirito Santo

UFF-RJ — Universidade Federal Fluminense, Rio de Janeiro

UF-GO — Universidade Federal de Goias

U. F. Juiz de Fora-MG — Universidade Federal de Juiz de Fora, Minas Gerais
UF-MS — Universidade Federal de Mato Grosso do Sul

UF-MT — Universidade Federal do Mato Grosso

UF-PB — Universidade Federal da Paraiba

UF-PE — Universidade Federal de Pernambuco

UF-PI — Universidade Federal do Piaufl

UF-PR — Universidade Federal do Parana

UF-RS — Universidade Federal do Rio Grande do Sul

UF-RN — Universidade Federal do Rio Grande do Norte

UF-SE — Universidade Federal de Sergipe

U. F. Uberlandia-MG — Universidade Federal de Uberlandia, Minas Gerais
Unesp-SP — Universidade Estadual Paulista, Sao Paulo

Unicamp-SP — Universidade Estadual de Campinas, Sao Paulo
Unifesp-SP — Universidade Federal de Sao Paulo

Vunesp-SP — Fundacao para o Vestibular da Universidade Estadual Paulista, Sao Paulo

Fundamentos de Matematica Elementar | B






FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR
é uma colecdo consagrada ao longo dos
anos por oferecer ao estudante o mais
completo conteddo de Matemdtica
elementar. Os volumes estdo organizados
da seguinte forma:

T

complexos, polinémios,
VOLUME 6 ~
equacdes

A colecdo atende a alunos do ensino
médio que procuram uma formagdo

mais aprofundada, estudantes em fase
pré-vestibular e também universitarios que
necessitam rever a Matemdtica elementar.

P2 Ntual

Os volumes contém teoria e
exercicios de c:p|ic0(;6|o, além
de uma segdo de questdes de
vestibulares, acompanhadas de
respostas. Ha ainda uma série
de artigos sobre histéria da
Matemdtica relacionados aos
temas abordados.

Na presente edicdo, a secdio

de questdes de vestibulares foi
atualizada, apresentando novos
festes e questdes dissertativas
selecionados a partir dos
melhores vestibulares do pais.

ISBN 978-85-357-1752-5




	Blank Page
	Blank Page

