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Apresentacao

Fundamentos de Matematica Elementar € uma colecao elaborada com o objeti-
vo de oferecer ao estudante uma visao global da Matematica, no ensino médio. De-
senvolvendo os programas em geral adotados nas escolas, a colecao dirige-se aos ves-
tibulandos, aos universitarios que necessitam rever a Matematica elementar e também,
como € o6bvio, aqueles alunos de ensino médio cujo interesse se focaliza em adquirir
uma formagao mais consistente na area de Matematica.

No desenvolvimento dos capitulos dos livros de Fundamentos procuramos seguir
uma ordem l6gica na apresentacao de conceitos e propriedades. Salvo algumas exce-
¢des bem conhecidas da Matematica elementar, as proposicoes e 0s teoremas estao
sempre acompanhados das respectivas demonstragoes.

Na estruturacao das séries de exercicios, buscamos sempre uma ordenacao
crescente de dificuldade. Partimos de problemas simples e tentamos chegar a ques-
tées que envolvem outros assuntos ja vistos, levando o estudante a uma revisao. A se-
guéncia do texto sugere uma dosagem para teoria e exercicios. Os exercicios resolvidos,
apresentados em meio aos propostos, pretendem sempre dar explicacao sobre alguma
novidade que aparece. No final de cada volume, o aluno pode encontrar as respostas
para os problemas propostos e assim ter seu reforco positivo ou partir a procura do erro
cometido.

A Ultima parte de cada volume é constituida por testes de vestibulares, selecio-
nados dos melhores vestibulares do pais e com respostas. Esses testes podem ser
usados para uma revisao da matéria estudada.

Aproveitamos a oportunidade para agradecer ao professor dr. Hygino H. Domingues,
autor dos textos de histéria da Matematica, que contribuem muito para o enriquecimen-
to da obra.

Neste volume fazemos uma revisao do estudo das funcdes elementares, estu-
damos conceitos de limite e continuidade e nogao de derivada, associando derivada
a variacao da fungao. Finalizamos com nogdes introdutérias de integral definida. Esse
Ultimo capitulo ultrapassa um pouco as fronteiras do ensino médio.

O texto deste volume (8) nao sofreu muitas alteracoes. A teoria foi totalmente re-
vista e, onde foi necessario, fizeram-se pequenas modificagcdes. Reduzimos ao nimero
minimo os exercicios de calculos de limites pela definicao. As respostas dos exercicios
foram cuidadosamente conferidas. No manual do professor estao resolvidos os exerci-
cios mais complicados.

Finalmente, como ha sempre uma enorme distancia entre o anseio dos autores e
o valor de sua obra, gostariamos de receber dos colegas professores uma apreciacao
sobre este trabalho, notadamente os comentarios criticos, 0os quais agradecemos.

Os Autores.
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Funcoes

Neste capitulo resumiremos aspectos essenciais do estudo das funcdes, feito
ao longo dos volumes 1, 2 e 3 desta colecao. Introduziremos mais algumas nogoes
que serao necessarias ao desenvolvimento deste livro.

I. A nocao de funcao

1. Definigdes

Dados dois conjuntos A e B, nao vazios, chama-se relacao de A em B um con-
junto formado por pares ordenados (x,y) emque x € A e y € B.

Exemplos:

Se A={a,b,c,d} e B=1{0, 1,2}, entao:

Ry = {(a, O)}

R = {(a, 1), (b, 0), (b, 1), (c, 2), (d, 2)}

Rs = {(a, 0), (b, 1), (c, 1), (d, 2)}

sao trés exemplos de relacoes de A em B.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



FUNCOES

2. Uma relacdo f de A em B recebe o0 nome de fungdo definida em A com imagens
em B ou aplicacao de A em B se, e somente se, para todo x € A existeumséy € B
tal que (x,y) € f.

No exemplo anterior, s6 a relacdo R; € uma funcao, pois em R, os elemen-
tos b, ¢, d nao participam de nenhum par e em R, 0 elemento b participa de dois
pares.

3. Lei de correspondéncia

Geralmente, existe uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei mediante
a qual, dado um x € A, determina-se 0 y € B de modo que (x,Yy) € f.

Assim, por exemplo, dados os conjuntos A =1{0,1,2,3}eB = {0, 1, 2, 3, 4,
5,6,7,8,9} e asentenca aberta y = x2, € possivel considerar a funcao:

f=1{(0,0),(1,1),(2,4), (@3, 9}

de A em B, cujos pares (x,y) verificam a lei y = x2.
Para indicarmos uma funcao f de A em B que obedece a lei de correspondéncia
y = f(x), vamos usar a seguinte notac¢ao:
f:A—B
x — f(x)
Frequentemente encontramos fungdes em que a lei de correspondéncia para

obter y a partir de x muda, dependendo do valor de x. Dizemos que essas fungcdes
sao definidas por varias sentencas.

Exemplos:

1°) f: R — R tal que
‘ 1,sex=<0
) = -1,sex>0

€ uma funcgao definida por duas sentencas:

y=1 quandox < 0
ou
y=-1 quando x > 0

Fundamentos de Matematica Elementar | 8



FUNCOES

2°) f: R — R tal que

—x,sex<0
fix) =10,se0=x<1
X, sex=1

€ uma func¢ao definida por trés sentencas:
y = —x quando x € ]—oe, O]

ou

y =0 quandox € [0, 1]

ou

y =X quando x € [1, +oof

As funcoes definidas por varias sentencas tém uma importancia especial
neste livro.

4. Dominio e imagem

Chama-se dominio da funcao f: A — B o conjunto A. Notacgao: D(f).

Chama-se imagem da funcao f: A — B o conjunto constituido pelos elementos
y € B para os quais existe algum x € A tal que (x, y) € f. Notacao: Im(f).

Chama-se contradominio da fungao f: A— B o conjunto B. Notacao: CD(f).

Por exemplo,se A=1{0,1,2,3}, B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 e :A—B
é definida pela sentenca y = x2, temos: A

B
f = {(0,0), (1, 1), (2, 4), (3, 9)} _@ Im(f)
D(f) = {0, 1, 2, 3} \ [
Im(f) = {0, 1, 4, 9} [

CD(f) =1{0,1,2,3,4,5,6,7, 8, 9}

E evidente que, para todo f, Im(f) C B.

Lembremos ainda que, feita a representagao cartesiana (grafico) da funcao f,
temos:

I) Dominio D(f) € o conjunto das abscissas dos pontos do grafico, isto €, o
conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais por eles conduzidas
interceptam o grafico.

II) Imagem Im(f) é o conjunto das ordenadas dos pontos do gréfico, isto €&,
0 conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais por eles conduzi-
das interceptam o grafico.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



FUNCOES

Exemplos:
VA vA
----14
AN "
2 o| 1 X X
D(f) = [-2, 1] D(f) = R*
Im(f) = [1, 4] Im(f) = R*

Uma funcao esta bem definida quando sao conhecidos D(f), CD(f) e a lei de
correspondéncia y = f(x). E comum, entretanto, darmos apenas a sentenca aberta
y = f(x) para nos referirmos a uma funcao f. Nesse caso, fica subentendido
que D(f) é o conjunto formado pelos nimeros reais cujas imagens sao reais, isto é:

xeEDf) > y=1fx) ER

5. Fungoes iguais

Duas funcdes f: A — B e g: C — D sao iguais se, e somente se, A = C,
B =D e f(x) = g(x) paratodo x € A.
Exemplos:

1°) Se A={-1,0,1} e B={0, 1, 2, 4}, as fungcdbes : A—B e g A—B
dadas por f(x) = x2 e g(x) = x* sdo iguais, pois:

f(—1) = (-1)2 = (-1)* = g(—-1)

f(0) = 02 = 0* = g(0)

f(1) = 12 = 1% = g(1)

2¢) Se A = R* e B = R, as fungbes f: A — B e g: A — B dadas por
fix)y =x—2 e gx) = szx sao iguais pois, para todo x € R*, temos:

f(x)=x—2=§-(x—2)=x2_T2X:g(x)

a Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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II. Principais fun¢gdes elementares

6. Fungodes polinomiais

Dada a sequéncia finita de nimeros reais (ag, a;, ay, ..., a,), chama-se funcéo
polinomial associada a esta sequéncia a funcao f: R — R dada por:

f(X) = ag + ax + ax2 + ... + ax"

Os reais aq, a4, a,, ..., a8, sdo chamados coeficientes e as parcelas ag, a;x,
ayx?, ..., apx" sdo denominadas termos da fungdo polinomial.

Uma funcao polinomial que tem todos os coeficientes nulos é chamada
funcao nula.

Chama-se grau de uma fungao polinomial f, nao nula, o ndmero natural p tal
que a, # 0 e a; = 0 para todo i > p.

Exemplos:

19) f(x) = 1 + 2x + 5x2 + 7x3 tem grau 3
2°) g(x) = 2 + 3x2 tem grau 2

3°) h(x) =1 + 4x temgrau 1

4°) i(x) = 3 tem grau O

Uma funcao polinomial do tipo f(x) = k, isto &, uma funcdo em que ag = K

e a; = a, = ... = 0 é chamada funcao constante.
O grafico de uma fungdo constante € vA
uma reta paralela ao eixo dos x, pelo pon-
to (0, k). Aimagem é o conjunto Im = {k}.
(0, k)
X
Uma funcao polinomial que apresenta ap = b,a; =a#0ea,=az3=..=0

€ chamada funcao afim; portanto, afim é uma fungao polinomial do tipo f(x) = ax + b,
com a # 0.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



FUNCOES

O grafico de uma funcao afim é uma reta passando pelos pontos (O, b) e
(—%, 0). Quando a > 0, a funcao afim é crescente e, se a < O, ela é decres-

cente. Sua imagem € R.
yi a<o YA a>0

N (0, b)

(0, b)

N x / X

Uma funcao polinomial quetemag=c¢, a; =b,a,=a#0eaz=a;=..=0
€ chamada funcao quadratica; portanto, quadratica € uma funcgao polinomial do tipo
f(x) = ax2 + bx + ¢,com a # 0.

O grafico de uma funcao quadratica € uma parabola que tem eixo de simetria

e A .

nareta x = _b e vértice no ponto V —L, ———|. Se a> 0, aparabolatem con-
2a 2a’ 4a

cavidade voltada para cima e, se a < O, para baixo. Conforme A = b2 — 4ac seja

positivo, nulo ou negativo, a intersegao da parabola com o eixo dos x é formada por

2, 1 ou nenhum ponto, respectivamente.

Assim, sao os seguintes seis tipos de graficos que podem ser obtidos para
funcbes quadraticas.

YA a>0 v a>0 VA a>0
e e
A>0 A=0
E i = Al >
! \ X ! X

Xy

YA /\V

xy

A>0

a Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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1. Fungodes circulares

Dado um numero real x, seja P sua imagem no
ciclo trigonométrico. As coordenadas de P em relacao
ao sistema uOv, OP, e OP, sdo chamadas cos x (cos- A
seno de x) e sen x (seno de x), respectivamente.

Chama-se funcao seno a funcao f: R — R que associa a cada real x o real
OP, = sen x, isto €, f(x) = sen x.

Sao notaveis as seguintes propriedades da funcao seno:

1%) suaimagem é Im =[—1,1], isto &, —1 <senx < 1 paratodo x € R;

2%) € periddica e seu periodo é 21;

3%) seu grafico € a senoide.

y =senxA
B

T
2

Chama-se fung¢ao cosseno a fungao f: R — R que associa a cada real x o real
OP, = cos x, isto €, f(x) = cos x.
Sao notaveis as seguintes propriedades da funcao cosseno:

1%) sua imagem € o intervalo [—1, 1], isto €, —1 < cos x < 1 para todo
X eR;

2?) é periddica e seu periodo é 21;

3?%) seu grafico € a cossenoide.

y = COS X A

xy

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



FUNCOES

Para x ER e X # = + km (k € Z), sabemos que cos x # O e, entao, exis-

2
. sen x .
te o quociente oS X’ denominado tg x.
Chama-se funcao tangente a funcao f: {x ER|x# % + kfn’} — R que

, sen x
associa a cada xoreal tg x = ——

oS X’ isto &, f(x) = tg x.

Destacam-se as seguintes propriedades da funcao tangente:

1%) sua imagem €é R, isto &, para todo y € R existe um x € R tal que
gx=y;
2%) é periddica e seu periodo é T;

3%) seu grafico é a tangentoide.

y=1gx}

(S1E]
Nl‘:']“'
xy

8. Fung¢odes exponenciais

Dado um numero real a, com O < a # 1, chama-se funcao exponencial de
base a a funcao f: R — R definida pela lei f(x) = a*.

G Fundamentos de Matematica Elementar | 8



FUNCOES

Destacamos as seguintes propriedades das funcdes exponenciais:

1?) sua imagem é R*, isto é, a* > 0 para todo x € R;

2%) se O <a<1, afuncao € decrescente e, se a > 1, afuncao é crescente;
3?) seu grafico tem um dos seguintes aspectos:

y =a%) y=ay

a>1 0<a<1

o, 1) (0, 1)

_/ \:

xy

EXERCICIDS

1. Construa os graficos das seguintes fungoes definidas em R:

1, sex<0 Xx+1,sex<O0
a) fabo = 2,sex>0 €) fox) = (x — 1), sex=0

x2+2x+1,sex<0
x2+ 1, sex>0

1, sex<1

b) fa(x) f) fe) = {

X, sex>1

h
{x sex # 0
[

1, sex=0
-X, sex < —1

0,se—-1=x=<1
X, sex>1

8 | Fundamentos de Matematica Elementar B



FUNGCOES

2. Construa os graficos das seguintes funcoes elementares:
X, sex=0

a) f(x) = |x|, isto &, f(x) = { y sex <O

b) g(x)=ﬁsex¢0eg(0)=0

c) h(x)=%,x¢0

d) i(x) =X—12, x#0
e) jix) =x3
3. Construa o gréafico da funcao f: R — R dada pela lei:

cos x, para x<0
) = 2%, parax > 0

ITII. Composi¢ao de funcgoes

9. Definicao

Dadas as fungdes f: A— B e g:B — C, chama-se funcao composta de g com f
a funcao F: A — C definida pela lei F(x) = g(f(x)).
A C

g(f(x))

Isso quer dizer que a funcao F leva cada x € A no elemento F(x) obtido da
seguinte forma: sobre x € A aplica-se f, obtendo o elemento f(x) € B, e sobre f(x)
aplica-se g, obtendo-se o elemento g(f(x)) € C, também chamado F(x).
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A funcao F, composta de g e f, também pode ser indicada com o simbolo geof

(Ie-se: "g circulo f").

10. Exemplos:
1°) Consideremos os conjuntos A = {1, 0, 1, 2}, B = {0, 1, 2, 3, 4},
C ={1, 3, 5,7, 9}). Consideremos também as funcdes f: A — B tal que f(x) = x2

e g: B — C tal que g(x) = 2x + 1.
E imediato que:

f(—-1) =1, f(0)=0,f1)=1¢e f2) =4
Também € evidente que:
g0)=1,¢1)=3,82) =5 83)=7e g4 =9

Nesse caso, a fungao composta F € a funcao de A em C que tem o seguinte

comportamento:

A funcao F tem também uma lei de correspondéncia que pode ser encontrada

se procurarmos o valor de F(x):

Fix) = gfx) =2 -fx) + 1 =2x2+ 1
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De forma geral, para obtermos a lei de correspondéncia da funcao composta
F = go f devemos trocar x por f(x) na lei de g.

2°) Sejam as funcdes de R em R: f(x) = sen x e g(x) = x2. A composta de g
comféafuncao F: R — R tal que:

F(x) = (go (x) = g(f(x)) = (f(x))* = sen? x

39) Sejam as funcoes de R em R: f(x) = 2x e g(x) = e*. A composta de g com

féafuncado F: R — R tal que:
F(x) = (g0 f)(x) = g(f(x)) = ef® = e

11. Observacoes

1%) A composta go f sé é definida quando o contradominio de f é igual ao
dominio de g.

2%) Quando A =C, isto €, f: A— B e g: B — A é possivel definir duas com-
postas gof=F, e fog = F,.

Assim, por exemplo, se f: R, — R é dada por f(x) = Vx e g:R— R, édada
por g(x) = x2 + 1, temos:

Fi(x) = (80 )(X) = &(fx)) = ()2 + 1 = (X + 1 =x+ 1

Fo(x) = (fo g)(x) = flg(x)) = Vg(x) = Vx* + 1
sendo Fi: Ry R, e F;: R— R.

De maneira geral, quando ambas existem, go f e fo g sao funcdes distintas
e isto nos obriga a dobrar a atencao quando compomos.

12. Para a compreensdo de alguns assuntos deste livro é fundamental que saiba-
mos decompor (sempre que isso for possivel) uma funcao em duas ou mais funcoes
elementares.

Exemplos:

1°) A funcdo F(x) = sen? x deve ser vista como F(x) = (sen x)2; portanto, F
é a composta go f, sendo g(x) = x2 e f(x) = sen X, uma vez que 0 esquema para
calcular F(x) a partir de x € o seguinte:

— — 2
X - senx p (sen x)
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2°) A funcao F(x) = cos e3® + 1 como seria decomposta? Olhando o esquema

para calcular F(x), temos:

2 2
X — 3x2+1—g~ et — cos e¥ "1

entdo F é a composta ho (go f), sendo f(x) = 3x2 + 1, g(x) = €* e h(x) = cos x.

IV.

13.

EXERCICIDS

. Se f: A— B édadapelalei f(x) =x—1, g:B— C € dada por g(x) = 2x + 1,

A=1{1,2,3},B={0,1,2,3,4 e C={0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9}, determine
0s pares ordenados que constituem go f.

. Se f e g sdo fungdes de R em R dadas pelas leis f(x) = x3 e g(x) = x + 1,

obtenha as leis que definem as compostas: gof, fog, fof e gog.

. Sejam as fungdes reais f(x) =x + 2, g(x) = x2 e h(x) = 2*. Determine ho go f

e fogoh.

Determine as fungdes elementares fe g de modo que go f=F, quando Fé uma
funcao real dada por uma das leis abaixo:

a) F(x) = [x* + 1 d) F(x) = tg2 x
b) F(x) = sen (x2 + 4) e) F(x) = 2cosx
c) F(x) =tg x3 f) F(x) = sen 3*

Determine as funcoes elementares f, g e h de modo que ho gof = F, sendo F
uma funcao real dada por F(x) = cos 2% * 3,

Fungdes inversiveis

Dada uma funcao f: A — B, consideremos a relacao inversa de f:

f1={y,x) EBXA|(xy) €f}
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Quase sempre f~1 nao é uma funcdo, ou porque existe y € B para o qual
nao ha x € A com (y, x) € f~1 ou porque para o mesmo y € B existem x4, x, € A
com Xq # Xo, (¥, X1) € T1 e (y, x,) € f~1. Vejamos dois exemplos:

f é funcdo ' ndo é funcdo
A B B A
(5 ndo tem correspondente)

f é funcéo =" ndo é funcao

A B B A
(3 tem dois correspondentes)

E imediato que f~1 é uma funcdo quando todo y € B é o correspondente de
um unico x € A.

14. Definicao

Uma funcao f: A — B é inversivel se, e somente se, a relagcao inversa de
f também é uma funcao, isto €, para cada y € B existe um unico x € A tal que

y = f(x).
Indica-se a funcao inversa de f com a notacdo f~1.
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15. Observacoes

1?) Sendo f1 a funcao inversa de f, temos as seguintes propriedades:
a) D(f 1) = B = Im(f)
b) Im(f~1) = A = D(f)
c) () ef!e (xyef

d) o grafico de f~1 é simétrico do grafico de f em relagdo a reta y = x.

2%) Dada a funcao inversivel f: A — B, definida pela lei y = f(x), para obter-
mos a lei que define f~1 procedemos assim:
a) transformamos algebricamente a expressao y = f(x) até expressar-
mos x em fungdo de y: x = f~1(y).
b) na lei x = f~1(y) trocamos os nomes das variaveis (x por y e vice-
versa), obtendo a lei y = f1(x).

Assim, por exemplo, se f: R — R é dada por f(x) = 3x + 2 e queremos obter
a inversa de f, temos:

f(x)=y=3x+2:>x=—y?_32

Permutando as variaveis, temos:

o X=2
y=73

X—2
3

portanto, f~1 é uma funcdo de R em R dada por f~1(x) =

16. Inversas notaveis

Ha algumas fungdes, inversas de fungdes elementares, cuja importancia é
grande para o estudo que faremos neste volume:

a) Funcaoy = Vx

A funcdo f: R, — R, dada pela lei de correspondéncia y = x2 é inversivel.
Sua inversa é f1: R, — R, dada por y = VXx. Seus graficos, simétricos em rela-
¢ao a bissetriz do 1° quadrante, sao os seguintes:
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f(x) = x?

1) = Vx

xy
xYy

b) Funcao logaritmica: y = log, x (0 < a # 1)

A funcao f: R — R* dada pelalei y = a%, 0 < a # 1, chamada exponencial,
é inversivel. Sua inversa é f~1: R¥ — R dada por y = log, x, chamada logaritmica.
Dependendo do valor de a, os graficos da logaritmica e da exponencial tomam um
dos aspectos seguintes:

a>1 0<a<1
2 YA
f(x) = a*
o f(x) = a*
Sy =x
. () = log, x
',' X ,"
‘ ," f(x) = Iogax

¢) Fungao arco seno: y = arc sen x
A funcao seno (y = sen x), quando restrita ao dominio [—% %] € ao contra-

dominio [—1, 1], é inversivel e sua inversa é a funcao de [—1, 1] em [—% %]

dada pela lei y = arc sen x.
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A partir da senoide, usando a simetria Vi
em relacdo a bissetriz y = x, construimos al f(x) = arcsen x
o gréafico ao lado. ) 0 f(x) =senx
b
o 0 1 T x
2 2
1
__:_ - 71
! m
""" 2

d) Funcao arco cosseno: y = arc cos X

A funcao cosseno (y = cos x), quando restrita ao dominio [0, ] e ao contra-
dominio [—1, 1], é inversivel e sua inversa € a fungao de [—1, 1] em [O, w] dada
pela lei y = arc cos x.

Analogamente a funcao anterior, temos o grafico abaixo.

y = arccos x 4

y = COS XA

e) Funcéo arco tangente: y = arc tg x

A funcao tangente (y = tg x), quando restrita ao dominio }—%,
E
2

contradominio R, € inversivel e sua inversa é a fungcao de R em ]—

pela lei y = arc tg x.
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Eis o grafico:

y= tgxi y = arctgx A

N3
xYy
xy

EXERCICIDS

9. Examine cada uma das funcoes abaixo e estabeleca quais sao inversiveis. Para
estas, defina a inversa.

a) f:{a,b,c} —{a',b', c'} tal que f={(a, a"), (b,b'), (c,c")}

b) g:{1,2,3}—{4,5,6,7} talque g(1) = 4,g(2) =6eg3) =4

c¢) h: R— R tal que h(x) =1 — 5x

d) i R— R tal que i(x) = x3 — 2

e) j: R_ — R, tal que j(x) = x2

f) p: R* — R* tal que p(x) = %
10. Determine a inversa da funcao f: R — R assim definida:

X, quando x < 1

f(x) = le, quando 1 <x <3

x2 — 7, quando x > 3

11. Sejam as funcoes f: R — R tal que f(x) = 2x — 3 e gt R — R tal que
g(x) = Vx — 1. Determine a fungdo g 1o f 1.
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12. Determine a inversa da fungado f: R* — R dada por f(x) = log Vx.

13. Determine ainversadafuncao f: [—%%} —[—1,1] dadapelalei f(x)=sen %

V. Operacgoes com fungoes

17. Adicao

Dadas duas funcdes f: A— B e g: A — B, chama-se soma f + g a funcao
h: A — B definida pela lei h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x).

Por exemplo, sejam as fungoes de R em R: f(x) = eX e g(x) = e *. Sua soma
€ afuncao h(x) = e* + e

18. Subtracao

Dadas duas funcoes f: A — B e g: A — B, chama-se diferenca f — g a
funcao h: A — B definida pela lei h(x) = (f — g)(x) = f(x) — g(x).

Como exemplo, sejam as fungdes de R em R: f(x) = sen x e g(x) = log x. Sua
diferenca € a funcao h(x) = sen x — log x.

19. Multiplicacdo

Dadas as funcoes f: A — B e g: A — B, chama-se produto f - g a funcao
h: A — B definida pela lei h(x) = (fg)(x) = f(x) - g(x).

Assim, se f(x) = x2 e g(x) = cos x sdo funcdées de R em R, seu produto é a
funcdo h(x) = x2 - cos x.

20. Quociente
Dadas as funcoes f: A— B e g: A — B, chama-se quociente é a funcao

h: A — B definida pela lei h(x) = (é)(x) = % para x € A = {x € A| g(x) # O}.
Assim, se f(x) = x2 e g(x) = x — 1 s&o func¢bes de R em R, seu quociente € a
2

X
x—1

funcao h(x) = definida em R — {1}.
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I. Nocao intuitiva de limite

(2x + 1)(x — 1)
(x — 1)

Se x # 1, podemos dividir o numerador e o denominador por x — 1, obtendo

f(x) = 2x + 1.

Estudemos os valores da funcao f quando x assume valores préximos de 1,
mas diferentes de 1.

21. Seja a funcdo f(x) = definida para todo x real e x # 1.

Atribuindo a x valores préximos de 1, porém menores que 1, temos:

( X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999\

kf(x) 1 2 2,5 2,8 2,98 2,998)

Se atribuirmos a x valores préximos de 1, porém maiores que 1, temos:

( X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,00ﬂ

kf(x) 5 4 3,5 3,2 3,02 3,002)

Observemos em ambas as tabelas que, quando x se aproxima cada vez mais
de 1, f(x) aproxima-se cada vez mais de 3, isto €, quanto mais préoximo de 1 estiver x,
tanto mais préximo de 3 estara f(x).
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Notemos na primeira tabela que:

x=0,9 = f(x) = 2,8 istoé,x —1=-0,1 = f(x) —3=-0,2
x=0,99 = f(x)=2,98 istoé,x—1=-0,01 = f(x) —3=-0,02
x=0,999 = f(x) =2,998 istoé, x —1=-0,001 = f(x) — 3 =-0,002
€ a segunda tabela nos mostra que:

x=1,1 = f(x) = 3,2 istoé,x —1=0,1 = f(x) —3=0,2

x=1,01 = f(x)=3,02 istoé,x —1=0,01 = f(x) —3=0,02
x=1,001 = f(x) =3,002 istoé,x—1=0,001 = f(x) —3=0,002
portanto, pelas duas tabelas vemos que:

Ix — 1] =0,1 = [|f(x) — 3| =0,2

Ix — 1/ =0,010 = [f(x) — 3| =0,02

Ix — 1] = 0,001 = [f(x) — 3| = 0,002

Observemos que podemos tornar f(x) tado proximo de 3 quanto desejarmos,
bastando para isso tomarmos x suficientemente préximo de 1.

Um outro modo de dizermos isto é: podemos tornar o modulo da diferenca entre
f(x) e 3 tdo pequeno quanto desejarmos desde que tomemos o modulo da diferenca
entre x e 1 suficientemente pequeno.

22. A linguagem utilizada até aqui ndo é uma linguagem matematica, pois ao di-
zermos "[f(x) — 3| tdo pequeno quanto desejarmos" e "|[x — 1| suficientemente
pequeno”, nao sabemos quantificar o quao pequenas devem ser essas diferencas.

A Matematica usa simbolos para indicar essas diferencas pequenas. 0s sim-
bolos usualmente séo € (épsilon) e & (delta).

Assim, dado um ndmero positivo €, se desejamos [f(x) — 3| menor que &,
devemos tomar |x — 1| suficientemente pequeno, isto &, devemos encontrar um
ndmero positivo 9, suficientemente pequeno, de tal modo que:

O<|x—1]<8 = |fx) — 3| <e¢

A condicdo O < |[x — 1| é neste caso equivalente a O # |x — 1|, isto &, x # 1,
porque estamos interessados nos valores de f(x), quando x esta préximo de 1, mas
nao quando x = 1.
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E importante perceber que & depende do e considerado. Nas duas tabelas
vemos que:
19 |x — 1] = 0,4 = [f(x) — 3| = 0,2
entao, se for dado € = 0,2, tomamos & = 0,1 e afirmamos que:
0<|x—1/<0,1 = [f(x) — 3| <0,2
29 |x — 1| = 0,01 = |f(x) — 3| = 0,02
entdo, se for dado € = 0,02, tomamos & = 0,01 e temos:
0<|x—1]<0,01 = [f(x) — 3| <0,02
39) [x — 1] = 0,001 = |f(x) — 3| = 0,002
entao, se for dado € = 0,002, tomamos & = 0,001 e temos:
0<|x -1/ <0,001 = |f(x) — 3| < 0,002

€ . )
Notemos que, dado €, tomamos & = > Generalizando, afirmamos que,

. . €
qualquer que seja o valor positivo €, podemos tomar & = 5 tal que:

O<|x—1|<6=%:|f(x)—3|<s
De fato:
O<|x—1|<8=% :>|x—1|<%:>2|x—1|<£:>
S 2x—2l<e= [2x+1-3|<e = [fix) — 3| <e
[ ——
fx) YA
Notamos que
O<|lx—-1<d =o1-3<x<1+dex#1 3t+¢e f
e 3 [y SRR
[fix) — 3| <e @ 3 —e<f(x) <3 +¢ 3-¢ .
vejamos qual é o significado de € e 6 no grafico ao / :
lado. !
Paratodoxentre 1 -3 e 1 +3d e x=1, te- : =
-8 1 1+38 X

mos os valores de f(x) entre 3 — ¢ e 3 + &.

£

23. 0 valor considerado 5

para & nao é unico, é simplesmente o maior valor que

8 pode assumir.
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Assim, se considerarmos 8, = =, teremos também:

LIMITE

3!
O<|x—1|<8=%:> lfx) — 3| < ¢
De fato:
€ € 2¢e
O<|X—1|<81—§:> |X—1|<§:> 2|X—1|<?:>
Soox— 2] <2 o +1-3 <25
3 3
f(x)
= [f(x) — 3| < % = [fx) — 3| <e (pois% < e)
Considerando 8, < 9, percebemos que Vi
o intervalo de extremos 1 — &, e 1 + &4 3ie
esta contido no intervalo de extremos 1 — &
e 1 + 8 e, portanto, todo x que satisfaz 3 .
1-8;,<x<1+d, ex#1 3-¢
satisfara N E
1-3<x<1+dex#1 i
e, consequentemente, teremos _
3_8<f(X)<3+8 1_81L8111|+;+81 X

0 que pode ser confirmado no gréafico ao lado.

Quando, para qualquer valor polsitivo €, podemos encontrar um valor apropria-

do para 6 tal que:
O<lx—1/<d = Ifx) — 3| <e

dizemos que o limite de f(x), para x tendendo a 1, € 3. Em simbolos:

lim f(x) =3

x—1

II. Definicao de limite

24. Seja |l um intervalo aberto ao qual pertence o niimero real a. Seja f uma funcao
definida para x € | — {a}. Dizemos que o limite de f(x), quando x tende a a, é L e
escrevemos lim f(x) = L, se para todo € > 0, existir 8 > 0 tal que se

x—1
0<|x—al <3 entdo |f(x) — L| <e.
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Em simbolos, temos:

x—1

[ lim f(x)=L<:>(V£>0,38>0|O<|x—a|<8:|f(x)—L|<s)]

E importante observarmos nessa definicdo que nada é mencionado sobre o
valor da fung¢ao quando x = a, isto €, ndo é necessario que a funcao esteja definida
em a. Assim, no exemplo anterior, vimos que:

2x + 1)(x — 1)

lim = |lim 2x+ 1) =3
x—1 (x—1) x—»1( )

(2x + 1)(x — 1)

mas f(x) = x— 1) nao esta definida para x = 1.
Pode ocorrer que a funcao esteja definidaemae lim f(x) # f(a).
X—a
Por exemplo, na funcao v

2x+ 1 sex # 1
f(x) =

5 sex=1
temos:
lim f(x) = Iim (2x + 1) = 3 # f(1)
Xx—1 Xx—1

E importante ter sempre em mente no célculo de lim f(x) que interessa o
X—a

comportamento de f(x) quando x se aproxima de a e nao o que ocorre com f quan-
do x = a.

O proximo teorema afirma que uma funcao nao pode se aproximar de dois
nimeros diferentes quando x se aproxima de a. E o teorema da unicidade do limite
de uma funcgao; ele nos garante que, se o limite de uma funcao existe, entao ele
€ unico.
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III. Unicidade do limite

25. Teorema

Se Ilim f(x) =L; e lim f(x) =Ly, entdo L; = L.
X—a X—a

Demonstracao:

Demonstraremos este teorema por reducao ao absurdo.
Supondo L; # L,, temos:

lim f(x) = L4, vem:
X—a

Ve>0,35,>0]0<|x—al <8 = [f(x) - L] <e (1)

lim f(x) = Ly, vem:

X—a

Ve>0,35,>0]0<|x—al <3, = [f(x) — L] <e (2)

Escrevendo Ly — L, como L; — f(x) + f(x) — L, e aplicando a desigualdade
triangular (Ja + bl < |a| + |b|, Va, b € R), temos:

Ly = Lof = [(Ls = ) + (f00) = Lo)| < Ly = F00] + [f) = Lof =

= [f(x) — L] + [fx) — Ly

Chamando de & o menor dos nimeros 3, € 8,5, temos 8 < d; € 8 < d, e con-
siderando (1) e (2), temos:

Ve > 0,38 > 0 tal que:

O<|x—al<e= |f(x)—L1| + |f(x)— L2|<28

mas |L1 - L2| < |f(x) - L1| + |f(x) - L2|, entao:
Ve > 0,38 > O tal que:
O<|x—al<e= |, — Ly <2e

Ly — Ly
Se tomarmos € = D) , vem:

Ly — Ly .
para € = 5 , 38 = min {8, 85}

talque 0 <|x —al <& = |L; — Ly| < |Ly — Ly
que é uma contradi¢ao e, portanto, a nossa suposicao € falsa. Logo L; = Ly
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14.

15.

16.

17.

18.

EXERCICIDS

Seja a funcao f definida por f(x) = bx — 2 para todo x real. Se lim f(x) = 8,
encontre um & para € = 0,01 tal que: X—2

0<Ix—-2 <8 = |fx) — 8 < 0,01

Solucao

Ifx) — 8] < 0,01 & |bx — 2) — 8] < 0,01 & [5bx — 10| < 0,01 &
o 5-x—2|<0,01 & |[x— 2| <0,002

Se tomarmos & = 0,002, teremos:

0<|x—-2/<0,002 = [f(x) — 8] < 0,01

Notemos que qualquer nimero positivo menor que 0,002 pode ser usado
no lugar de 0,002 como sendo o & pedido, isto €, de 0 < §; < 0,002, a
afirmacao

0<|x-2|<8; = If(x) — 8] <0,01

€ verdadeira, porque todo numero x que satisfaca a desigualdade
0 < |x — 2| < &, satisfara também a desigualdade 0 < |x — 2| <8.

Seja f uma funcao tal que f(x) = 3x + 2, x € R.
Se Iim1 f(x) = 5, encontre um d para € = 0,01 talque 0 < |x — 1| <& =
X—>

= [f(x) — 5| < 0,01.

Dada a funcao f tal que f(x) = 5 — 2x, x € R, determine um nidmero & para
€ = 0,001 de modo que 0 < |x + 2| <& = [f(x) — 9| < ¢, sabendo que
lim  f(x) = 9.
X— =2
x2—1
Seja a funcao f(x)=m definida paratodo xreale x# —1. Sabendo que

lim  f(x) = —2, calcule d de modo que 0 < |x + 1] <& = [f(x) + 2| < 0,01.

X — —

2 _
Supondo conhecido que Iim2 % = 4, quao proximo de % deve estar
x_._

2

~ 9 . L . - .
X para que a fracao esteja proxima de 4, com aproximacao inferior a

3x—2
0,00017?
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19. Usando a definicao, demonstre que Xliml (3x + 2) = 5.
Solucao
Devemos mostrar que, para qualquer € > O, existe 8 > O tal que:
O0<|x—1/<d = [Bx+2) — 5| <e
Notemos que: -
(Bx+2)—5|<e o [3x—3|<e o 3x-—1<e & |x—1|<§

€
Assim, se escolhermos & = 3 teremos:
€
Ve>0,38=3>0]|0<|x—1/<8 = |Bx+2)—5|<e

De fato, se . .
O<|x—1/<3? =§=>|x—1|<§=>3|x—1|<£:

= Bx—3|<e=|B3x+2) -5l <e

20. Demonstre, usando a definicao, que:
a) lim (4x—-1)=7 b) Iim (4—2x)=—-2 ¢) lim (3x—-2)=-5

X—2 x—3 X——1

21. Demonstre, usando a defini¢ao, que: Iim1 X2 = 1.
X —_—
Solucao

Devemos provar:
Ve>0,38>0|0<|x—1/<d = |2 -1 <e

Notemos que:
X2 —1l<e = —e<x2—-1<e=>1—-e<x2<1+¢

Suponhamos que o valor de 8 que queremos encontrar seja menor ou igual
al,istoé,
0<lx—-1<d<1=o>x-1<1=> -1<x-1<1=0<x<?2
e,sendo €' >0 talquese O <e<1 entdo €' =€ ouse ¢ =1 entao
0<e <1, temos:
l1-¢es1-¢e<xX2<1l+e=<1+e=20<1-¢e<x2<1+¢ =
sVl-e<iX<Vi+e sVI-¢eg<x<Vl+e =

x -1 <V1 +e -1

>Vl —¢eg' —1<x—-—1<~VNl1l+¢e —-1= €
x —1]<1 —+1 —¢'
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22,

23.

Notando que

0<Vl+e —-1<1-V1-¢ <1 temos:

paratodo € > 0, existe 8=V1 + &' — 1 emque ¢ =g se 0<eg<1
ou 0<eg <1 se ¢=1, tal que:

0<|x—1<d =[x —-1|<e

De fato,

O<k—-1<d=>Kx—-1<Vil+e -1=
>Vl-¢g-1<1-Vl+e<x-1<Vil+e-1>

5Vl - -1<x-1<Vl+e-1=sVl-¢e<x<Vl+e =

S>1-¢g<x2<1l+e = —¢€<x2—-1<¢e = |KR—-1<e <¢

Prove pela definicao de limite que:

a) lim x2=4 b) lim (x2+ 1) =10 ¢) lim (1-x2=-3
X— 2 X— —3 X— 2
Prove pela definicdo de limite que lim 9 __ 3
x—2 X + 1
Solugao

Devemos provar:

Ve>0,38>0|0<|x—2|<d = m—3‘<e
Notemos que:
9
m—3 <Ee => —£<m—3<£:>3—8<m<3+8

Considerando €' >0, talque ¢ =€ se 0<e<3 ou 0<e'<3 se ¢=3,
temos:

1] 9 1]
3—8$3—8<X+1<3+8$3+8:>
:>O<3—e<x+1<3+e:>

1 >x+1> 1 9 e p 1>
= 3-¢ 9 3+g ~3-¢ 3+e

9 9
:—3_8,—3>x—2>—3+8.—3:
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25.

26.

LIMITE

3¢’ —3¢'
>x—2>
= 3—¢& e 3+¢ =
3¢’
-2l < —
=2l < 3= -
e
=
3¢’
-2l <=—
b —2| 3+¢
3¢’ 3¢’ .
Notando que 0 < < ———, temos para todo € > 0, existe

3+¢g 3-—¢"'
3¢’

8=3T£,>Oemques'=sse0<a<3ou0<s'<3ses>3,talque:
o<lx—-2 <8 = 9 -3l <e
X+ 1
De fato:
O<|x—2|<8:>|x—2|<i:>
3+ ¢
—3¢' 3¢’ 3¢’
3+8'<X 2<3+£'<3—s‘:
—3¢' 3¢’
-2 < =
S 3ye X T253-¢ 7
9 9
=>3+8.—3<x—2<3_8,—3=>
9 9 1 x+1 1
S g Xtleg—w =33~ 9 “3-¢
' ' Y 9 _ '
:>3—£<X+1<3+£:> 8<x+1 3<e' =
9 \
im*"“gg

Ufa! Quanto trabalho! Sera que vai ser sempre assim? Nao, com as proprie-
dades dos limites (item seguinte) evitaremos tantos artificios.

, 6
Prove pela definicao de limite que Xllﬂi X+r2 =2

. X+ 2
Prove pela definicdo de limite que lim x—1 - 4
X— 2

Prove pela definicdo de limite que Iim1 x3=1.
X—‘
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IV. Propriedades do limite de uma fungao

26. No paragrafo anterior vimos que, para provarmos lim f(x) = L, devemos exibir
um 8 > 0 para um dado &€ > 0. x—a

Considerando que frequentemente uma funcao é construida a partir de fun-
¢des mais simples; por exemplo uma fungao polinomial f € uma soma finita de
fungdes do tipo fi(x) = ax' emque a, ER e i €N, isto é:

n n
fx) =ag +a;x+ax>+...+ax"= Y ax= Y f(x)
i=0 i=0

Se as fungdes f; tém limites para x tendendo a a, entao uma combinacao
conveniente nos fornece o limite de f quando x tende a a.

A fim de que nao tenhamos que voltar repetidamente a definicao de limite

para provarmos lim f(x) = L, vamos apresentar as propriedades algébricas do
X—a

limite de uma funcao.

No que segue estamos supondo que a € elemento de um intervalo aberto I,
e que em | — {a} estao definidas as fung¢des f, g, ... "envolvidas" na propriedade.

21. 1% propriedade

"Se ¢ € R e f é a funcao definida por f(x) = ¢, para todo x real, entao
lim c¢c=c."
X—a

Demonstracao:

Devemos provar:

Ve>0,3>0|0<|x—al<d = |fix) —c|<e

E sempre verdadeiro, pois:

[fx) —c|=|c —cl=0<¢e

28. 2% propriedade

SeceRe Ilim f(x) =L, entao lim [c-f(x)]=c- lim f(x)=c-L.
X—a X—a X—a
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Demonstracao:
Devemos considerar dois casos:
1°caso: ¢ =0

Sec=0,entaoc-fx) =0-fx) =0ec-L=0-L=0.
Pela 1% propriedade, temos:

lim [c-fx)]= Iim 0=0=c-L

X—a X—a

2¢caso: ¢ # 0

Devemos provar:
Ve>0,FW>0|0<|x—al<d = |c-flx) —c-Ll<e

Temos, por hipétese:
lim f(x) =L

X—a
isto é,

Ve>0,38,>0|0<|x—al<d; = |fx) — Ll <e

Entao Ve > 0, considerando i, temos:

|c|
B>0|0<|x—al <5 = |f(x)—L|<%
isto €&,
B/>0|0<|x—al<b = |c|-|f(x)—L|<%-|c|=e
ou seja:

W>0|0<|x—al<d=lc-fx)—c-Ll<e

29. 3% propriedade

Se lim f(x) =L e

lim g(x) =M, entdo Ilim (f+ g)x) =L + M.
X—a X—a

X—a

Demonstracao:

Devemos provar:
Ve>0,3>0]|0<|x—al<d=|f+gx —(L+M|<e
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. €
Para todo € > 0O, consideremos > Temos:

381>O|O<|x—a|<81=>|f(x)—L|<%

382>O|O<|x—a|<82=>|g(x)—M|<%

Considerando & = min {84, 85} e, portanto, 8 <9, € 8 < 3,, vem

5= min (83,85} | 0 < |x — al <5 = Ifx) — LI + g — M| <= + = =¢

Mas, pela desigualdade triangular, temos:
If(x) — LI + lgx) — M| < [f(x) + g(x) — (L + M)| = |(f + g)(x) — (L + M)|
entao:

W =min{d,,d}|0<|x—al<d = [F+gKx) —(L+M)|<e

30. Esta propriedade pode ser estendida para uma soma de um nimero finito de
funcoes, isto é:

Se lim fi(x) = L4, lim fy(x) = Ly, ..., lim f,(x) = L, entao
X—a X—a X—a
lim (fy +fo + ... +f)x) =Ly + Ly + ... + L,
X—a
Demonstracao:

Deixamos como exercicio para o leitor.

31. 4% propriedade

Se lim f(x) =L e lim g(x) =M, entdo lim (f — g)x) = L — M.
a

I
X—a X — X—a

Demonstracao:

lim (f — g)(x) = Xli_f]ﬂa[f(x) —gX)] = Xli_f]ﬂa[f(x) T (=1) - &X)] =

X—a

= lim f(x) + lim [(=1)-gx)] = lim f(x) —
X—a

X—a

im gx)=L— M
a

|
X—a X —
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32. Antes de passarmos para a préxima propriedade, vamos considerar dois
lemas:

Lemal

lim f(x) = L se, e somente se, lim (fx) — L) =0
—a X—a

Prova:

lim fx)=L & (Vve>0,38>0|0<|x—al <8 = |fx) - L| <¢) &
X—a

o (Ve>0,38>0|0<|x—al<d = [fx) —L-0|<¢) &
< lim (fix) = L)=0

X—a
Lema 2
lim fx) =L e Ilim gx) =0, entado Iim (f-g)(x) =0
X—a X—a X—a
Prova:

Devemos provar que:
Ve>0,>0|0<[|x—al<d = Ifx) - g(x)| <e

Considerando que lim f(x) = L, isto €,
X—a

Ve>0,3>0|0<|x—al<d = |fix) — Ll <e
e fazendo € = 1, vem:

33, >0|0<|x—al<d = Ifx) - L <1
mas [f(x)] — |L| < |f(x) — L| e portanto:

B, >0]0<|x—al<d = f)l <1+ (1)

Considerando que lim g(x) = O, isto €,
X—a

Ve>0,3>0|0<|x—al<d = gx)| <e

e tomando 1; temos:

+ L

3,>0]0<x—al <8, = |gx)| <—=

1+ L
isto é,

3B, >0]0<|x—al <8 = (1 +|L)lgxl <e (2)
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Sendo & = min {84, 85}, e portanto 8 <3, e 8 < §,, temos:
Ve>0,3 =min{84,8,) >0|0<|x—al<d =
= [f(x) - gl = Il - gl < (1 + |LI) - gl <e
(1) (2)

33. 5% propriedade

Se lim f(x) =L e lim gx) =M, entdo lim (f-g)x) = LM.

X—a X—a X—a

Demonstracao:

Notemos que:

(f - g)(x) = f(x) - g(x) = f(x) - gx) — L-g(x) +L-gx)— LM+ LM
isto é:

(f-g)x) = [f(x) — L] - g(x) + L-[gx) —M] + LM

Considerando que:

1) lim fx) =L & lim [f(x) — L] =0,

X—a X—a

2) lim gx) =M < lim [g(x) — M] =0,
a X—a

I
X —

3) Iim [fx) —L]=0e lim gx)=M = lim {[f(x) — L] -gx)} =0
X—a X—a X—a

temos:
lim (fF-g)x) = lim {[fx) — L] - gx) + L - [gx) — M] + LM} =
X—a X—a
= lim {[f0 — L] - g} + tim {L-[gx) — M]} + lim LM =
X—a X—a X—a
=0+L- Ilim [gx) =M +LM=L-0+LM=1LM
X—a

34. Esta propriedade pode ser estendida para um produto de um nimero finito de
funcoes, isto é:

Se lim fy(x) =Ly, lim fy(x) =Ly, ..., lim f,(x) =L,, entao
X—a X—a X—a
[im (fi' f2 C et fn)(x) = Ll . L2 et Ln.
X—a
Demonstracao:

Deixamos como exercicio para o leitor.
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35. 6% propriedade
Se lim f(x) =L, entao Ilim (f)"(x) = L", n € N*,
X—a X—a
(Trata-se do caso particular da propriedade vista no item 34, fazendo
f1:f2:...:fn:f.)

36. Antes da préxima propriedade, vejamos mais dois lemas:

Lema 3

Se lim f(x) = L # 0, entao existem & e N positivos tais que
X—a

0<|x—al<d = If(x)) > N.
Prova:
De Ilim f(x) =L, vem:

X—a

Ve>0,3>0|0<|x—al<d = |fix) — L <e

Tomando s=|2L|, existe um & > 0 tal que:
O<|x—al<d = |f(x)—L|<M:> —M<f(x)—L<M:>
2 2 2
LI LI
= L_7<f(X)<L+7

Entdo sao possiveis dois casos:

1°)se L >0, entéago O <%<f(x) <%,

2°) se L <O, entédo % < f(x) < % <0,
~ L 3L
entdo, para L # 0, temos 0 < 5] < [f(x)| < =
. L
Considerando N = ‘5‘ > 0, temos:

0<|x—al<d = [f(x)] >N

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



LIMITE

Lema4

1 1
Se lim =M=+#0, entao Im —/ = .
exLag(x) enaoxLag(x) M

Prova:

Considerando que lim g(x) = M # O, pelo lema 3, temos:
X—a

1

1
W N>0]0<|x—al<d; = g >N = — <=
1 1 g() |g(X)| N

De Ilim g(x) = M, vem:

X—a
Ve>0,3>0|0<[|x—al<d = lgx) — M| <e
Considerando € - [M| - N, temos:
Ve>0,3,>0]|0<|x—al <8, = lgx) — M| <e-[M|-N

Sendo & = min {34, 85}, vem: Ve > 0, 35 tal que

0<lx—al<p o |2 1:\M\:

gx) M g(x) - M

1 1 _e-M-N _
— —_— =
lgx)l M N - M

= lgx) — M| -

31. 1% propriedade

Se lim f(x) =L e lim gx) =M # 0, entdo lim <i>(x) = ﬁ
x—a al\g

X—a X —
Demonstracao:
Pelo lema 4, temos:
. _ . 1
lim gx)=M#0 = |lim — =
X—a

e entao

() = S S I S
xlE-na(g)(X)_xlTﬁa [f(X) g(x)} - M M
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38. 8% propriedade

Se lim f(x) = L, entdo lim Vfx) = VL com L=0 e nEN* ou L <0
X— a

X—a
e n é impar.
A demonstracao deste teorema sera feita oportunamente, mas iremos aplica-lo
quando for necessario.
Por uma questao de simplicidade indicaremos as propriedades de limites como
sendo as propriedades L e vamos fazer rapido sumario dessas propriedades.
Se Iim f(x) =L e XIima g(x) = M, entao:

—

Ly - lim c=c

X—a

L, - lim [c-fx)] =c- lim fx)=c-L
X—a X—a

Ly - lim [(f+ gX)] = lim f(x) + lim gx) =L + M
X—a X—a X—a

L, - lim [(f — gX)] = lim fx) — lim gx) =L — M

X—a X—a X—a
Ls - lim [(f- g)] = lim f(x)- lim gx)=L-M
X—a X—a X—a
Lg - lim [(A"X)] = [ lim f(x)r =L
X—a X—a
) im0
i | ox=a L
Lo m, [(g>(x)} Tm g~ w MFO

n z

Lg - lim n\lf(x) =,/ lim f(x) = VL (se nEN* e L=0 ou se n é impar e L<0)

V. Limite de uma fun¢ao polinomial

Uma das consequéncias das propriedades L € a regra para obter o limite de
uma funcao polinomial.

39. Teorema

O limite de uma fungéo polinomial f(x) = ag + a;x + axx2 + ... + ax" =
n
= Y ax, a; € R, para x tendendo para a, € igual ao valor numérico de f(x)

para x = a.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



LIMITE

Antes de provarmos esta proposicao, provemos que lim x = a.
X—a
E trivialmente verdadeira, pois, dado & > 0, basta tomarmos & = ¢ e temos
O0<|x—al<e=> |x—al <e.
Provemos agora que, se f é uma funcao polinomial, entao lim f(x) = f(a).
X—a

lim f(x) = lim (ag + a;x + ax? + ... + ax") =

X—a X—a

(V. _ . 9 .

= lim ag + lim a;x + lim axx* + ... + lim ax" =
X—a X—a X—a X—a

@) _ . 9 :

=aptag lim x+a, lim x*+ ... +a, lim x"=

X—a X—a X—a

(3)
=ap + aj;a + aa? + ... + aa" = f(a)

Justificacdes:

(1) 3® propriedade
(2) 2® propriedade
(3) 6% propriedade

EXERCICIOS

27. Calcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade
ou o teorema utilizado.

. . 2x2 — x + 1\?

I 3x2 — bx + 2 lim (—>
a)XEnz(x X ) ©) X—1 3x—2

. x2+2x -3 . 3{/)(3+2X2_3X+2
b) xﬂ.m_j_ 4x — 3 d) Xll.m_g X2+ 4x + 3
Solucao

a) Pelo teorema da funcao polinomial (T), vem:
m 3x2—5x+2)=3:-22-5-2+2=4

li

X—2 i 24 9 3
im +2x —

o) lim X2+ 2x — 3 (L) oy & X3

x—-1 4x—-3 lim (4x-3 — -7 7
= =il

T -4 4
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c) lim
x—1

( lim (2x2 — x + 1) )2 ™
im "(3x = 2)

<2x2 — X+ 1)2 (L:e) < X2 —x + 1)2 (L7)

3x _ 2 Im =35>

d) lim

X— —2

3+ o2 — 3x + 2 (Lg) i X3+ 2x2 — 3x + 2 (Ly)
3 3 m > =
2 + 4x + 3 X— -2 X2+4x+ 3

/Iim 03 +2x2 — 3x + 2) T) s

_ [x==2 _ e — _

=3 im 0@+ 4x+3 V8772
X— —2

28. Calcule os seguintes limites, especificando em cada passagem a propriedade
ou o teorema utilizado.

. . 3x2—2x—-5)\°
2—Tx+ —_—
a) Xll_r:nl (4x 7x + 5) f) Xll_rpz (—X2 s 4)
3 2 2

: 3 oo . x—3x—2x—5)
b) Xlr‘rll (x 2x 4x + 3) g) XII_rT14 ( 2 —Oox + 2

. 3x + 2 . [2x2 + 3x — 4
©) Xll_r:n2 x> —6x+5 n xﬂﬁll ox — 4

. 3x2—-5x+4 . . 3\/3x3—5x2—x+2
9 xﬂ.ﬁli 2x + 1 ) xﬂﬁl2 4x + 3
e) lim XFX22-3 ) lim (2 HL2

x—-3 5 —3x X — 2 6 — 4x
. X2 — 4
29. Calcule XILrp2 Z " ox
Solucao
Temos Iim2 x—-4)=0¢e Iim2 (x2 — 2x) = 0 e nada podemos concluir
X — X —

ainda sobre o limite procurado.

Os polinémios (x2 — 4) e (x2 — 2x) anulam-se para x = 2; portanto, pelo
teorema de D'Alembert, sao divisiveis por x — 2, isto é:

-4  (x+2)(x—2) x+2

X2 —2x  xX(x —2) X
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Considerando que no calculo do limite de uma funcao, quando x tende a a,
interessa o comportamento da funcao quando x se aproxima de a € nao o
que ocorre com a funcao quando x = a, concluimos:

fp 28 BEZ g
x—»2X2_2X _x—»2 X -
30. Calcule os limites:
. ox2-1 . 6x2 + 11x + 3
N K Xﬂ”l% 2@ — bx — 12
. 4 — x2 3
b lim . x°—1
)X_._z 2 + x g) x“—r-nlm
. 4x2 — 9 3
c) lim —— ; 8 +x
x——% 2x — 3 h) Xll.m_g 4 — x2
. X2—4x+3 . . x*—16
| - | L=
d) Xl_r.ng X2 —x—6 ) xl—r~n2 8 —x*
e) lim 2x2 + 5x — 3
(o Ll2x2—Bx+2
2
31. Seja a funcao f definida por:
2 _
ﬂ se X #1
f(x) = x—1
3 se x =1
Calcule lim f(x).
x—1
Solucao

Como no calculo do limite de uma fungao, quando x tende a a, interessa o
comportamento da funcao quando x se aproxima de a € ndo 0 que ocorre
com a funcado quando x = a, temos:

x2—3x + 2 x —1)(x —2)
lim f(x) = lim ——————= |lm ——————== I|lm (x—2)= -1
X—1 X—1 Xx—1 Xx—1 (x—=1) Xx—1

32. Seja a funcao f definida por:
2x2 — 3x — 2

f(x) = X—2
3 se x =2

se X # 2

Calcule lim f(x).
X— 2
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. Seja a funcao:

2
2x*+ 9x + 9 se x £ -3
f(x) = x+3
3 se x = —3
Mostre que Iim3 f(x) = —3.
X

Calcule lim 2 +x2 —dx+ 1
) w1 X3 —3x2 + 6x — 3

Solucao

Temos Iim1 23+ x2—4x+1)=0ce Iim1 (x® — 3x2 + 5x — 3) = 0.
X — X —

Os polinémios (2x3 + x2 — 4x + 1) e (x3 — 3x2 + 5x — 3) anulam-se para
x = 1; portanto, pelo teorema de D'Alembert, sao divisiveis por (x — 1), isto €,
x — 1 é um fator comum em (2x3 + x2 — 4x + 1) e (x3 — 3x2 + 5x — 3).
Efetuando as divisdes de (2x3 + x2 — 4x + 1) e (x3 — 3x2 + 5x — 3) por
(x — 1), obtemos:
23 +x2—4x+1  (x—1)-(2x*+3x—-1) 2x2+3x—1
x3—3x2+5x—3 (x—1)-(x2—-2x+3) x2—2x+3
Entao:

EER il T

X“_r.nl x3—3x?+5x—3 :X“_r.nl Z—2xT3 2

. Calcule os limites:

x3+3x2—x—3 x3—3x2+6x—4

a)XLIm_1 X3 —x2+ 2 ©) X“_r.nl x3—4x>+8x—5
. x3—6x —9 : x*—10x + 4
lim X —06X—9 X - OX+ 3

b) X[“g, x3—8x — 3 d) X“_r.nz x3 — 2x2

Caloule lim XS ¢ —x+2

: —q1 2X2—3x+1

Solucao

Temos lim (3x2 —4x2—x+2)=0¢e Ilim (2x2 —3x2+ 1) = 0.

xX—1 x—1

Efetuando as divisbes de 3x3 — 4x2 —x+2 e 2x3 — 3x2+ 1 por x — 1, temos:

I —4x2—x+2 (x—1DBx2-x-2) 3x—x-2
2% —3x2+1  x—1)2x2-—-x-1) 2x%2—-x-1
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entao:

X“_r.nl 23 —3x2 +1

mas:

lim 3x2—x—2)=0 e

x—1
e entao:
3x2—x—2

im 5————> = Ilim

Rk

(x — 1)(3x + 2)

32 —x—2

L ==

lim 2x2—x—1)=0

x—1

B 3x+2 5

M —x—1 - M x—Dex+ 1) (M x+1 3

37. Calcule os limites:

a) lim x3—3x+ 2
x—1 X*—4x+ 3

x* + 4x3 + x2 — 12x — 12

X -2 2P+ TX2+4x — 4
¥ =x3—x2+5x+4

c) lim

-1 X3+ 4x2+5x+ 2

XA+ 2x3 —5x2 — 12x — 4

d) lim

o -2 22X+ X3 +2x2 — 12x — 8

38. Calcule os limites:

2 _ 12
a) lim X —2
x—a X—a
2 _ g2
b) lim & —X
X— —a a + X
. x"—1

c) lim
x—1 x—1

NL+x -2

39. Calcule lim
x—3 x—3

Solucao

. xm -1
lim ——
d) Xl—.i Xn_l

e) lim
Xx—a X— a

. X" —am
f) lim —f—&
x—a X —a

Como lim (WI+x—-2)=0c¢e X'L’T‘a (x — 3) = 0, ndo podemos aplicar

x—3

a propriedade L; (limite do quociente). Multiplicando o numerador e o
denominador da fracao pelo "conjugado" do numerador, temos:
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Vi+x-2 (T+x-2JN1+x+2) _ (x — 3) _
x—3 x—3)V1 +x+2) x —3)V1 +x + 2)
il
T VL ix+2
e entao:
iy St tx—-2 . 1 01
x—3 x—3 x—3 \/m+2 4

40. Calcule os limites:

. - . \J - - 2_
a) lim M d) lim 1-2x X 1

x—1 x—1 X— 0 X

. 1 -1 —x . VL +x -Vl —x
b) lim ——m — e) lim

x— 0 X x— 0 X

. VX +3 -2 . V2X —Vx + 1
c) lim ———— fy lim —m 8 ——

x—1 x—1 X—1 x—1

41. Calcule os limites:

. 3 — V10 —x . X2 — 4

a) lim ———— d) lim
)X_.l x> —1 )x—»2\/x+2—\/3x—2
_ 7 _ 2 —
b) lim 2 2\/x+1 &) lim Vx 3x;3 Vx2 +3x — 3
Xx—3 xs =9 Xx—1 X —3x+2

. X +3 -2

c) lim

x—1 X2 —3x+2

42. Calcule lim X —2-2
] x—2 Ax +1 -3
Solucao
Como lim (VB3x —=2-2)=0 e lim (V4x + 1 — 3) =0, multiplicamos o
X— 2 X— 2

numerador e o denominador pelo "conjugado" do numerador e também pelo
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43.

44.

45.

"conjugado" do denominador.

VBx—2-2 (Bx=2-2)-(3x—2+2)- (V4x+1+3)
Vax+1-3 (Wax+1-3)-(Wax+1-3)-(VBx—2+2)
_3x—2)\4x+1+3) _ 3(ax+1+3)

4x —2)V3x —2+2) 4(\3x —2 +2)

e entao:

iy Yx—2-2 . 3Wax+1+3) 9

2 VIxt1-3 x—24lEx—2+2) 8

Calcule os limites:

a) lim N2x +1 — 3
X—4 VX — — \/5

b) lim 4 -N10 +x
x—6 2 — V10 —

Calcule os limites:

) \Nox2 —3x + 2 —
a) lim 2X 3x + 2
x—2 3 —Bx -1 - 1
-2
Calcule lim ————
x—2 \/3x —5-1
Solucao
Notemos I|im (x — 2)

X— 2

Lembrando da identidade a2 —

V3x+4 —Vx+4

c) lim
k=0 \x+1-1
7 — 5 _ 2 —
4 lim V2 +x—2 -V —x+2
Xx—2 VX +2 —2
. V3x2 + 4x + 2 —
b) lim 3xc+4x +2 -1
k=1 N FT3xF6-2

—0e lim B =5-1)=0.

X— 2

b3 = (a — b)(a2 + ab + b2), vamos multiplicar o

numerador e 0 denominador por [(3§/3x = 5)2 4F 3§/3x =5 4 1].

3 2 3
x-=2 _ x-2[¥3 =5 +¥ax-5+1] _

Vax-5-1 (VBx—5-1)[(N3x—5)°+V3x -5 + 1]
Cx-23x=5 +3¥x—5+1 (B-5 +VEx-5+1
- 3x — 2) = 8
e entao: )

. x—2 (V-5 +¥3x-5+1 _

lim —m—=—— = |im =1
x—2 \V\3x — 5 —1 X— 2 3
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46. Calcule os limites:

3 3
. \ — i V8 — 2 _
a) lim Ll C) lim 8 2X+2X 2
x— 0 X x— 0 X=X
x+1

b) lim —l—
x—-132x +3 -1

47. Calcule os limites:
3

1 - V1 —x i Va2 —7x+1+1

a) lim ———= c)
x=0 1+ 33— 1 x=2 V22 —Bx+3 -1
3
b) lim 23X 2

«="2 1+ V23

48. Calcule os limites:

) A — ) \3x2 — —

a) lim 35x+4 3 ¢) lim 33x bx +6 — 2

k=1 Vx—2 +1 x—1 BZ - BxT1+1

3

b) lim X —2-2

x—2 x—-1-1

49. Caloule lm X=8
X — 64 \/;—4
Solucao
Notemos que lim (\/;—8)=Oe lim (3{/——4)=O.
X — 64 X — 64

Poderiamos empregar no célculo deste limite os processos mencionados
nos exercicios 39 e 45. Vamos, entretanto, apresentar um novo processo.
Fazendo

3 2

Ux =y, temos Vx = (¥x)" =y3 e ¥x = (¥x)" = y2

e notando que lim x = Xﬂf‘%‘l’(:a\l&l =2= limy
X — 64 y—2

temos:

_ 8 2 dn uE
o BB D g L g
x—64 Yx—4 x—2Y2—-4 y—2 y+2
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50. Calcule osslimites:

a) lim —\/Y+1 c) lim 3\/;—_1
x—-1 Xt1 x—1 Vx — 1

b) ”m;/;_—l d) lim 3—v1+x—1
x—1 VX — 1 x—0 N1+x-—-1

51. Calcule os limites:

n n
3) x”—r—na X\/X_:jf 9 x“—r—na \/;X:f
b) lim n\/;—_l e) lim M
x—1 X—1 X—a \/Y—\/g
Vx -1

c) lim —————
)x——l n\/;—l

VI. Limites laterais

40. Lembremos que, ao considerarmos lim f(x), estdvamos interessados no
X—a

comportamento da funcao nos valores préximos de a, isto €, nos valores de x perten-
centes a um intervalo aberto contendo a mas diferentes de a e, portanto, nos valores
desse intervalo que sdo maiores ou menores que a.

Entretanto, o comportamento em algumas fungoes, quando x esta préoximo de
a, mas assume valores menores que a, € diferente do comportamento da mesma
funcao, quando x esta proximo de a, mas assume valores maiores que a.

Assim, por exemplo, na funcao
4 —-x sex<1
fx) = 2 sex=1
XxX—2 sex>1

atribuindo a x valores préoximos de 1, porém menores que 1 (a esquerda de 1),
temos:

( X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 O,999W

K f(x) 4 3,5 3,25 3,1 3,01 3,00:IJ

Fundamentos de Matematica Elementar | 8



LIMITE

e atribuindo a x valores proximos de 1, porém maiores que 1 (a direita de 1), temos:

( X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,00}

Kf(x) 0 -0,5 -0,75 -0,9 —0,99 —0,999

Observamos que, se x esta proximo de 1, a esquerda de 1, entao os valores da
funcao estao préximos de 3, e se x esta préximo de 1, a direita, entao os valores
da funcao estao proximos de —1.

Entdo casos como este, em que supomos x assumindo valores proximos de 1,
mas somente a esquerda ou somente a direita de 1, consideramos os limites late-
rais pela esquerda ou pela direita de 1, que definiremos a seguir.

41. Definicao

Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto ]a, b[. O limite de f(x), quan-
do x se aproxima de a pela direita, sera L e escrevemos:

lim  f(x) = L

x—a’
se, para todo € > 0, existir 8 > 0, tal que se 0 < x — a <3 entdo |f(x) — L| <e.

Em simbolos, temos:

Iim+f(x)=L4:>(VE>O, J>0|0<x—a<d = |fx) — L <eg

X—a

42. Definicao

Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto ]b, a[. O limite de f(x), quan-
do x se aproxima de a pela esquerda, sera L e escrevemos:

lim  f(x) = L

X—a
se, para todo € > 0, existir 3 > 0, tal que se —8 < x — a <0 entdo |f(x) — L| <e.

Em simbolos, temos:

lim fx)=L e (Ve>0,38>0|-8<x—-a<0 = [f(x) — Ll <¢)

X—a
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43. As propriedades de limites (propriedades L) e o teorema do limite da funcao

polinomial sao véalidos se substituirmos "x — a" por "x — a*™" ou por "x —a~".

Exemplos:

Na funcao f definida por
x2—4 sex<1
fix)y = -1 sex=1
3—-x sex>1

temos:
lim fx)= Ilim 3—-x)=2 e lim f(x) = lim (x2—4)=-3
x— 1" x— 1" X— 1" X— 1"
Como os limites laterais sao diferentes, dizemos que Iim1 f(x) nao existe.
X —_—

A justificacao da nao existéncia de um limite devido ao fato de os limites laterais
serem diferentes € dada no teorema que segue.

44. Teorema

Seja | um intervalo aberto contendo a e seja f uma funcao definida para

x€l—{a}. Temos Ilim f(x) =L se,esomente se,existirem |lim f(x) e lim f(x)
X— a x—at X—a~

e forem ambos iguais a L.

Demonstracao:

Notando que
O<|lx—al<d & -8<x—-a<OoulO<x—a<3}
temos:
lim fx) =L < (ve>0,38>0|0<|x —al <& = [f(x) — L| <¢)

X—a
Isso equivale a:
(Vve>0,38>0|-8<x—a<OoulO<x—a<d = [f(x) — L <e
ou ainda:
Ve>0,3>0| -d<x—a<0=[fx) —L<e
e
Ve>0,3>0|0<x—a<d=|fx) — Ll <e

e finalmente:
lim f(x)=Le Ilim f(x)=1L
X—a" x—a"
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EXERCICIOS

Nos exercicios 52 a 57, é dada uma funcgao f. Calcule os limites indicados, se
existirem; se o(s) limite(s) nao existir(em), especifique a razao.

3x—2 sex>1

52. f(x) =12 se x=1
4x +1 se x<1
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x— 1" X— 1" x—1
3 —2xsex=-1
53. flx) = 4 —x sex<-—-1
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
X— —1* X— —1- Xx— —1
_|2x—5sex=3
54. flx) = 4 —bx se x<3
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x— 3" X— 3" Xx— 3
1-—x2sex<2
55. f(x) =70 se x =2
x—1 se x>2
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x— 2% X— 2~ X — 2
X2 —-3x+2 sex=<3
56. flx) = 8 — 2x se x>3
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x — 3" X — 3~ Xx— 3
2x2 —3x + 1 se x<2
57. fx) =311 se x =2
—Xx2+6x—7sex>2
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
X — 2" X— 2~ X— 2
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58. Dada a funcao f definida por f(x) = l)):—l para todo x € R*, calcule Iin% f(x) e
X — +
lim f(x). Existe lim f(x)?
x— 0~ x—0
Solucao
Lembrando que
| x sex=0
X = —x se x<O0
temos:
lim fx) = lim W X2 pm 121
X — Ot x— 0t X x— 0t X X — 0F
e
lim f(x) = lim M = lim -2 = lim (—1) = -1
X — 0~ x—0- X x—0- X X— 0~

Considerandoque lim f(x)# lim f(x), concluimosque naoexiste lim f(x).
x— 0" x— 0~ x—0

Nos exercicios 59 a 64 € dada uma funcao f. Calcule os limites indicados se

existirem.
Cx+al
59. f(x) = a— definidaem R — {—1}.
a) lim  f(x) b) lim  f(x) c) lim f(x)
Xx— —1" X— —1- Xx— —1
_3x = 2] - 2
60. f(x) = 5 3y definida em R — 3 [
a) Xllrg+ f(x) b) Xlini" f(x) c) XIng f(x)
3 3 3
x> —=b5x+4 _
61. f(x) = k=1 definida em R — {1}.
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
Xx— 1" X— 1" x—1
I3x2 = 5x — 2| , .. .
62. f(x) = ? definidaem R — {2}.
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x— 27 X— 2" X— 2
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

LIMITE

x3 —6x2+ 11x — 6

f(x) = K= 2] definida em R — {2}.
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
X — 2" X— 27 X— 2
3 _ 2
f(x) = X A+ x + 6 definidaem R — {2, 2}
|2x2 — 9x + 10| 2
a) lim f(x) b) lim f(x) c) lim f(x)
x— 27" X— 27 X— 2
Dada a funcdo maximo inteiro™), denotada por f(x) = [x] para todo x € R,

calcule se existir:

a) Iim1+ [x] d) Iirn1+ (x — [x]) g) Iim1+ (x + [x])

b) lim [x] e) lim (x — [x]) h) lim (x + [x])
x— 1" X— 1" x— 1"

c) lim [x] f) Iim (x = [x]) i) lim (x + [x])
x—1 Xx—1 x—1

Dada a funcao f definida por
3x—2 sex>-1
f(x) =93 se x = -1
5—-—ax sex<-1

determine a € R para que exista lim  f(x).
x— —1

Dada a funcao f definida por
f(x)={4x+3 se x< -2
3x +a se x>-2
determine a € R para que exista lim  f(x).

X— =2

Dada a funcao f definida por
3x2 —bx — 2

f(x) = X — 2
3—ax—x2 sex=2

determine a € R para que exista lim f(x).
X— 2

se x<2

(*) A fungao maximo inteiro é a funcao f: R — Z talque f(x) =[x]=n talque n=x<n + 1.
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LEITURA

Arquimedes, o grande precursor
do Calculo Integral

Hygino H. Domingues

Uma das primeiras manifestacdes do calculo integral € devida a Antifon,
um contemporaneo de Soécrates. Antifon argumentava que, por sucessivas
duplicacoes do nimero de lados de um poligono regular inscrito num circulo, a
diferenca entre a area do circulo e a dos poligonos seria “ao fim” exaurida. E
como sempre € possivel construir um quadrado equivalente a qualquer poligo-
no, a quadratura do circulo seria possivel.

Apesar de sua inconsisténcia, a argumentagao de Antifon contém o
gérmen do método de exaustao, creditado a Eudoxio, cuja base € a proposi-
¢ao: “Se de uma grandeza subtrai-se uma parte nao menor que sua metade,
do restante outra parte nao menor que sua metade, e assim por diante,
numa determinada etapa do processo chega-se a uma grandeza menor que
qualquer outra da mesma espécie fixada a priori”. Esse método representa
0 expediente grego para evitar processos infinitos — dos quais desconfia-
vam. E ninguém o manejou com tanta elegancia e mestria como Arquimedes
(287-212 a.C.).

Natural de Siracusa, na época a maior cidade do mundo grego, situada
na costa sudoeste da Sicilia, Arquimedes era filho do astronomo Fidias, talvez
seu mestre. Mas é possivel que tenha es-
tudado em Alexandria, em virtude da cor-
respondéncia regular que mantinha com
alguns sabios do museu local, como, por
exemplo, Eratostenes.

Seu excepcional talento para inven-
¢0es mecanicas ganhou notoriedade, es-
pecialmente durante a Segunda Guerra
Punica, quando Siracusa foi sitiada pelos
romanos. Gragas aos engenhos bélicos que
ideou, a cidade resistiu ao assédio romano
por cerca de dois anos e so caiu devido a
Arquimedes (287-212 a.C.). atos de traicao de cidadaos locais.

COLECAO PARTICULAR. MARY EVANS/DIOMEDIA
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Depois da invasao inimiga, Arquimedes foi morto por um soldado roma-
no, com o qual teria se irritado por ser interrompido em meio suas pesquisas
matematicas. Desgostoso com esse desfecho, o comandante romano Marce-
lo mandou que se cumprisse um desejo expresso em vida por Arquimedes:
que se gravasse em seu tumulo a figura de uma esfera inscrita num cilindro
reto, para ser lembrado pelo teorema de sua autoria que |he era mais caro, ou

seja, “o volume da esfera inscrita € 3 do volume do cilindro”.

Mas o que Arquimedes realmente valorizava eram suas conquistas teoé-
ricas no campo da matematica, da astronomia e da mecanica. Estas foram
muitas, todas de grande originalidade, expressas no mais auténtico rigor da
tradi¢cao grega, mas com um toque oriental, na medida em que nao subestima-
vam 0s ndmeros e as aproximagcoes numéricas.

As mais importantes contribuicées de Arquimedes sao sobre questoes
em cuja abordagem se usa hoje o Calculo Diferencial e Integral. Assim é que
no livro A quadratura da parabola ele fornece dois métodos para determinar
a area de um segmento de parabola. No primeiro, em que considera certas
figuras planas envolvidas como “somas” infinitas de segmentos de reta, usa
argumentos mecanicos. Se A e B sao os extremos do segmento de para-
bola considerado e C € o ponto onde a tangente B
a parabola € paralela a AB, Arquimedes chegou a
conclusao de que a area do segmento de parabola

mostrado na figura deveria ser % da area do trian-

gulo ACB. No segundo, o0 método de exaustao, que C

utiliza ao fim o resultado ja obtido mecanicamente,

busca a certeza que s6 a geometria fornece. Se A

¢ a area do triangulo ABC, D e E sdo os pontosda D

parabola em que as tangentes sao paralelas a AC

e CB, prosseguindo nesse raciocinio Arquimedes A

provou que ACB, (ADC) U (CEB), ... satisfazem a

proposicao que embasa o método de exaustao, relativamente ao segmento
A A

y Zv Ev

.... Modernamente bastaria achar a soma da progressao geométrica infinita

A + % 4F 1A6 + ... para ter a area pretendida. Como desconhecia esse pro-

cedimento hoje corriqueiro, Arquimedes provou por dupla redu¢ao ao absurdo

de parabola, e também que a sequéncia das areas respectivas é A

que essa area nao poderia ser nem maior nem menor que 3iA resultado de
que ja dispunha.

Esse fato ilustra por que, ao que parece, Arquimedes teria dito em algum
momento de sua vida: “S6 a ciéncia pura € digna de um espirito superior.”



I. Limites infinitos

O infinito

1
45. Seja a funcao f definida por f(x) = = 1)7 Para todo x real e x # 1.

Atribuindo a x valores préximos de 1, a esquerda de 1, temos:

e

0

0,5

0,75

0,9

0,99

kf(x)

1

4

16

100

10000

e atribuindo a x valores préximos de 1, a direita de 1, temos:

( X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 \
&f(x) 1 4 16 100 10000 | 1000000 j
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Observamos nas duas tabelas que os
valores da funcao sao cada vez maiores, a
medida que x se aproxima de 1. Em outras
palavras, podemos tornar f(x) tdo grande
quanto desejarmos, isto €, maior que qual-
quer ndmero positivo, tomando valores para x
bastante proximos de 1, e escrevemos:

R T A
em que o simbolo "+x" |é-se "mais infinito"
ou "infinito positivo"

46. Definicao

Seja | um intervalo aberto que contém o
real a. Seja f uma funcao definida em | — {a}.
Dizemos que, quando x se aproxima de a,
f(x) cresce ilimitadamente e escrevemos:

lim f(x) =+
X —a

se, para qualquer nimero M > 0, existir
8>0 talquese 0<|x —al <& entdo
f(x) > M.

Em simbolos, temos:

yi

O INFINITO

At e e e ma =

x

lim fx) = +% < (YM>0, 33 >0|0<[x — a| <8 = f(x) > M)

X—a

O simbolo "+®~" ndo representa nenhum ndmero real, mas indica o que ocorre

com a funcao quando x se aproxima de a.

47. Tomemos agora a funcdo g como sendo o oposto da funcao f, isto &, g(x) =

= —f(x) = W definida para todo x real e x # 1.
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O INFINITO

Os valores da funcao g sao opostos vy
dos valores da funcao f. Assim, para a fun-
¢ao g, quando x se aproxima de 1, os va-
lores de g(x) decrescem ilimitadamente. Em

Yy x

outras palavras, podemos tornar os valores
de g(x) tanto menores quanto desejarmos,
isto €, menores que qualquer nimero negati-
vo, tomando valores de x bastante proximos

) P

de 1, e escrevemos:

lim —t =
x—1 (x— 1)

0 simbolo "—»" |&-se "menos infinito" ou "infinito negativo".

48. Definicao

Seja | um intervalo aberto que contém

a. Seja f uma funcao definida em | — {a}. Di-
zemos que, quando x se aproxima de a, f(x)
decresce ilimitadamente e escrevemos:

lim f(x) = —o
X—a
se, para qualquer nimero M < 0O, existir

3>0 talquese 0<|x —al <& entdo
f(x) < M.

Em simbolos, temos:

lim f(x) = —» < (VM <0,3>0]0<|x—al <8 = f(x) < M)

X—a

Insistimos novamente em observar que o simbolo '"'—«'" ndo representa
nenhum numero real, mas indica o que ocorre com a funcao quando x se aproxima

de a.
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49. Consideremos agora a funcdo h definida por h(x) =
x # 1.

1
< 1 Para todo x real e

Atribuindo a x valores préximos de 1, porém menores que 1, temos:

( X 0 0,5 0,75 0,9 0,99 0,999 w

Kh(x) -1 -2 -4 —10 —100 —1000)

e atribuindo a x valores préximos de 1, porém maiores que 1, temos:

( X 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 W
Kh(x) 1 2 4 10 100 1000 j

Observemos que se x assume valores y
proximos de 1, a esquerda de 1, os valores
da funcao decrescem ilimitadamente e se x
assume valores proximos de 1, a direita de 1

1, entdo os valores da funcao crescem ilimi- -~
tadamente. Estamos considerando os limites
laterais que sao "infinitos" e escrevemos:

50. Definicao

Seja | um intervalo aberto que contém
a e seja f uma funcao definida em | — {a}.
Dizemos que, quando x se aproxima de a por
valores maiores que a, f(x) cresce ilimitada-
mente, e escrevemos:

lim f(x) = +oo
x—at

se, qualquer que sejaonimero M >0, exis-
tir >0 talquese 0<x—a<3d entao
f(x) > M.
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Em simbolos, temos:

lim f(x) =+ < (VM>0,3>0[0<x—a<d = f(x) > M)

X—a"

Coloquemos com simbolos as definicbes de  lim f(x) = —, lim f(x) = +o

x—at X—a~
e lim f(x) = —oo:
X—a
lim fx)= —» < (VM <0,B>0]0<x—a<s = f(x) < M)
x—at
lim f(x) =+ < (YM>0,3>0| -3<x—a<0 = f(x) > M)
X—a
lim fx)= —» < (YM<0,3>0|-3<x—a<0 = f(x) <M)
X—a

Para concluirmos que os valores de uma funcao cresciam infinitamente ou de-
cresciam infinitamente, quando x se aproximava de a, pela esquerda ou pela direita
de a, construimos uma tabela de valores da funcao quando x estava proximo de a.
Vejamos como chegar a mesma conclusao sem construirmos essa tabela.

51. Teorema

Sejam f e g fungdes tais que Ilim f(x) =c # 0 e Ilim g(x) = 0. Entao:

X—a X—a
1) Xlina % = 4o se % > 0 quando x esta proximo de a;
1)} Xli_rlna ;(())(()) = —o se ;(())(()) < 0 quando x esta préximo de a;
Demonstracao:

Faremos a demonstracao de | e deixaremos a prova de Il, que € feita de modo

f(x)

analogo, a cargo do leitor. Para demonstrar que lim m = +o devemos mostrar:
X—a

YM>0,3>0|0<|x—al <8 = flx) >M
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Vamos considerar dois casos:

19 caso: Supondo ¢ > 0

Por hipétese temos |im f(x) = ¢ > 0O, isto é:

X—a

Ve>0,3>0|0<|x—al <8 = [flx) —c| <e

c ~ .
Tomemos & = —, entdo existe 3, > O tal que:

2
O<|x—al<8 = |f(x)—c|<%
ou seja:
O<lx—al <8, = —2<fx) —c<—=
1 2 2
ou ainda:
c 3c
0<|x—al <8, = 5 <fx) <5

Assim, existe &, > O tal que:

O<|x—a|<81:>f(x)>%>0 (1)

isto é, f(x) > O quando x esta préximo de a.
f(x)
g(x)
quando x esta proximo de a.

Mas, por hipoétese,

Pela definicao de lim g(x) = O, temos:
X—a

Ve>0,3,>0|0<|x—al<d, = lgx)| <e

mas |g(x)| = g(x) ja que g(x) > 0 quando x esta préximo de a. Entdo:

Ve>0,35,>0]|0<|x—al <8, = gx)<e (2)

O INFINITO

> 0 quando x esta préximo de a, entdao g(x) > 0

Com base nas afirmacgodes (1) e (2), podemos concluir que para qualquer € > 0O

existe & = min {84, 85} tal que:

f(x c
O<|x—al<ds = 0 ¢
gx) ~ 2
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Assim, dado M > 0, seja ¢ = % e & = min {84, 55} > 0 em que 3, € d, Sao

ndmeros positivos que satisfazem (1) e (2) respectivamente. Entao: dado M > O,
38 = min {84, 85} > O tal que:
fix) _ ¢ c

O<|X_a|<8:m>2e:T:M

flx) _

0 que prova que lim
aue prova qde 1M, gk

2¢ caso: Supondo ¢c < 0
f(x)

Se lim f(x)=c¢ <0, entdao lim [—f(x)]=—-c>0 e,se —— >0 quando
X —a X—a g(x)
x esta préximo de a, entao :;(();)) > 0 quando x esta proximo de a.

Considerando as funcoes h e j tais que h(x) = —f(x) para todo x do dominio
de f e j(x) = —g(x) para todo x do dominio de g, temos pelo primeiro caso ja de-
monstrado:

lim X o

x—a J(X)

hx) _ —f(x) _ fx)

entao Ilim M=+oo

x —a 8(X)

Observagao: Este teorema continua valido se "x — a" for substituido por

"x—a"™ ou "x—a".

EXERCICIDS

69. Calcule:
lim M b) lim &
a) x—1 (x—1)° ) x—2 (X —2)?
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Solucao
a) Como Iim1 B3x+2)=5¢e Iim2 (x — 1)2 = 0, estudemos o sinal de
X — X —
fix)  3x+2 L
X - x =17 quando x esta proximo de 1.
_2
3 1 x=
sinal de B 0 . i N
f(x) = 3x + 2
sinal de i
g0 = (x — 1)2 * Pt 0
sinal de E
f) _  3x+2 B 0 4 ! 4
g(x) (x—1) !
f(x) 3x + 2
Notemos que = > 0 quando x esta préximo de 1. Entao:
W80 -1z " P
3x + 2
I - 0
x—1 (x—1)
b) Como Iim2 1—-x)=-1e Iim2 (x — 2)2 = 0, estudemos o sinal de
X — X —
T = 1ox uando x esta proximo de 2
0 x-22 1 P '
1 2
sinal de i x
00 =1-x - o - D
sinal de i
gx) = (x — 22 * ot 0
sinal de E
fx)  1-x + 0 B ! B
gx)  (x—2) :
Notemos que ) __tox < 0 quando x esta préximo de 2. Entao:
g(x) (x — 2)? ' '
. 1-—x
lim — — = —w

x—2 (X —2)32
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70. Calcule:
_ 2 _
a) lm >=—2% d) fim XX+ 2
x—2 (x —2) x— 0 X
b) fim X *+3 e lim X*t2
x—1 (x — 1)2 x——1 |x + 1]
_ 2 _
¢ fim ——3% fy lm X+5Xx—3
x—1 (x —1) X— —2 Ix + 2|
71. Calcule:
2x + 1 2x + 1
a) lim b) lim
)x—-l‘ x—1 )x—~1+ x—1
Solucao
Como Ilim (2x+1)= Ilim (2x+1)=3 e Im (x—1)= lim (x—1)=0,
X— 1" x— 17 X— 1" x— 1%
f 2x + 1
estudemos o sinal de () = quando x esta proximo de 1.
g(x) x—1
—1/2 1
sinal de _ 0 N i N X
f(x) =2x + 1 E
sinal de i
g(x) =x — 1 - E - 0 v
sinal de E
f) _ 2x+1 * o - p
g(x) x—1 i
f(x) 2x+1 . N
Notemos que m = 1 < 0 quando x esta proximo de 1, a esquerda.
Entao:
. 2x + 1
lim = —
x—1- x—1
f 2x + 1
e ) - X > 0 quando x esta préximo de 1, a direita. Entao:
g(x) x—1
2x + 1 _

lim
x—1t x —1

+ o0
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2x + 1
Observemos que nao tem significado falarmos em lim 1 pois
x—1 -
. 2x + 1 . 2x + 1
lim =—o e lim =
x—1- x—1 x—1t X —
72. Determine:
a i X+ 4 H o 3x + 2
x——2- X+ 2 «— 5" 5 —2x
X+ 4 2x + 3
b |
)x~—2+ X+ 2 g x—1- (x —1)3
. 1—2x . 2x + 3
C lim h lim —
)x—»3‘X—3 )x—’1+ (x —1)°
1—2x 2x2—-3x—5
d) lim i lim ——————
)x——3+X—3 ) x— 27 (2 —x)?°
e lim 3x + 2 ) lim 2x2 —3x -5
X_.%*5—2x J X — 2+ (2 — x)°
N . 1
73. Mostre pela definicao que I|mO — =+
X—»
74. Mostre pela definicao que:
1 1
a lim —=— b) Iim —=+
)x~0’ x3 * )x—-OJr x3 .

II. Propriedades dos limites infinitos

Veremos a seguir dez teoremas cujos enunciados serao apresentados com o
simbolo "x — a", mas que serao validos se trocarmos esse simbolo por "x — a™"
ou"x—at".

52. Teorema

Se |lim f(x)=+o e |lim gXx) =+, entdo |lim (f + g)(x) = +oo.
X—a X—a X—a
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Demonstracao:

Para provarmos que lim (f + g)(x) = +%, devemos provar que:
X—a

YM>0,3>0]|0<|x—al<d = (f+gx >M

. . B M
mas lim f(x) = +«, isto €, se tomamos = > O, temos:

X—a 2
V%>O, 3, >0]|0<|x—al <8, = f(x)>%
. . p M
e lim g(x) = +o, isto €, se tomamos?> 0, temos:
X—a
v%>o, 3,>0]|0<|x—al <5, = g(x)>%

Entdo, considerando & = min {84, 8,}, temos:

vYM > 0, 38>0|O<|x—a|<6:f(x)+g(x)>%+%:M

53. Teorema

Se lim f(x)=—» e Ilim g(x)= —o, entdo lim (f + g)(x) = —. A demons-
X—a X—a X—a

tracao deste teorema € feita de modo analogo ao teorema anterior; deixaremos
a cargo do leitor.

54. oObservacio

Se lim f(x) = +oo, lim g(x) = +%, lim h(x) = —o e lim i(X) = —o, néo
X—a X—a X—a X—a
podemos estabelecer uma lei geral para os seguintes limites:
lim (f—g)(x), lim (h—=i)x) e lim (f+ h)x)

I
X—a X—a X—a

Por exemplo, consideremos as funcoes f(x) = % e g(x) = % definidas para
X X
todo x real e x # 0. Observemos que:

1
| — =+ | — =+
xl—mo x4 *e Xl_r.no X2 *
e calculemos
1 1 1 — x2
lim (f—g)x) = lim (f(x) —gx)) = lim (———>=Iim( >:+oo
Jim (F =g = lim () — g = lim {5 — 5] = lim (=5
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Se considerarmos as fungoes:

f(x) =x_1eg(x)=x3:i1 definidas em R — {1}, teremos
xﬂ.ml+x—1:+ooexﬂ.ml+x3—1:+oo
Mas:
lim (f—-g)x = Ilim (f(x) —gKx)= Ilim ( 1 _ 3 >=
x— 1% x— 1% Xx—1t \x —1 x3—1
B X2 +x—2 _ x—1x+2 X+ 2

i Xre -
1 KD+ x+ 1) xmlt k- D@+ x+1)  xe1r @ Ax+ 1

55. Teorema

Se lim f(x)= +o e Ilim g(x) =b # 0, entao:

X—a X—a
)seb >0, lim (f-g)x) = +
X—a
I)seb <O, lim (f-g)x) = —»
X—a
Demonstracao:

Faremos apenas a demonstragao de I.

Se lim g(x) =b > 0, entdo existem a > 0 e 8, > O tais que se
X—a

0 < |x —al <8, entdo g(x) > a.

Se lim f(x)= +o0, entaoexistem %>O e 8, >0 taisquese0<|x—al <3,
X—a

entao f(x) > M.
63

Considerando & = min {84, &5}, decorre que, para todo M > O, existe 8 > O

tal que se 0 < |x — al] <& entdo (f- g)x) = f(X) - g(x) >%'a =M.

56. Teorema

Se lim f(x) = —© e lim g)=b # 0, entao:

X—a X—a
[)seb >0, entao lim (f-g)(x) = —x
X—a
I)se b <0, entdao lim (f- g)(x) = +x
X—a

A demonstracao deste teorema ficara como exercicio.
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57. Observacdo
Se lim f(x) = +o (ou —») e lim g(x) = 0, em que g nao é funcao nula,
X—a X—a

nao podemos formular uma lei geral para lim (f - g)(x).
X—a

Por exemplo, consideremos as fungdes fy(x) = x% e fy(x) = x_l“ definidas

em R* e as fungbes g;(x) = x* e g,(X) = x2 definidas em R.
Observemos que:

1 1
lim f;(x) = lim —= = 4+, lim f(x) = lim — = +oo,
x—0 1x) x—0 X2 x—0 2lx) x—0 x4
lim g;x)= lim x*=0¢e lim gx) = lim x2=0
x— 0 x—0 Xx—0 x— 0
Mas:
. . 1 2 5
lim (f - g)(x) = lim (= -x*|= lm x>=0e
x—0 x—0 \X X—0

1 1

lim (fy - X) = lim <—~x2)= lim — = +o
X_O(z g2)(x) Jim e Jim 2

58. Teorema

Se lim f(x)=+» e lim g(x) = +o°, entdo Ilim (f- g)x) = +oo.
X—a X—a X—a
Demonstracao:
Se lim f(x) = +%, entdo existem VM >0 e 8, > 0 tais que, se
X—a
0<|x—al <38, entdo f(x) >VM; ese lim gx) = +, entdo existem VM >0 e

X—a
3, > 0 tais que, se 0 < |x — a| < §,, entdo g(x) > VM.
Considerando & = min {84, 85}, temos para todo M > O, existe 8 > 0O
tal que se 0 < |[x — a| < & entdo f(x) - g(x) > VM - VM = M.

59. Teorema

Se lim f(x) =+ e lim gkx) = —w, entdao lim (f- g)(x) = —oo.
X—a X—a X—a

A demonstracao deste teorema é feita de modo analogo a do teorema anterior;
portanto, ficara como exercicio.
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60. Teorema

Se Iim f(x)= —» e Ilim g(x) = —o, entdo lim (f- g)(x) = +oo.
X—a X—a X—a

Demonstrar este teorema a titulo de exercicio.

61. Observacao

Se lim f(x) = +% (ou —») e lim g(x) = +o (ou —»), entdo ndo podemos
X—a X—a

estabelecer uma lei geral para lim (é)(x).
X—a

Por exemplo, consideremos as funcoes f(x) = x_12 gX) = — e h(x) = —
definidas em R*.

Observemos que:

. ) 1 . . 1
lim f(x) = lim — =+, lim g(x) = lim — =+ e
Xx— 0 X—0 X x—0 x—0 X
lim h(x) = lim —%=—°°
x—0 x—0 X
Mas:
1
X
lim (—)(x)= lim |77 | = lim x2=0
x—0 Xx—0\|— x—0
X4
S
l (g>() I = '
im (=|(x) = lim = lm —— = =
XxX—0 h x—0 —i x—0 X2
X2
1
X2
lim (—)(x)= lim 1 |= lim (-1)=-1
x—0 x—0 - x—0
X
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62. Teorema

Se lim f(x) = +o, entao Ilim 1 =0
X—a x—a T(X)
Demonstracao:

Se lim f(x) = 4+, entdo existem M > 0 e § > O tais que, se 0 < |x — a| < §,
X—a
entao f(x) > M.
Mas:
1 1
fx)>M>0 o [fx)| >M < |—‘ <=
f)] "™

1 .
Tomando € = V temos para todo € > 0, existe 8 > O tal que, se

0<|x—al <3, entdo

S O‘ < ¢ e, portanto, lim L = 0.

f(x) x—a f(x)
63. Teorema
. ~ ) 1
Se lim f(x) = —o, entdo lim —— =0
X —a x—a T(X)

A demonstracao ficara a cargo do leitor.

64. Teorema

Se lim f(x) =0, entdao lim i‘ = +o0
X—a x—a | T(x)
Demonstracao:

Se lim f(x) = 0, entdo existem ¢ > 0 e § > O tais que, se 0 < |[x — a| < 3,
X—a

entdo |f(x)| < e.

Mas:
1 1
fX)<e & |—| >—
7l ‘f(X) ‘ €
Tomando M = % temos para todo M > O, existe 8 > O, tal que, se
~ 1 .
0<|x—al <3y, entio |——| > M e, portanto, lim |[—| =
f(x) x—a | f(x)
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65. Observacio

Se existir & tal que para todo x que satisfaca 0 < |[x — a| < & tenhamos
1 1
f(x) > 0,entao lim ™ = lim Ty | = +.
X—a X—a

Se existir & tal que para todo x que satisfaca 0 < |x — a] < & tenhamos
f(x) < 0, entao:
1

fx) =

lim lim — [Fn)

X a X a

66. Antes de prosseguirmos, facamos um resumo dos teoremas apresentados,
lembrando que as proposicoes permanecerao validas se substituirmos o simbolo
IIX — all por llX — a+ll ou "X — a—ll

/

~

Dados Conclusao
lim f(x) = +oo lim g(x) = +o lim (f + g)(x) = 4o
X—a X—a X—a
lim f(x) = — lim gx) = —x lim (f+ g)(x) = —»
X—a X—a X—a
+ose b>0
li f(x) = +oo li =b#0 i . =
Jim ) Jim g Jim (f - @) { —wse b<0
. _ . _ ) —»ose b>0
x“—rpa f(x) = —o0 x“—r»na gx)=b #0 X|£na (f-g)Xx = { towse b<O0
lim f(x) = +o lim g(x) = +x lim (f-g)x) = +o=
X—a X—a X—a
lim f(x) = +o lim g(x) = — lim (f-g)x)= —o
X—a X—a X—a
lim f(x) = — lim g(x) = —o lim (f-g)x) = +o
X—a X—a X—a
lim f(x) = + im L
x—a T T
lim f(x) = —c lim 1 =
X—a x—a f(x)
lim f(x) =0 : 1 ‘ _
\_ x—a x“—ma f(x) i J
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Nao poderemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:

Klim f(x) = +o0 lim g(x) = +» lim (f—g)x)="7? \
X—a X—a X—a
lim f(x) = — lim g(x) = — lim (f— g)x) =2
X—a X—a X—a
lim f(x) = +c lim g(x) = —o lim (f + g)(x) = ?
X—a X—a X—a
lim f(x) = +o0 (ou —oo) lim gx) =0 lim (f- g)x) =2
X—a X—a X—a
lim f(x) = +o0 (ou —o) lim g(x) = — (ou +) im ——(x) =2
%—» a X—a x—a & /

III. Limites no infinito

+
67. Seja a funcao f definida por f(x) = X+ 2 para todo x real e x # 0. Atribuindo

a x os valores 1, 5, 10, 100, 1000, 10000 e assim por diante, de tal forma que x
cresca ilimitadamente, temos:

( X 1 5 10 100 1000 10 OOO\

Kf(x) 3 1,4 1,2 1,02 1,002 1,0002)

Observamos que, a medida que x cres-
ce através de valores positivos, os valores da
funcao f se aproximam cada vez mais de 1,
isto €, podemos tornar f(x) tao préximo de 1
quanto desejarmos, se atribuirmos a x valo- nvnooo T
res cada vez maiores.

Escrevemos, ent3o: X
. X+ 2
lim =1

X — +oo X
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68. Definig¢ao

Seja f uma funcao definida em um inter-
valo aberto Ja, +[. Dizemos que, quando x
cresce ilimitadamente, f(x) se aproxima de

L e escrevemos:

M fx) =L

X — 4+

se, para qualquer numero € > O, existir
N > O tal que se x > N entdo |[f(x) — L| <e.

Em simbolos, temos:

im ) =L o (Ve>0,AN>0|x>N = [fix) < — L| <¢

X — 4+

X+ 2

69. Consideremos novamente a funcdo f(x) = . Atribuindo a x os valores

-1, -5, —10, —100, —1 000, —10000 e assim por diante, de tal forma que x de-
cresca ilimitadamente, temos:

( X -1 -5 —-10 —100 | —1000 —1000(“

kf(x) -1 0,6 0,8 0,98 | 0,998 O,9998j

Observamos que, a medida que x decresce com valores negativos, os valo-
res da funcao se aproximam cada vez mais de 1, isto &€, podemos tornar f(x) tao
proximo de 1 quanto desejarmos, se atribuirmos a x valores cada vez menores.
Escrevemos, entao:
X+2

lim 1

X — —0
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710. Definigao

Seja f uma funcao definida em um in-
tervalo aberto ]—o, a[. Dizemos que, quando
x decresce ilimitadamente, f(x) aproxima-se
de L, e escrevemos:

lim f(x) =1L

X — —0

se, para qualquer numero ¢ > O, existir
N < O talque se x <N entdo |[f(x) — L| <e.

Em simbolos, temos:

R

=2

lim fx)=L e (Ve>0, IN<O|x<N = [f(x) — L| <¢)

X — —oo

71. Seja a funcdo f(x) = x2, definida para
todo x real.

Atribuindo a x os valores 1, 5, 10, 100,
1000 e assim sucessivamente, de tal forma
que x cresca ilimitadamente, temos:

( X 15| 10 100 1000 \

WX) 1 [ 25| 100 | 10000 | 1000000

YA

<y

Observamos que, a medida que x cresce através de valores positivos, os valo-

res da funcdo também crescem ilimitadamente. Em outras palavras, dizemos que po-

demos tornar f(x) tao grande quanto desejarmos, isto €, maior que qualquer ndmero

positivo, tomando para x valores suficientemente grandes, e escrevemos:

lim =
oo f(x) = +o
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72. Se agora atribuirmos a x os valores —1, —5, —10, —100, —1000 e assim
sucessivamente, de tal forma que x decresca ilimitadamente, temos:

( X -1 -5 —10 —100

Kf(x) 1 25 100 10000

Observamos que, a medida que x decresce através de valores negativos, 0s
valores da funcao crescem ilimitadamente. Em outras palavras, dizemos que pode-
mos tornar f(x) tao grande quanto desejarmos, isto €, maior que qualquer nimero
positivo, tomando para x valores negativos cujos médulos sejam suficientemente

grandes, e escrevemos:
lim f(x) = +

X — —o0

13. Defini¢oes

Seja f uma funcdo definida em um in- i
tervalo aberto ]a, +oo[. Dizemos que, quando
x cresce ilimitadamente, f(x) cresce também
ilimitadamente, e escrevemos:

M fx) = +o0
X — +o

se, para qualquer ndmero M > O, existir

N > 0 tal que se x > N entao f(x) > M.

Em simbolos, temos:

X — +o©

[ im  fx) =+ < (YM>0, N>0|x>N = f(x) > M) ]

Coloquemos com simbolos as definicoes de:
im  f(x) = —oo, . Iim_OO flx) = +o e lim f(x) =

X — +© X— —®

—00

X — +o©

[ M  fx) =~ & (VM <0, IN>0]x>N = f(x) < M) ]
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[ lim fx) =+ < (YM>0,IN<0|x<N = f(x) > M) ]
X — —o0

X — —©

[ lim f(x)= —» < (VM <0, IN<O0|x<N = f(x) < M) ]

Para concluirmos algo com relagao ao comportamento dos valores da funcao
quando x crescia ou decrescia ilimitadamente, construimos uma tabela de valores de
x e f(x). Vejamos como chegar a mesma conclusao, sem construirmos essa tabela.

74. Teorema

SeceR,entdo Iim c¢c= Ilim c¢c=c.

X — 4o X — —o0

Demonstracao:

A demonstracao é bastante simples, ja que
Ve> 0,IN>0|x>N=0=c—c|l<e
€ trivialmente verdadeira e portanto:

im c=c
X — 4+

75. Teorema

Se n é um ndmero inteiro e positivo, entao:
) lim x"= 4w

X — +0
. +o0 se n € par
) lim xn = { > P
X — —00 —o se n é impar
Demonstracgao:

Faremos a demonstracao de Il por inducao sobre n.
1° caso: n é impar
A proposicao é verdadeira para n = 1, pois

(YM< 0,M<0|x<M = x<M) = lim x=—

X — —00
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Supondo que a proposicao seja verdadeira para n = p, mostremos que € verda-
deiraparan=p + 2,isto é,se lim xP= —wentdo Ilim xP*2= —oo,

X — —oo X — —oo

De fato, por aplicacoes sucessivas dos teoremas ja vistos, temos:

lim xPT2= lim (xP-x3) = lim xP- lim x2
X— —x® X — —® X — —o© X — —o0
Mas lim x2= 1lim x - Ilim x=+w e Ilim xP= —o. Portanto,
X — —o0 X — —o0 X — —o0 X — —0
lim xPt2=—wx

As demonstracoes para o caso em que n € par e da parte | ficam como
exercicios.

76. Teorema
Se n é um numero inteiro positivo, entao:
. 1
) lim —=20
) lim . 0
Demonstracao:
Fica como exercicio.
77. Teorema

Se f(x) = ag + a;x + ax%2 + ... + a,x", a, # 0, € uma fungdo polinomial,
entao:

lim fx)= Ilim (@x" e Ilm f(x)= Ilm (a,x")
X — +o X — +o X — —® X — —®
Demonstracao:

Por aplicacoes sucessivas das propriedades e teoremas, temos:

lim f(x) = lim (ag+ a;x + axx2 + ... + ax") =
X — 4+ X — 4+
) a a a
= lim |ax" | =% +—1=+ 2_2+...+1) =
X — 4o apx"  apx" apx"
) . a a a .
= lim (ax") - lim < o=l —2— 4 4 1) = lim (ax")
X — +oo X — +oo aan aan aan X — +oo
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pois:
. a a a
lim ( On nl T n2_2 .+1)=
X — +o \ apX anX anX
= lim =% lim =+ lm —=L. lim ——+
X— +%© dn x— +to X X— +o dy X— +» X
+ lim =% lm ———+..+ lim 1=1
X— 4% 3y x— +x X X — +o»

78. Teorema

Se f(x) = ap + a;x + ax? +

+ box? + ... + bx", b, # 0, sdo fungdes polinomiais, entéo:

. f(x . a . f(x . a
lim 0 _ lim (—”x”‘m)e lim (L lim (—”x”‘m>
Xx— 4o gX)  x— +x \bpy x——o g(X) x— —x\bpy
Demonstracao:
im f(x) i B0t ax + a2 + ... + ax"
x— 40 gX)  x— +% by + byx + box2 + ... + bx™
a a a
anx”< o — 2_2+...+1)
) ax"  ax" apx"
= l|im =
X — +o© m bo bl b2
PmX 1 — .+ 1
b X™ b x™ by x™
a a a
aX a>(:“+ax"1‘1+ax”2‘2 -+l
= lim n lim L . . =
X — +0oo bmxm X — +0o0 bo bl bQ +1
bpx™  bxM~ 1 pxM~2
— n n—m — i an n—m
= l|im — - X - 1= lim —X
X — +% \ by X — +o \ b,
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75.

76.

77.

78.

79.

O INFINITO

EXERCICIDS

Encontre:
a) lim (4x2 — 7x+ 3) c) lim (5x3 —4x2 —3x + 2)
X — +® X — —®
b) lim (=3x3+2x2—5x+3) d) Ilim (3x*— 7x3+ 2x2 — 6x — 4)
X — +o X — —®
Solucao
a) lim (4x2 — 7x + 3) = (4x2) = +x
X — +
b) lim (=3x3+2x2—-5x+3)= Ilim (=3x3) = —»
X — +© X — +©
c) lim (Bx3—4x2—3x+2)= Ilim ((6x3) = —x
X — —o© X — —®©
d Iim @x*—7x3+2x2—-5x—4)= Ilm @Bx*% =+
X — —o0 X — —o0
Encontre:
a) lim (2x + 3) d) lim 4 —x3
X — 4o X — +
b) lim (4 — 5x) e) lim (3x3—4)
X — —®© X — —©
c) lim (5x2 — 4x + 3) f) lim (8 —x3)
X — Fo X — —®
Encontre:
a) lim (x"—1),n& N* c) lim (c-x),ceR*
X — + X — +
b) lim (1 —x),n e N* d)  lim (i) ¢ € R*
X — —0 X — —oo \C
Encontre:
a) lim Yx2—2x+ 2 b) Ilim Vx2—-3x+5
X — +oo X — —o
Encontre:
a)  lim 3x + 2 o lim 5x2 — 4x + 3
X—-+005X_1 X — +o 3x + 2
5 — 4x 4x — 1
li li ———
b Im X3 O MM 3@t ex -2
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Solugao
A T o2 e g =
x_-+oo5X_1 X — +o 5x x—>+005 5
: 5—-4x —4x oy
b) X_“.nloo 2x — 3 - X—“-nloo 2x B x—“-rrloo ( 2) =2
X — +o 3x + 2 _x—>+oo 3X_x—>+oo 3 -
4x — 1 4
li —— = i — = i ——
d) X_I.rn—oo 3X2+5X_2 x—|>—oo 3 2 x—[rn—oo 3x 0
80. Encontre:
a2 lim 3 —2x ) lim x2+x+1
X — +0o0 DX + 1 & x—»—oc(X+1)3_X3
, 4x — 3 . (2x — 3)3
o) WM 32 oM XX+ Dx + 2)
o lim 22 ) lim (3x + 2)°
X— 4o X+ 1 X — —oo 2X(3x + 1)(4x — 1)
, x3—1 ) . (2x — 3)3(3x — 2)?
d) X —|I>rn—:>o X2 + 1 J) X—lln:]koc X5
2-3x+4 +2) —(x = 1)
e) lim ————n K lim *F2 Xl
x—>+cx33X +5X _6X+2 X — —0 (2X+3)
, X2 + 4
f X—ll.rn—oo 8xd—1
81. Encontre:
’ VX2 — 2x + 2 b i VX2 — 2x + 2
a) X—I.rr—}—oo X+ 1 )X—I.rn—oc X+ 1
Solucao
Observemos que:
lim Vx2—2x+2= Ilim Yx2—2x+ 2=+, |lm (x+ 1) = +x,
X — +x X— —® X — +x
. -~ aa . . +oo +oo
lim (x + 1) = —o e nao tém significado os simbolos —— e ——.
X — —© +o0 —
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Notemos que:

O INFINITO

2 2 2 2
2(19 - £ 4+ = 1—— + —
\/x2—2x+2_\/x (1 X+X2>_|X| X X2
x+1 X+ 1 a ( 1)
Xx|1+—
X
e portanto:
2 2 2 2
W —2x+2 L e
im —— = Iim = |lim —=1
X — +o0 x+ 1 X — +oo 1 X — 400 1
x(1+— 1+—=
X X
/ 2 2 / 2 2
_ _£ ., = I
W2 —2x+2 ) X1 erx2 . x+x2
e lim — a lim 1 = lim —1=—1
e d) e ael
X X
82. Encontre:
Vi VX2 4+ x + 1 - x2
a im — e im —
x— -+ X+1 x— +eo 1+ xVx
, VX2 +x + 1 , x + Vx
b) lim ——— f) lim 5
X — —© x+1 X — —oo X*+ 1
o fim XS5 9 lim
x— -+ X+ 1 x— — \x3 — 1000
, 2x2 —3x — 5 . T 1
d Iim — h) lim ———
X — —o0 \]x4—|—1 X — +oo X+ 1
83. Encontre lim (VX2 + 3x + 2 — x).
X — +oo
Solucao
Observemos que
lim Vx2+3x +2=+x e lim (x) = +%, mas carece de significado
X — +o X — +0o
0 simbolo (+%) — (40).
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Para obtermos o limite procurado, multiplicamos e dividimos

(VX2 + 3x + 2 — x) por (VX2 + 3x + 2 + x). Assim, temos:

T x = PP 2 X (W 32+«
VX2 + 3x + 2 + X

_ 3x + 2
VX2 + 3x + 2 + x
Notemosque lim (3x+2)= +c%, lim (\/x2+3x+2+x)=+oo eo
X — +o X — oo

, +oo . L ~
simbolo —— nao tém significado. Fazemos entao:

+ 0
2 2
X({3+— 3+ =
33X+ 2 _ ( x) _ X
N2 3 2
x=+3x+2+x x<,1+§+%+1) 1+=+5+1
X X X X
e portanto: )
34+ =
. . X 3
lim (\x2+2x+3—x = lm 3 5 =5
= e X +e \/1+—+—2+1
X X

84. Encontre:

a) lim (V@+3x+4-x e Ilm (x+1-Vx2—1)

X — +o X — +o

b) lim (V@+3x+4-x f) lim (\x2—4x+5—Vx2— 3x + 4)
X — —oo X — +oo

¢ lim (x+4-Vx—-2) g lm (x— 2+ 4
X — +© X — +©

d) lim (X2 —x+1—x hy lim (VX2 +ax + Db — x)

X — +o X — 4o

85. Encontre:

a)  lim X+ 3@ — Bx2 — 2 o fim VX2 +2x + 4 — x
X — +o Ve + 1 x— 4o X —Vx2 —x + 1

b i Vx — VX + 1
) X_I.nlw VX +2 —Vx+ 3
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86. Encontre:

a) Iin]r (\lx+ x+\/;)
o) lim VXX

X — 4o X

i Vx o+ W%+ W
C) X_I.nloo V4x + 1

87. Mostre pela definicao que:
a) lim x2=+4w b) lim x2=+w

X — 4o X — —o©

88. Mostre pela definicao que:
a) lim x3=+4w b) lim x3=-»

X — 4+ X — —©

IV. Propriedades dos limites no infinito

O INFINITO

Veremos em seguida dez teoremas cujos enunciados serao apresentados com
0 simbolo "x — 4" e nao perdem a validade se esse simbolo for trocado por
"x — —", Estes teoremas sao basicamente os apresentados nas propriedades dos

limites infinitos, com adaptacoes para aplicacdes de limites no infinito.

79. Teorema

Se lim f(x)=+o e Ilim gXx) = +w, entao Ilim (f+ g)x) = +w.

X — 4+ X — 4+ X — +oo

Demonstracao:

Para provarmos que lim (f + g)(x) = +, devemos provar:
X — 4o

YM>0,aN>0|x>N = (f+ gx) >M
Temos, por hipotese:

, . . M
lim f(x)= +oo, isto €, se tomamos — > 0, vem:
X — 4oo 2
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v%>o, N, >0 |x>N; = f(x)>%
e lim g(x) = +«,isto &, se tomamos % > 0, temos:
X — +%
V%>O, 3N2>O|X>N2 = g(X)>%
entao, considerando N = max {N;, N,}, decorre:
YM>0,aN>0|x>N = f(x)+g(x)>%+%=

Faremos a apresentacao dos enunciados dos demais teoremas e deixaremos
a cargo do aluno as demonstracoes.

80. Teorema

Se |lim f(x)=—-oe I|lim g(x)=—w, entao Iim (f+ g) = —co,
X — +o X — Foo X— +o

Observagao:

Se Ilim f(x) = +w, Ilim g(Xx) =+, Ilim h(x)=—we Ilim i(x)= —oo,
X — +oo X — t+o X — t+ X — t+o

nao podemos estabelecer uma lei geral para os seguintes limites:
lim (f—g), Ilim (h—=0x) e lim (f+ h)(x)
X — +o X — +oo X — +
Por exemplo, consideremos as fungoes f(x) = 3x — 2 e gx) = 3x + 5
definidas para todo x real. Observemos que:

lim (3x—2)=+xe Ilm (3x+ 5)=+w
X — +o© X — +o©

e calculemos:
lim (f=g)x) = lim [f(x) — g(x)] =

X — +oo X — +®
= lim [(3x—2)—(3x+5H)]= Im (=7)=-7
X — +o X — +o©

Se considerarmos as fungdes f(x) = 3x2 — 7x + 1 e g(x) = 2x2 + 2x — 3
definidas para todo x real, teremos:
lim (3@ —7x+1) =+ e lm (22 + 2x — 3) = +o

X — +o© X — +oo
mas |lim (f—g)x)= Ilim [f(x) — gx)] =
X — +oo X — +oo
= lim [32-7x+1)—(2¢+2x-3)]= lim (x2-9x+4)=+o
X — +x X — +oo
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81. Teorema
Se Ilim f(x)=+» e lim g(x)=b # 0, entdo:
X — +o© X — +o

[)seb>0 entdo Ilim (f-g)x) = +o
X — +oo

I)seb <0 entao Iim (f-g)(x) = —
X — 4

82. Teorema

Se Ilim f(x)=—-» e Ilim g(x)=b+#0, entdo:

X — +oo X — +oo
[)seb>0 entdgo Ilim (f-g)x) = —o
X 4o
I)seb <0 entdgo Ilim (f-g)x) = +x
X — +o
Observacao:
Se lim f(x) = +o (ou —») e |lim g(x) =0,
X — +o© X — +oo
em que g nao é a fungao nula, entdao nao podemos formular uma lei geral para
lim  (f- g)x).

X — +oo
Por exemplo, consideremos as fungdes f(x) = 2x + 1 e h(x) = xX2 — 4

1 1 definida em R — {1}.

definidas para todo R e a funcao g(x) = "

Observemos que:

lim f(x)= lim 2x+ 1) =+
X — 4o X — 4o

lim hx)= Ilim (x2—4)= 4w
X — +o X — +o0o0

im gx= lim —=— =0

X — +® X— 4o X — 1
mas lm (f-gM= lim [fx)-gx)]= lim =T _2
X — +0oo X — 400 X — 400 X —1
x> — 4
lim (h-gx)= lim [hKx) -gx)]= Ilim —— =+
X — 4o X — 400 X — +o0 X—l

83. Teorema

Se lim f(x)= +o e Ilim gx) = +w», entdo lim (f-g)(x) = +oo.
X — +oo X — +© X — +o
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84. Teorema

Se Ilim f(x) =+ e Ilim g(x) = —», entao Ilim (f-g)(x) = —o.
X — 4o X — +oo X — +o

85. Teorema

Se Ilim f(x)=—o e Ilim g(x) = —», entdao Ilim (f-g)(x) = +o=.
X — +o© X — 4o X — +o
Observacao:

Se Iim f(x) = +o (ou —») e lim gXx) = +o% (ou —«), nao pode-
X — +oo X — +oo

mos estabelecer uma lei geral para  lim (é)(x).
X — +
Por exemplo, consideremos as fungbes f(x) = 2x — 3, gx) = 3x — 4 e
h(x) = x2 — 4x + 3 definidas em R.

Notemos que:

lim )= lim (2x — 3) = 4o
X — +© X — 400
lim gx)= Im (3x—4) =+
X — +o X — +o©
lim hx) = lim (x2—4x+ 3)=+x
X — +x» X — +oo
mas  lim <i)(x) — gim AW, 2XZ8 2
X— +o \ g X— 40 gX) x—+40 3x—4 3
2 _
im (ﬂ)(x) T i et B
X— 4o \ g X — 4o g(X)  x— 4o 3x—4

86. Teorema

1
Se Ilim f(x) = +w, entao |lim ——=0.
X — +oo () X — +oo f(X)
87. Teorema
1
Se Ilim f(x) = —», entao |lim ——=0.
m,, T ML T

88. Teorema

Se lim f(x) =0, entao Ilim
X — +o X — +
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Observagao:

O INFINITO

Se existir N > 0 tal que para todo x > N tenhamos f(x) > O, entao:

lim ——
X — +oo f(X)

lim
x — 4o f(X)

ou se existir N > 0O tal que para todo x > N tenhamos f(x) < 0, entao:

lim ———
x — 400 f(X)

89. Resumo

f(x)

X — 4+

= —0

Faremos agora um resumo dos teoremas apresentados, lembrando que as
proposicoes continuam verdadeiras se trocarmos o simbolo "x — +®" por "x — —oo",

~

Dados Conclusao
lim f(x) = +o lim g(x) = +ow lim (f + g)(x) = +oo
X — +m X — + X — +o0
lim f(x) = —o lim gx) = —ox lim (f+ g)(x) = —o0
X — +o0 X — + X — +oo
lim  f(x) = +o lim g(x)=b #0 : txse b>0
A, ) xom , 8 X_'[”loo(f’g)(x):{—ocseb<0
lim  f(x) = —o0 lim g(x)=b #0 , —»se b>0
x—»+oo() x—»+oog() X_'[”]rm(f'g)(x):{+ocse b<0
lim  f(x) = +oo lim  g(x) = +o lim (f-g)Xx) = +o
X — +o© X — oo X — +o
lim f(x) = +o lim gx) = —» lim (f-g)(x) = —
X — +o X — + X — +o0
lim  f(x) = —oo lim gx) = —o lim (f-g)x) =+
X — + X — +o X — +00
lim  f(x) = +oo im — -0
X — Fo® X —I-nloo f(x)
lim  f(x) = —c lim ——=0
X — +% X — +oo f(X)
lim f(x)=0 lim - 1w
K X — +oo X — 4o X /
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Nao podemos estabelecer uma lei para os seguintes casos:

lim  f(x) = + lim  gx) = +w lim  (f — g)(x) = ?\
X — +o X — +o X — +o

lim  f(x) = —o0 lim gx) = —o lim  (f — g)(x) = ?
X — +oo X — +® X — +o

lim  f(x) = 4+ lim gx) = — lim  (f + g)(x) = ?
X — +o X — +o X — +%

lim  f(x) = +% (ou —) lim gx) =0 lim (f-g)x) =?
X — +o X — +oo X — +o©

lim  f(x) = +o (ou —o0) lim  gx) = +oo(ou —®) | Iim <i>(x) _
X — +o© X — +® X— 4o \ g J
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Complementos
sobre Iimites

I. Teoremas adicionais sobre limites

90. Fungao limitada
Definicao

Dizemos que uma funcao f, definida em A, é limitada em B C A se existir
um ndmero M > O tal que, para todo x pertencente a B, temos [f(x)] < M, isto &,
M < f(x) < M.

Em simbolos:

[ félimtadaemB < (AM > 0| x €B = [f(x)] < M) ]

/\ -
AN R A A

Decorre da definicao que, se f é limitada em B, entdao existem a e b reais tais
que, para todo x € B, vale a < f(x) <b.
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COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

Exemplos:

1°) A fungao f(x) = cos x € limitada em
R, pois —1 <cosx=<1,x€E R.

\J

x

29) A funcdo f(x) = x3 + 1 ndo é li-
mitada em R, mas é limitada no intervalo
[—1, 1], pois —2 < x3 + 1 < 2 para todo
xEe[-1,1].

% /

91. Teorema

Se lim f(x) = b, entao existe um intervalo aberto | contendo a, tal que f é
X—a

limitada em | — {a}.

Demonstracao:

Devemos provar que se lim f(x) = b, entao existem M > 0 e & > O tais
X—a

que se 0 < |x — al <& entdo [f(x)| <M.
De fato, se Xlima f(x) = b, tomando € = 1 na definicao de limite, temos:
e=1,I>0]|]0<|x—al<d = [fx) — bl <1

mas [f(x) — b| = [f(x)| — |bl

e portanto:
Ifix) — bl <1 = [fx)) — bl <=1 = [fx)| < |b] +1

pondo M = |b| + 1, temos:
IM>0,F>0|0<|x—al<d = [fx))| <M
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COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

92. Teorema da conservacgao do sinal

Se lim f(x) = b # 0, entdo existe um intervalo aberto | contendo a, tal que f

conserva )(()_r;la(]esmo sinal de b em | — {a}.
Demonstracao:
Sendo Xli_rpa f(x) = b, tomando € = % na definicao de limite, temos:
8=%, B>0|0<|x—al<d = |f(x)—|o|<|2LI =

= b—|2l|<f(x)<b+|3l|

Se b > 0, entdo, para todo x tal que 0 < |x — a|] <3, vem

f(x)>b—|21|=b—%=%>0 = f tem o mesmo sinal de b.
Se b <0, entdo, para todo x tal que 0 < |x — a|] <8, vem

f(x)<b+|2L|=b—%:%<O = f tem o mesmo sinal de b.

93. Teorema do confronto

Se lim g(x) = lim h(x) =b e se f é tal que g(x) < f(x) < h(x) para todo
X—a X—a

x € 1 — {a}, em que | € intervalo aberto que contém a, entao lim f(x) = b.
X—a

Demonstragao:

Sendo Ilim g(x) = lim h(x) = b, entao, para todo € > 0, existem &, > 0O
X—a X—a

e 8, > 0O tais que:
O<|x—al<d = lgx)—bl<e=>b—-e<gx)<b+e
O<I|x—al<8 = |hx)—bl<e=>b—-e<hx)<b+e

Sendo & = min {34, 8,}, temos para todo € > O, existe 3 > 0 tal que
O<|x—al<d=b-e<gx)<fX)<hx)<b+e =

=>b-e<fX)<b+e= [f(x) — bl <e
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isto é:
lim f(x) =b
X—a
"Se Iim g(x) = lim h(x) =b e sefétal que g(x) =< f(x) < h(x) para
X — 4o X — +o©o
todo x € Ja, +eo[ entdao lim f(x) =b."
X — +o
Demonstracao:
Sendo lim g(x) = lim h(x) = b, entdo, para todo ¢ > 0, existem
X — +oo X — +oo

N; >0 e N, > 0 tais que:

x>N; = [gx) —bl<e=>b-e<gx)<b-+e

x>N, = |h(x) —b|<e = b—-e<hx)<b+¢

Sendo N = max {N4, N,}, para todo € > 0, existe N > O tal que
X>N=>b-e<gx)sfx)=shx)<b+e=>b—-e<fix)<b+e=

= [f(x) — b] <e

isto €&, lim f(x) =b.
X — +00

Observacao: O teorema continua valido se substituirmos "x — +o" por
"X = —" e Ja, +oof por ]—oo, al.

94. Teorema

Se Iim f(x) = b e lim g(x) = c, com b < c, entdao existe um intervalo

aberto | c);;;;]ndo a, tal qu; Exz; < g(x) em | — {a}.
Demonstracao:
Sendo Xlima fix) =b e xlima g(x) = ¢ e tomando ¢ = na definicao
de limite, decorre que existem 8, > 0 e &, > O tais que:
0<|x—al <8 = [fx) —b| < C;b = 3b2_c < fx) < 2
0<|x—al<8, = lgx) —c| < C;b = b;rc <g(x)<¥

Tomando & = min {34, §,}, temos:

38>O|O<|x—a|<8:>f(x)<%<g(x) = f(x) < g(x)
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II. Limites trigonomeétricos

95. Teorema

lim senx =sena, VaeR
X—a

Demonstracao:

Para demonstrarmos que lim sen x = sen a, provemos que

X—a
lim (senx —sena)=0, jaque lim senx=sena < lim (senx —sena)= 0.
X—a X—a X—a
Temos, da Trigonometria,
X—a X+ a X+ a -
0 <|senx — sena| = |2 sen - COS = |2 cos en
2 2 2 2
X — a X — a X+ a
mas [sen——| =< |[—=—| e |2 cos < 2.
2 2 2
Entao:
X—a

O<|senx —sena|l <2 = 0=<|senx —senal <|x — al

Considerando as funcdes g(x) = 0, f(x) = |[senx — senal e h(x) = |x — al e
notando que
lim gx) = Iim 0=0
X—a

X—a
lim h(x) = lim |x —al=0
X—a X—a

Segue-se pelo teorema do confronto que lim |senx — senal = O e, portanto,
X—a

lim |senx —senal =0, ouseja, lim senx = sen a.
X—a X—a

96. Teorema

lim cosx =cosa, VaeR
X—a

A demonstracao deste teorema, que € feita de modo andlogo a do anterior,
ficara como exercicio.
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97. Teorema

I

lim tgx=1tga, Va#* = +km ke ”Z
X—a 2
Demonstracao:
sen x lim sen x sen a
. . X—a
lim tgx = lim =7 =
X —a x — g COS X X|macosx cos a

—tga

98. Teorema (limite trigonométrico fundamental)

Demonstracao:

Da Trigonometria, temos:

n
a) O<x<§: senx < x<tgx =

1 1 1

senx ~ x ~ tgx (D

=

b) —%<x<0:senx>x>tgx:

1 1 1
= senx<Y< g x (2)

Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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Multiplicando as desigualdades (1) e (2) por sen x, resulta:

m (senx>0) senx _ senx _ Senx sen x
a) 0<x<—+ = 1>——>cosX
2 sen X X g x X
™ (senx<0) senx _ senx _ Senx sen x
b) 5 <x<0 —— > > = 1> > CoS X
2 sen x X tg x
Temos, portanto:
) T sen x
para —§<x<§ex¢0:cosx< <1
. sen x
Considerando g(x) = cos x, f(x) = " e h(x) = 1 e notando que
lim gx) = lim cosx=cos0=1
x—0 x— 0
lim h(x)= Iim 1=1
x—0 x—0
. sen x
pelo teorema do confronto, resulta: lim - 1

x—0

EXERCICIDS

89. Encontre:

lim sen 2x by lim sen 3x lim 1 — cos x
a) x—0 X ) ' sen 5x ©) oy X2
Solucao

sen 2x sen 2x

a) lim —— = Ilim (2-—)=2-1=2
)x—-O X x—0 2x

lim S€n 3x i 3 sen 3x 5 \ _ 3 1.1 = 3
b)xl_r:nosenSX_xl_mo 5° 3x senbx/ 5 - -7 5

i 1—-cosx i (1 — cos x)(1 + cos x)
&) A X2 s x2 - (1 + cos x) -
— i (sen x)? 1 _1
= x2  "1+cosx/ 2

8 | Fundamentos de Matematica Elementar



COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

90. Encontre:

x—0 2X X—0 bx
b) lim M g) lim 1 — cos x
x—0 Ssenx X —0 X
C) lim m h) lim 1- 2eC X
x—0 Dbx X0 X
d) lim 3&nax ) lim Xt senx
x — 0 sen bx x—0 __ x
e) lim 182X i) lim L= cosx
x—0 3X x—0 X-Senx
91. Encontre lim S€NX—sena
X—a X—a
Solucao
Da Trigonometria, temos:
X —a X+ a
senx —sena = 2 sen . oS
2 2
Entao: s
X —a X +a
2 sen - CcOS
. sen x — sen a .
lim =————= = — |[im 2 2 _
x—a A8 x—a X —a
X —a
e x+a
= lim ©c0s =——|=1-cosa=cosa
X—a X —a
2
92. Encontre:
a) lim SosX—cosa g) lim Senx - cosx
X—a X—a o T 1—tgx
i
b) lim gx-tga e) lim tg x —Zs,enx
x—a X~—a4a x—0  sen‘x
o) lim Secx —seca f lim Sen3x - sen 2x
x—a X—a x—0 sen x

Fundamentos de Matematica Elementar
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_ _ 3
g lim Cos 2x 5 cos 3x n) lim 1 0(2)s X
x—0 X x—0 Sen<x
hy  lim sen(x + a) — sena o) lim sen ax — sen bx
x—0 X x—0 X
i lim cos (x +a) —cos a o) lim COS ax — cos bx
x—0 X x—0 X
1 X
—sen &
. . 2 . X — sen 2x
j) lim q) lim ———
X—ma T —X x— 0 X + sen 3x
k) lim 1 — 2cosx 0 lim 1 - (;os X
x—m w3 x—0 X
3
cos =X
— y2 5
) lim LX ) lim — 2
X — 1 Sen mXx x—1 1-—Xx
. . + — —
m) lim coSs 2x By lim V1 + senx — V1 — sen x
Xq% COS X — sen X X—0 X
93. Encontre:
a) lim x-sen 1 c) Ilim (1L —x)- tglx
x—0 X x—1 2
. 1 . ™
b) lim x-sen— d) lim cotg 2x - cotg 5~ X
X — +oo X x—0

ITI. Limites da fungcao exponencial

99. Teorema

SeaceRe O<a#1, entdo Iimoax=1.

X —_—
Demonstracao:

Para demonstrarmos que lim a* = 1, devemos provar:
0

X —

Ve> 0,B>0]0< x| <8 = |ax— 1| <e
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Supondo a>1 e 0 <e<1, temos:

ax— 1l <e & —e<a*—-1l<eo l-e<a‘<l+te o
< log, (1 —e) <x<log, (1 +¢)
mas,se a>1e 0<e<1, entdo logy, (1 —¢) <0 e log, (1L +¢)>0
e, portanto:

log, (1L —¢) <x<logy (1 +¢) & x<log, (1 +¢)e
—x<-log, (1 —¢) & x| <log, (1 +¢) e x| <-—log, (1 — e).

Assim, para todo O < & < 1, existe 8 = min {log, (1 + €), —log, (1 — ¢)}
talque 0 < |x| <& = |a* — 1| <e.

Se a>1ee=1, tomamos €' < 1 < ¢ e determinamos
d' = min {log, (1 + ¢'), —log, (1 — ¢")} tal que
O<lx<d = lax—1]<e' <¢

Deixaremos a cargo do leitor a demonstracao para o caso 0 < a < 1.

100. Teorema

SeacRe O0O<a #1, entdo Iimbax=ab.
X—»

Demonstracao:

Para demonstrarmos que lim a* = aP, provemos que lim (a* — a°) =
X—b X—b

Provemos inicialmente que lim a*~ P =1, isto é:
Xx—b

Ve> 0,8>0|0<|x—bl<d = [a*"P-1<e
Fazendo x — b = w, temos:
Ve> 0,8>0]|0<|w<d = la"—1<e

que é verdadeiro pelo teorema anterior.

Mostremos agora que Iimlo (a* — aP) = 0. De fato:
X —

li X _ b:|' b . X—b _ :b.|' X—b _ —
Jfim (@ —a%) = lim [a"- (a )] =2t lim (a 1)

=aP - [ lim aX*b—1]=a'°~[:L—1]=ab-0=0
X—b
101. Teorema

SeaceRea>1,entdo Ilim aX=+xwe Im a*=0.

X — 4+ X — —@
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Demonstracao:

Para demonstrarmos que lim a* = +o, devemos provar:
X — +o

YVM> 0,aN>0|x>N = a>M
Notemos que para todo M > 0O temos a* > M < x > log, M.

Se M > 1, tomamos N = log, M > 0 e segue que, para todo M > 1,
N=log,M >0 talque x>N = a*> M.

Se 0 < M <1, tomamos M' > 1 > M, determinamos N = log, M'

existe

>0e

segue que, para todo M < 1, existe N = log, M' > 0 talque x> N = a*> M.

Para demonstrarmos que lim a* = 0, devemos provar:

X — — 0
Ve> 0,IN<O|x<N = |[a¥ <e

Notemos que:

laX] <e & a*<e & x<log, e

Se 0 <e<1, tomamos N = log, £ <0, tal que x <N = [a¥ <e.
Se € > 1, tomamos €' < 1 < g, determinamos N = log, €' < O e

que, para todo € > 1, existe N =log,e' <O talque x <N = |a¥ <&' <e.

102. Teorema

SeaeReO<a <i1,entdo Im a=0e I|lim aX= +4oo.

X — 4o X — —o@

A demonstracao deste teorema ficara a cargo do leitor como exercicio.

103. Teorema

SeaeER,0<a #1e Iimb f(x) = 0, entdo IimIo af® =1,
X — X —

Demonstracgao:

Considerando que Iimb f(x) = O e supondo a > 1, temos:
X —_—

1) Dado &; > O, existe 8, > O tal que
0<|x—bhl<d = Ifx) <log, (1 + &) =

= —log, (1 + &) < f(x) < log, (1 + €1)

8 | Fundamentos de Matematica Elementar

segue



COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

2) Dado 0 <&, < 1, existe 3, > 0O tal que
0<|x—bl<8, = [fX) < —log, (1 — &) =
= 1og, (1 — &) < f(X) < —logy (1 — €5)

Notemos que, para ¢4 >0 e 0 <&, < 1, temos:
l0g, (1 —&5) <0 < log, (1 + &)

Entdo, para todo € > 0O, temos:

1) Se 0 <e < 1, entao existe 8 = min {384, 85} tal que
0<|x—Dbl<8d = log, (1 —g) <f(x)<log, (1 +¢) =
S 1-¢e<a®W<1+e= —e<a™®-1<e=|a™-1|<e

2) Se € > 1, entdao tomamos 0 < &' < 1 < ¢ e existe 8 > 0 tal que
O<|x—bl<d = |a™® -1 <e' <e

Assim provamos que lim af® =1 para a > 1.
x—b
Deixamos a cargo do leitor a demonstracao para 0 < a < 1, que é feita de
modo analogo.

104. Teorema

SeacReO>a#1e lim f(x)=c, entdo:

X—b
lim f(x)
lim a® =gx—=b =g
Xx—b
Demonstracao:

Por hipétese, temos Iimb f(x) = ¢, isto €, IimIO [f(x) —c] = 0.
X — X —

Pelo teorema anterior:

lim [f(x) —c]=0 = lim alf®-c=1
x—b x—b

Para demonstrarmos que lim af® = a°, provemos que Ilim [af® — ac] = 0.
b

X—b X —
Entao:
lim [a™® —al= lim a®-[a™W~-¢c—1]=
Xx—b Xx—b
=a®- lim [@®-¢—1]=a°-[ lim a®-¢c—1]=
Xx—b X—b

—a-(1-1)=a°-0=0
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COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

EXERCICIDS

Calcule:

a) lim 3*
X— 2

. 1\
0 m, (3]

Calcule:

a) lim 22x2 = 3x +1
x—3

b) lim 3%+ 6x + 2

X— —2
Calcule:
X2 — 4
a) lim 3% 2
X— 2
1 1 —x2
b) lim <§>X‘1
x—1
x3—3x+ 2
. 2 —
¢) lim 2X*tx~2
x—1

c)

i 1\
m =
X — —® (3)

lim ex
X — +oo
lim ex
X — —©

3x + 2
lim e*~ 1
x—0

4x2 + 6x — 2

lim 10 %4
X— =2

x3—6x2+ 11x — 6

li (i) X2 =3x + 2
m 3
X— 2
x—1
lim eV~ 1
x—1

x2 — 5x + 4

N
lim (=] Yx—2
xl—-4 (e>
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IV. Limites da func¢ao logaritmica
105. Teorema

SeacReO<a#1, entdao Iim1 (log, x) = O.
X—»

Demonstracao:

Para demonstrarmos que lim (log, x) = O, devemos provar:
x—1

Ve>0,38>0]0<|x—1] <8 = |log, x| <e

Supondo a > 1 e £ > 0, segue que:

llog, x| <& & —e<log,x<e @ at<x<a o
SCaf-1<x—1<a®—1masa®—1<0 e a®—1>0, portanto:

af-1l<x—1l<at-lex—1l<at-1lel-—-x<l-a‘te
o x—1<at-1elx—1<1-az=

Assim, para todo € > O, existe 8 =min{a® — 1,1 — a~ ¢} tal que:

0<|x—1]<8 = |log, x| <e.

Supondo 0 <a <1 e €>0, segue que:

llog, x| <& & —e<log,x<e @ at<x<at e
caf-1<x—1<a®—1masa*—1<0eat—1>0, portanto:

at-l1<x—-1l<af-leoex—-1l<at-lel-—-x<l-a <o
o x—1<a®t-1elx—1l<1-a

Assim, para todo € > 0, existe 8 = min{a~¢ — 1,1 — af} tal que:

0<|x—1]<8 = |log, x| <e.

106. Teorema

SeaceReO0<a#1, entdo IimIO (log, x) = log, b em que b > 0.
X —

Demonstracao:

Para demonstrarmos que lim (log, x) = log, b, provemos que:

|
X—b

lim (log, x — log, b) =0
x—b
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Provemos inicialmente que IimIO <Ioga %) = 0, isto €,
X —_—

Ve>0,3>0]0<|x—bl<d o Ioga%‘<£
Fazendo % = w, isto €, x = bw e notando que

Ix = b| = |ow — b| = |b| - [w — 1], temos:

Ve > 0, EIS‘>O|O<|W—1|<|—E|=8’<:>|Iogaw|<8

que é verdadeira pelo teorema anterior.

im (log, x — log, b) = 0.

Mostremos agora que |
Xx—b

De fato:
i (log, x — log, b) = lim_ (Ioga %) =0
107. Teorema
Se a€ER e a>1, entao Xﬂrr]roc (log, x) = +x e XirrgJ+ (log, x) = —oo.

Demonstracao:

Para demonstrarmos que lim (log, X) = + devemos provar:
X — 4+

YM>0,3IN>0|x>N = log, x > M

Notemos que, para todo M > 0, temos log, x > M < x > aM,

Assim, tomando N = aM, segue que para todo M > 0O existe N = aM > 0O
tal que:

X>N = log,x > M

Para demonstrarmos que lim . (log, x) = —, devemos provar:
x—0

YM<0,3>0[0<x<d = log,x <M

Notemos que:

loga x <M & x < aM

Assim, tomando & = aM, para todo M < O existe § = aM > 0 tal que:
0<x<d = log,x<M
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108. Teorema

SeacReO<a<i, entago lim (logy,x) = —o e lim (log,x) = +o°.
X — +oo x— 0t

A demonstracao deste teorema, que é feita de modo analogo a do anterior,
ficara a cargo do leitor.

109. Teorema

SeaeR, 0<a#1le IimIo f(x) = 1, entao IimIO [log, f(x)] = O.
X — X —

Demonstracao:

Considerando que IimIO f(x) =1 e a> 1, temos:
X —_—

1) Dado ¢; > 0, existe 8, > O, tal que
0<Ix—bl<8 = [fx) —1 <at -1 =
=5 1-a1<f(x) —1<a% -1 = 2 —a%<fx) <a%
2) Dado &, > 0, existe 8, > 0, tal que
0<I|x—Dbl<8, = [fx) —1l<1 —a2 =
D a2-1<fix)-1<1l-a%2=a@2<fx)<2-—a®
Notemos que, para ¢, >0 e &, > 0, temos 0 <a % < 1 < a°.
Entao, para todo € > O, existe 8 = min {34, 8,5} tal que:
0<|x—Dbl<d = at<fx)<a® = —e<log, f(x) <e = |log, f(x)| <e.
Com isso provamos que Xli_rlnb [log, f(x)] = O para a > 1. Deixamos a cargo

do leitor a demonstracao para 0 < a < 1.

110. Teorema
SeaceR, 0<a#1e Ilim f(x) =c>0, entao:

Xx—b

Xli_rlnb [log, f(x)] = log, [XILmb f(x)] = log, ¢
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Demonstracao:

Por hipétese, temos |lim f(x) = ¢, isto &, Iim

Xx—b
Pelo teorema anterior,

lim T

Xx—b X — C

=1 = IimIO [Iogam =

COMPLEMENTOS SOBRE LIMITES

f
© _
x—b €

Para demonstrarmos que Iimb [log, f(x)] = log, c, provemos que
X —_—

lim [log, f(x) — log, c] = O.
x—Db

Temos:

lim [log, f(x) — log, c] = lim [Ioga
Xx—b x—b

£(x)

_}:0

c

EXERCICIDS

98. Calcule:
a) lim logs x c)
X— 2
b) lim log, x d)
xX— 4 5
99. Calcule:
a) lim Jlog, x d)
X — +o
i
b) . Jﬁlm Iogl X e)
2
c) lim ¢nx f)
X — +o
100. Calcule:
a) lim log, (4x2 — 7x + 5) c)
x— —1
b) lim €n (3x2 + 4x — 2) d)
x—3
8 | Fundamentos de Matematica Elementar

lim €n x
x — e2

lim log x
x — 1000

lim logp 4 X
X — 4o

lim €nx
x— 0*

lim logq x
x— 0% 5

lim log X+ 2
X — 3 g4X+3

im o 3x2 — Bx + 2
X4 g% 2%2 —x + 2
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101. Calcule:
m l& 3T 5x+ 4 x—3  \x+1-2
- x3 ) N1 — 4x
b) lim log ——— d lim lo
)x—- g2+x )x—-—2 g\l6+ -2

V. Limite exponencial fundamental

111. Teorema
1 n
Na funcao f(n) = (1 + F) definida em N*, temos:

(1) f é crescente em N*
(2) 2 =f(n) < 3,Vn € N*

(3) existe lim f(n)
n— +o

Demonstracao de (1):

n
Desenvolvendo (1 + %) pelas férmulas do binémio de Newton (veja no livro

5), temos:

B 1\" n\ 1 n 1 n\ 1 n\ 1
f(n)—(1+F> —1+<1> F+<2) ?4'(3) ﬁ'ﬁ'..."i‘(n) F
Lembrando que <n>:n—! ara i < n, vem:

Qe )= rm—yr Paratr=n, vem
_ 1\ n 1 nn-1) 1 nn—1n-2) 1
f(n)—<1+n> 1t gy o+ =+ 3 et
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ou seja:

(1) 1 Ay, (g 1), _2
f(n)—<1+—>—1+1+§<1 n)+3!<1 n)(l n)+ +
+...+i(1—i) 1-2)(1-2 ...(1—u

n! n n 3 n
Indicando
. . I .
3 B g 5 ) e
n n 3 n n j=1 n
temos:
n—1 i
— Y 1 1 (1-4L
=2+ = 5o n
1 n + 1

Desenvolvendo de modo andlogo f(n + 1) = (1 + ] ) ,

encontramos:

_ o1 g j
tntn=2+ 3wt 1 (o)

Para demonstrarmos que f(n + 1) > f(n), devemos provar:

n—1 1 i J n—1 1 i J
a X o, (1_ n+1)> 2o, (1_F)

1 i j
o g 1L (1) >0

Prova de a:

Notemos que, paratodo jEN e 1 <j=n — 1, temos:

J Jo_ ] _J D R
n+1<n:> n+1> n:>1 n+1>:L n =
n-1 J n—1 J

:>jH1(1_n+1>>jH1(_F):>
1 n—1 j 1 n—-1 j
=>(n+1)!j1}1<1_n+1>>(1+i)!j1}1 Y

n—-1 1 n—1 J n-1 1 n—1 J
=z @+ jljl (1_ n+1)>i_21 @+ jgl (1_F>
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Prova de b:
1 " i Y. 1 " o(n+1-j)
(n+1)!jgl(l_n+1)‘(n+1)!j£[l< n+ 1 )‘
1 1 ! _ 1 1 3
T ST R R U Ul e R o L

:W>O pois n € N*

Demonstracao de (2):

Considerando que em (1) provamos que f € crescente em N*, decorre que f
assumira o menor valor para n = 1. Entao:

11
f(l):<1+T> =2

portanto f(n) = 2 para todo n € N*,

Provemos agora que f(n) < 3 para todo n € N*,
Notemos que, paratodo j€EN, 1 <j=<n — 1, temos:
n—1
1—J—<1 = I ( —J—)<1
j=1 n
e,paratodo i EN, 1 <i=<n— 1, temos:

1

1
ar i -2 O

1+i)=2 =

portanto, paratodo ieEN, jEN, 1<isn—-1e l1<j<n-—1, temos:
n—1 . n—1 n—1 . n—1
1 H( —J—><i:> 2;.1'[<:L—J—)<Zi

L+ 2! 1 (@ +0) 2y n i=2 2!

Mas 21 % € a soma dos termos de uma progressao geométrica, portanto:
i =

n—1
1 1 1 1 1 1

L oottt et r=1 51 <1

(*) Fica como exercicio provar por inducao finita que (1 + i)l = 2, Vi € N*,
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logo:
n—1 n—1 . n—1
1 gl 1
o, (1_ n)< ZT<t=
n—1 1 n—-1 J
= f(n) =2 + izzl T J_l='[1 (1+F><3

Demonstracao de (3):

Considerando que f é crescente e limitada em N*, seja L, 2 < L < 3 tal que:
1°) f(n) < L paratodo n € N*
29 se f(n) < K paratodo n € N*, entdo K= L

Mostremos que lim f(n) = L.
n— +o

De fato, para todo € > 0O, existe n; € N*, tal que f(ny) > L —e.
Tomando M = n4, temos paratodo e >0 e n>M

L—e<f(n)<fn)<L<L+eg
isto €, para todo € > O, existe M > 0 tal que:

n>M = [fin) — Ll <e

112. Definigdao do numero e

n
Chamamos de e o limite da funcao f(n) = <:L + %) definida em N*, quando

n tende a +o.
n
e = |lim (1 + i)
n— +o n

O ndmero e € um numero irracional.
Um valor aproximado de e € 2,7182818284.

113. Teorema

X
Seja a funcdo f(x) = (1 + %) definida em {x € R | x < —1 ou x > 0},

1 X
entdo lim 1+—]| =e.
X — +o X
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Demonstracao:
Sejam n e n + 1 dois ndmeros inteiros positivos e consecutivos. Para todo x

talque n<x <n + 1, temos:

1 1 1
== >

nsx<n+1 —
ﬁn X n+1:'

1 1 1
=>1+F>1+Y>1+m

Considerando que n < x <n + 1, resulta:

1 n 1\ 1n+1
<1+n+1) <(1+7> <<1+F)

Mas:
1 n+1
14—
S
1) lim <1+ 1 )z lim N -
n— +o n+1 n— 4o 1+ 1
n+1
) 1 n+1
nﬂ—n]koo<1+n+1> €
— - _& _ .
lim 1 1

”_'+°°<1+1+n>

o3 [ (8]

n— 4o n— +ow
n
= lim (1+£> - lim (1+£>=e-1=e
n n

n— +ow n— 4+«

entao, pelo teorema do confronto, temos:

X
lim <1+£> = e
X

X — +oo

114. Teorema
1 X
Seja f a funcdo definidaem {x ER | x < —1 ou x > 0} por f(x) = (:L + 7) ,

1X
entao lim 1+? = e.

X — —0

Fundamentos de Matematica Elementar | 8
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Demonstracao:
Fazendo x = —(w + 1) e notando que se x tende a —o entdao w tende a +x,
temos: ‘1)
X W
lim (1 +i> = lim ( L > =
X — —o X W— + +1

m ()" - (S
W — +oo w+ 1 w—-+oc

- (e (e (1+—ﬂ=

w
)- lim (1+i>=e-1=e
w

W — 4+

=

ElH

= lim (1 +

W — 4+

115. Teorema

x|

Seja a funcdo definida em {x € R | —1 < x # 0} por f(x) = (1 + x)",
1

entao lim (1 + x)x =e.

—

Demonstracao:

x|~

y
Fazendo x = % obtemos (1 +x)” = (1 + %) e notando que

X— 0" = y— +teo
X—0 = y— —o

temos: 1
. X 1y
lim (1L +x)" = Ilim (1 + —) =e
x— 0t y — + y
1 1V
lim @ +x* = lim (1 + —) —e
Xx— 0~ y— —® y
e portanto:
° 1
X

lim (1L +x)" =e
x—0

116. Teorema

- . 1
Se a> 0, entdao lim = {n a.
X—0 X
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Demonstracao:

Para a = 1, temos:
. a*—1 . 1* —
lim = |im

X—0 X x—0

1= im 0=0=¢n1

x—0

Supondo O < a # 1 e fazendo a*— 1 = w, temos:

dx—1l=w=oa=1+w=fnha*x=Mm{A+w =

+
=>x€na=€n(1+w)=>x=w
na
-1 i {na
Notemos que " = (a 1) Y =w I W T rw
Notando que, se x tende a zero, entdo w também tende a zero, temos:
im =L g Wna e g —— 2
— X  weop n(L+w - -
x—0 w—0 ( ) Woien(1+w)
w
. 1 {n a {n a {n a
={na- lim = 7 = = ={na
w—0 1 . 1 {ne 1
n(1l+ww £n [ I|mO 1+ w)W}
W—»

EXERCICIOS

102. Calcule:
a) ﬂrTloo (1 + %)2)(
Solucao
X — 4o X — 4

. 1 \2x .
a) lim <1+7> = lim

b) Fazendo w = % temos:

(43T~ [l 217+

. 3\ 1\3w 1\w]?
Xﬂm_oo (1 + x) y hmﬁoo (1 + W) . hmﬁoo [(1 + W) ] e
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103. Calcule: «
. 3x . 4
a) lim <1+i> e) lim (1+§)
X — oo X X — —0 X
X+ 2 X
by lim (1+i> f lim <1+3)
X — —o0 X X — +o X
X bx
S <1+i> g lim <1+i)
X — +o© X X — —o0 X
23x i X X
| — |
@ m_(1+3) v ()
104. Calcule:
3
a) lim (1_i>x o) lim (1_i)x
X — 4o X X — —0 X
2
by lim (1—3>X d) lim <1_§)X
X — —o0 X X — +o X
. + 1 \x
105. Calcule  lim (X )
X — 4o \X — 1
Solucao
x+1 \X ( 1>X
1+=
lim <X+1>X: lim | —X—| = 1im =+ X/ _
X — o \ X — X — +o0 x—1 X — +oo 1_£
X X
lim <1+3)X
_x—te\T O X) e,
im (1-1)
X — + X €
106. Calcule:
X + 4\x X—4\x*3
| |
X + 2\ X2+ 1)
| |
b) X_I.rrloo<x+ 1) e) x—l—nloo <X2_3>
im (X=3Y
C) X — —00 X+ 2
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107. Calcule:
. 2xX + 3\ . 3x + 2\
a) Xﬂ”lm<2x+1) ¢) Xﬂ”lm<3x—1>
. 2x — 1\
b) [Mim (2x T 1)
108. Calcule:
a) fim &1 o) lim &=
x—0 x—2 X~ 2
23x -1 X _ ga
b) Iim f lim ——
) x—0 X ) x—a X—a
e -1 -0
c) Xllﬂo X1 g XI[na —
321
d) Xll—r:nO 25x 1
109. Calcule:
+ +
a) fim & EX (1X X) o) lim N +2x) (1X 2X)
x—0 x—0
+ +
b) lim €1 *+X (f( X) d) lim 081+ 3% (1X 3x)
x—0 x—0

110. Calcule: lim V1 — 2x.

x—0
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LEITURA

Newton e o método dos fluxos

Hygino H. Domingues

Matematicamente, o século XVII ja reunia condi¢cdes para a criacao do
calculo diferencial e integral como disciplina independente da geometria —
a algebra simbdlica e a geometria analitica, produtos recentes, propiciavam
esse avanco. Por outro lado, os grandes problemas cientificos da época re-
queriam um instrumento matematico mais agil e abrangente que o método de
exaustao. (Ver pags. 52 e 53.)

Esses problemas eram principalmente quatro. O primeiro consistia em
achar velocidade e aceleracao de um moével, conhecida a lei algébrica rela-
cionando espaco percorrido e tempo (e vice-versa). O segundo dizia respeito
a determinacao de tangentes a curvas (questdoes de Optica, por exemplo,
levavam a essa preocupacao). O terceiro envolvia calculos de maximos e mi-
nimos (por exemplo, qual a maxima e qual a minima distancia de um planeta
ao Sol?). Por fim, a obtencao de coisas como comprimentos, areas, volumes
e centros de gravidade, para as quais o0 método de exaustao exigia muita en-
genhosidade. Varios matematicos do século XVII enfrentaram esses proble-
mas, alguns com contribuicées de grande porte. Entre estes, porém, dois se
sobressairam, cada um a seu modo, com papel decisivo: Newton e Leibniz.

Isaac Newton (1642-1727) nasceu na aldeia de Woolsthorpe, Inglaterra,
filho péstumo de um pequeno sitiante da localidade. Ele proprio estava fada-
do ao mesmo destino, nao fora a habilidade demonstrada em menino para a
construcao de engenhos mecanicos. Assim, mesmo nao revelando nenhum
brilho especial na escola publica em que ingressou aos 12 anos de idade, em
1661 chegava ao Trinity College, Cambridge, onde se graduaria em ciéncias
quatro anos depois. A peste bubonica que assolou Londres a seguir levou-o
a passar os dois anos seguintes em sua aldeia natal. Foi nesse periodo que
engendrou as bases cientificas do método dos fluxos (hoje calculo diferencial)
e da teoria da gravitacao universal. Em 1669, dois anos apés ter retornado a
Cambridge para obter o grau de mestre, sucede Isaac Barrow (1630-1677) no
Trinity College (por indicagao do préprio Barrow, seu ex-professor). Somente
em 1696 deixaria sua cadeira em Cambridge a fim de exercer fungdes publi-
cas de alto nivel em Londres.
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Numa monografia de 1669, que s6 circulou entre seus amigos e alunos
(apenas em 1711 foi publicada), Newton expds suas primeiras ideias sobre o
célculo. Por exemplo, usando a expansao generalizada de (x + a)P, resultado
que obtivera anteriormente (salvo quando p € inteiro positivo a expansao € in-
finita), mostrou que a érea sob a curva z = ax? (p € Q) é y = pax® ~ 1 (derivada
de z, na terminologia moderna). Vice-versa, a drea sob a curva y = pax? ~ 1
é z = axP. Tudo indica que esta foi a primeira vez na histéria da matematica
que uma area foi obtida pelo processo inverso da derivacao. Este resultado
contém, em gérmen, a esséncia do calculo.

Mas a exposicao de Newton pecava quanto ao rigor 16gico. Numa se-
gunda versao em 1671 (s6 publicada em 1736) considera suas variaveis,
as quais chamou de fluentes, e indicou por X, y, ..., geradas por movimentos
continuos. A taxa de variacao de um fluente x € o que Newton chamou de fluxo
de x e indicou por x. Foi esta versao, porém numa linguagem geométrica, que
Newton incluiu em sua obra-prima, os Principia. Em trés volumes (o ultimo de
1687), esta obra mostra, pela for¢a do calculo, como a lei da gravitagao impli-
ca 0s movimentos em elipse dos planetas, conforme as leis de Kepler, além
de abrir caminho para uma descricao matematica do Universo.

A questao do rigor no calcu-
lo ainda mereceria a atengao de
Newton, num trabalho de 1676
— mas sem resultados significa-
tivos. Quase dois séculos decor-
reriam até que o assunto fosse
posto em pratos limpos quanto a
sua fundamentagao légica. Mas
a esséncia dessa fundamenta-
cao, a teoria dos limites, estava
em sua obra, na ideia de taxa de
variacao. De qualquer maneira, a
obra de Newton € um monumen-
to cientifico. Outros iriam cuidar
dos acabamentos.
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Continuidade

I. Nocao de continuidade

117. Defini¢goes

Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto | e a um elemento de |.
Dizemos que f é continua em a, se lim f(x) = f(a).
X—a

Notemos que para falarmos em continuidade de uma fungcao em um ponto é
necessario que esse ponto pertenca ao dominio da funcao.

Da definicao decorre que, se f é continua em a, entao as trés condicoes deve-
rao estar satisfeitas:

1°) existe f(a)

2°) existe lim f(x)
X—a

39) lim f(x) = f(a)

X—a

118. Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto | e a um elemento de I.
Dizemos que f € descontinua em a se f nao for continua em a.

Observemos também que para falarmos em descontinuidade de uma funcao
em um ponto é necessario que esse ponto pertenca ao dominio da funcao.
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Da definicao decorre que, se f € descontinua em a, entao as duas condicoes
abaixo deverao estar satisfeitas:
1?) existe f(a)

22) nao existe lim f(x) ou lim f(x) # f(a)
X—a X—a

119. Dizemos que uma funcdo f é continua em um intervalo aberto Ja, b[ se f for
continua em qualquer elemento x desse intervalo.

120. Seja a um ponto do dominio da funcao f.

Dizemos que f € continua a direita de a se  |lim . f(x) = f(a) e dizemos que f
X—a

€ continua a esquerda de a se lim f(x) = f(a).
X—a

121. Dizemos que uma funcado f é continua em um intervalo fechado [a, b] se f

for continua no intervalo aberto ]a, b[ e se também for continua a direita de a e a
esquerda de b.

122. Exemplos:

1°) A funcao f(x) = 2x + 1 definida em R é continua em 1, pois
lim f(x) = lim (2x + 1) = 3 = f(1).
x—1 x—1

xy

Notemos que f é continua em R, pois para todo a € R, temos:
lim f(x) = lim (2x + 1) =2a + 1 = f(a)

X—a X—a
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2¢) A funcao

f(x) = 2x+1sex#1
B 4 sex=1

definida em R é descontinua em 1, pois
lim f(x) = lim (2x + 1) = 3 # 4 = f(1).

x—1 x—1

xy

/

Observemos que f é continua em R — {1} pois, para todo a € R — {1},
temos:

lim f(x) = lim (2x + 1) = 2a + 1 = f(a)
X —a X —a

3°) A funcao
{ x+1 sex<1
X) =

1-x sex>1 271

definida em R é descontinua em 1, pois /

lim fx)= lim (x+1)=2 ' >
X— 1" X— 1" 1 X
e Ilim fix)= Ilm (1—-x)=0 /

Xx— 1" Xx— 17
portanto, nao existe Iiml f(x).

X—»

Observemos que f € continua em R — {1} pois, para todo a € R — {1},
temos:

esea>1, entdo lim f(x)= lim (1 —x) =1 —a=f(a)
X—a X—a

e se a<1, entao lim f(x)= Iim (x+1)=a+ 1=f(a)
X—a X—a

X
4%) Na funcdo f(x) = % definida em y

R* nao podemos afirmar que f é descontinua 1
em x = 0, pois x =0 nao pertence ao domi-
nio da funcao. X

\
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Observemos que

|X| 1sex>0
fX)=5"=1-1sex<0

€ continua em R* pois, para todo a € R*, temos:

e sea>0, entao Ilim f(x)= Iim 1 =1=f(a)
X—a X—a

e se a<0, entao Ilim f(x) = Iim (=1)=— 1 = f(a)
X—a X—a

- x2-1
59) Na funcdo f(x) = ~ = definida
em R — {1} nao podemos afirmar que f é
descontinua em x = 1, pois x = 1 nao per-
tence ao dominio da fungao.

xy

Notemos que f é continua em R — {1} pois, para todo a € R — {1}, temos:

. X2 —1 .
lim f(x) = Im ———= Ilim (x+1)=a+ 1 =f(a)
X—a x—a X1 Xx—a

EXERCICIOS

111. Verifique se a funcao definida por
2-1 <2
) = { X se x
7 —2x se x=2

é continua em x = 2.

Solucao

Devemos verificar se Iim2 f(x) = f(2).
X —_—

a) f2)=7-2-2=3
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b) lim fx)= lim (x2—1)=3

X— 2~ X— 2~
lim fx) = lim (7 —-2x) =3
X — 2% X— 2"
entao lim f(x) = 3 =1(2)
X— 2

logo f € continua em x = 2.

112. Verifique se a funcao f é continua no ponto especificado.

=
a) f(x)={§ 22 §<8 no ponto x = 0
L + -2
~ 5 SsexF —
b) f(x) = X+ 2 no ponto x = —2
4 se x = —2
1-—x2

X — 1 se x #1

c) f(x) = no ponto x =1

-2 se x=1

X3+ 1
X+ 1 se x # —1

d) f(x) = no ponto x = —1

1 se x =—1

113. Verifique se a funcao f é continua no ponto especificado.

_ 3x+ 2 se x=—2 _

a) flx) =1 _oy ce x < _p noponto x = —2
X2 —3x + 2 se x>1

b) fX) =1 et ax—5 sex=1 no ponto x = 1
3x — 10 se x> 4

c) fix) =12 se x = 4 no ponto x = 4
10 — 2x se x <4
2x2 —-3x+2 sex>1

d) f(x) =12 sex=1 no ponto x = 1
2 — x2 se x <1
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114. Verifique se a funcao f é continua em x = 0.

sen x
x se X #0
a) fix) =
| 1 se x=0
(1 — cos x
b) f(x) = X se X #0
L0 se x=0
(1 — cos x
o) fix) = sen x se X #0
1 se x=20
X — sen x
d) 0 = X + sen x se x #0
11 se x =0

115. Verifique se a fungao f é continua no ponto especificado.

3

a) f)=1%X"2 se x 72 no ponto x = 2
0 se x =2
x2 -1

b) f(x) = (x = 1)? sex#1 no ponto x = 1
2 se x=1
1

c) f(x) = =1 sex#1 no ponto x =1
1 se x =1

116. Determine a para que a fungao seja continua no ponto especificado.

x2 — Bx + 6 45
Yy _o5 sex

a) f(x) = Xx—2 no ponto x = 2
a se x =2
x—1
1 — x3 se x #1

b) f(x) = no ponto x =1
a se x =1
Vx - 2 se x >4

c) flx) =1 x— 4 no ponto x = 4
3x + a se x <4
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xi2-12
—_— se x>0
d) f(x) = X no ponto x = 0
|3x2 — 4x + a se x<=0
3x+:l_—:]_ £0
—_— se
e) f(x) = X X no ponto x =0
a se x =0

117. Determine a para que a fungao

1g x
fix) = | Sen % se x #0
cos a se x=0

seja continua em x = 0.

II. Propriedades das fungdes continuas

123. Teorema

f+g, f—g, f-ge

Se f e g sao fungdes continuas em a, entao sao continuas em a as fungoes

%, nesse ultimo caso, desde que g(a) # O.

Demonstracao:

Demonstraremos como modelo a continuidade de f + g.
Como f e g sao continuas em a, pela definicao temos:

lim f(x) = f(a) e lim g(x) = g(a)

X—a X—a
Para provarmos que f + g € continua em a, devemos provar a igualdade:
lim (f + g)(x) = (f + g)(a)

X—a
De fato:
lim (f+g)x) = lim [f(x) + gx)] = lim f(x) + lim gx) = f(a) + g(a) =
X—a X—a X—a X—a
= (f + g)(a).

Agora faca a demonstracao para as demais fungoes.
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Exemplos:

1°) A fungdo h(x) = x2 + 2% é continua em R, pois f(x) = x2 e g(x) = 2%
sao continuas em R e h(x) = f(x) + g(x).

2°) A funcao h(x) = x - sen x é continua em R, pois f(x) = x e g(x) = sen x
sao continuas em R e h(x) = f(x) - g(x).

3
3°) A fungdo h(x) = X2XT1 é continua em R, pois f(x) = x3 e g(x) =x2+ 1
sao continuas em R, h(x) = ;(();)) e g(x) # O para todo x real.

124. Teorema do limite da funcao composta

Se lim g(x) = b e se fé uma fungao continua em b, entao

X—a
lim (fo g)(x) = f(b), isto &, lim (fo g)(x) = f( lim g(x)).
X—a X—a X—a
Demonstracao:

O teorema ficara demonstrado se provarmos:

Ve>0,3>0|0<|x—al<d = |fog)x) — flb) <e

Sabemos que f é continua em b, isto €, yli_rpb f(y) = f(b); portanto,
Ve>0,35,>0]|0<|y—bl <8 = Ifly) — f(b) <e ()

Por outro lado, Xlima g(x) = b, isto €,

V8, >0, >0]|0<|x—al <8 = [gx) — bl <& ()

Se substituirmos y por g(x) em (I), teremos:
Ve >0, 33, >0]|0<|gx) — bl <8, = If(gx)) — f(b)] <e (Il

Com base nas afirmacoes (ll) e (lll), temos:
Ve>0,3>0]|0<|x—al <d = |flgx) — flb) <e =
= [(fog)x) — f(b)| <e

Observacao

Esse teorema continua valido se o simbolo "x — a" for substituido por

"x—a"™ ou "x—a".
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Exemplos:
9 sen? x I (senx)z (I senx)z P
?) lim —y2 = lim =1{ lim = =
x—0 X x—0 X x—0 X
5 lim (3 + 2x)
29) lim 2¥ & =9px~1 =23=8
Xx—1
. x2 + 4 X2+ 4
39) XI|_rI10 cos |5 — 1 |=cos Xll_r:noﬁ =cos (—4)

125. Teorema

Se a fungao g € continua em a e a funcao f é continua em g(a), entao a funcao
composta fo g é continua em a.
Demonstracao:

Considerando que g é continua em a, isto €, lim g(x) = g(a) e f é continua
X—a
em g(a), pelo teorema anterior temos:

lim (fo g)(x) = lim f(g(x)) = f( lim g(X)) = fg(a)) = (fo g)(a)

X—a X—a X—a
0 que prova que fo g € continua em a.

Exemplos:

1°) A funcao h(x) = sen (x3 +x2 +x + 1) € continua em R, pois f(x) = sen x
e g(x) =x3 + x2 +x + 1 sdo continuas em R e h(x) = f(g(x)).

2°) A fungao h(x) = 2°sX & continua em R, pois f(x) = 2¥ e g(x) = cos x
sao continuas em R e h(x) = f(g(x)).

III. Limite da V(x)

Como haviamos prometido quando da apresentacéo da propriedade Lg de
limites, vamos demonstrar essa propriedade, mas antes vejamos dois lemas.
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126. Lemayl

Sen eN*eaeR, ouseneeN* né impar e a € R*, entdo

im VX = Va.

X—a
Demonstracao:

Faremos a demonstragcao para o caso em que n € N* e a € R,. Deixaremos
a cargo do leitor a demonstragdo para o caso n € N*, n é impare a € R*.,

. n n
Para demonstrarmos que lim Vx = a devemos provar que
X—a

Ve>0, 3>0]0<|x—al <5 = [x - Va| <

Lembrando da fatoracao
y'=b"=(y—b) - ("t 4+ by" 2+ b3+ 4+ b2y + b
isto &,

n
yn_bn:(y_b).iz,lbi—lyn—i

podemos expressar |'V_ - r1/5| em termos de |x — al. Facamos Vx = y e

Na = b; decorre x = y" e a = b". Entdo:

k= al = Iy~ br] =

(y_b)’i_zlbilyni‘ —

n i—1 n—i
.2 an .xn
i=1

- X - Y&l

e finalmente temos:

|Q/;_q/5|: |_x—a|

n
X g N .x "
i=1

Considerando que desejamos encontrar & > O tal que

O<|x—al<8 = |x—al-

n
zan,xn
i=1
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podemos fazer com que 0 & seja menor ou igual a a, isto €,

x—al<a o 0<x<2a

1
Fazendo x = 0 em - — T, — 7 temos:
Z a n - X n
i=1
Ix — al 1 <|x—al-
n i—n n—i n—1
X ahnh .xn a "
i=1
Como queremos que
|x—a|'L<e
n—1
a n
isto é,
n—1
x—al<a " -g
n—1

no. e} e segue-se que, para todo € > 0, existe

tomamos & = min {a, a

n—1
n

8 = min {a, a . s} tal que

O<|x—a|<8:>‘q/?—rl/§|<e

De fato:
n—1
O<|x—al<a<a "™ -¢
O<Ix—al<d =190y N
n—1
O<|x—al<a " -e<a
n—1
=>0<|x—al<a " -s:>|'1/7—r1/5‘=
C—al. 1 B I
=IXx—a n i—1 n-—i a e-h-—1~¢
a " .x " a "
i=1
127. Lema 2

A funcao h(x) = Q/;, definida em R, se n € par ou definida em R se n é impar,
é continua em a para a € R* (sen é par)ou a € R (se n é impar).
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Demonstracao:

Faremos a demonstracao para o caso n par. Deixamos a cargo do leitor, como
exercicio, a demonstracao para n impar.

Pelo lema 1, temos:

lim hx) = lim Yx = Va = h(a)

X—a X—a

0 que prova que h é continua em a.

128. Teorema

Se Iim f(x) =L emque L=0e n&N* oulL <O en é natural impar,

X—a
entao:
lim Vfx) =7 lim f(x) = VL
X—a X—a
Demonstracao:

Sendo a funcao h definida por h(x) = Q/;, temos a composta ho f definida
n
por (ho f)(x) = h(f(x)) = Vf(x).
Pelo lema 2 a funcao h é continua em L; entdo, pelo teorema do limite da
funcao composta, temos:

lim VfX) = lim h(fx) = h( lim f(x)) = "lim fx) = VL
a

|
X—a X —

X—a X — a
Exemplos:
19) lim 3+ 1 =,/ lim (3+1) = V9 = 3
X— 2 X— 2

X — =

2

—_— =

3
29) lim Vsen x =i/ im senx = Y1 = 1
m
X
2

1

. 4 - 4 -

39 lim Vex =% lim e =3Vel =¢ 4
x— —1 x— —1
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I. Derivada no ponto x,

129. Definigéo

Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto | € xo um elemento de .
Chama-se derivada de f no ponto x, 0 limite

im L&) — f(xo)
X — Xo X~ Xo

se este existir e for finito.

A derivada de f no ponto xo € habitualmente indicada com uma das seguintes
notacodes:

. df
f'(xo) ou [dx ]x=x0 ou Df(xp)

A diferenca Ax = x — Xo € chamada acréscimo ou incremento da varia-
vel x relativamente ao ponto xo. A diferenca Ay = f(x) — f(xo) € chamada
acréscimo ou incremento da funcao f relativamente ao ponto xo. O quociente
Ay _ ) — flxo)
AX X — Xo
ponto Xg.

recebe o nome de razao incremental de f relativamente ao

8 | Fundamentos de Mateméatica Elementar =y



DERIVADAS

Frisemos que a derivada de f no ponto x, pode ser indicada das seguintes

formas:

[ f'(xg) = lim ) = flxo) ] ou [ f'(Xo) = lim Ay ] ou

X—Xo X = Xp Ax — 0 AX

[ fiixo) = lim f(xo + Ax) — f(Xo) ]
Ax — O AX

Quando existe f'(xy) dizemos que f é derivavel no ponto xy. Dizemos também

que f é derivavel no intervalo aberto | quando existe f'(xy) para todo xg € I.

130. Exemplos:

1°) Calculemos a derivada de f(x) = 2x no ponto xo = 3.

oy s fix) — f(3) . 2x—6 _ . 2x —3) _

f(3)_xll_r:ng x—3 _Xll_r:ng, Xx—3 X“_r.n3 X —3 2

Outra maneira de proceder seria esta:

F@) = tm BFZIE) oy 2820y 5
Ax— 0 Ax Ax— 0 AX AX— 0

2°) Calculemos a derivada de f(x) = x2 + x no ponto xg = 1.

. f(1 + Ax) — f(1)
f'(1) = | =
(D AXIT 0 AX

[(1 4+ Ax)? + (1 + Ax)] — [12 + 1] _

Ax— 0 AX

2 .
— gim TESA L Ak +3)=3
AX — 0 Ax AX — 0
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m
3?) Calculemos a derivada de f(x) = sen x em xo = 3.

iy n
. <1> - sen (? + AX) — sen 3
3/ m&x—0 Ax

2-senﬂ-cos(1+%>

= lim 2 3 =
AX—0 Ax
AX
sen ——
= lim —2-cos 1+ﬂ =cosl=i
AX — O Ax 3 2 3 2
2

4°) Calculemos a derivada de f(x) = Vx em Xo = 0.

3
f'(0) = lim f) = 10) lim ﬂ = lim 31 portanto, como
x—0 x—=0 x—0 X x—0 x2
. 1 ~ , .
lim 5 = +o0, nao existe f'(0).
x— 0 x2

EXERCICIDS

Nos problemas que seguem, calcule f'(xg).

118.f(x) = 3x + 1, X9 =2 123. f(x) = cos X, Xg = %
119.fx) = x>+ 2x + 5, x, =1 124. f(x) = VX, Xo =1
120.f(x) = x3, xo = —1 125. f(x) = VX, xo =2
121.f(x) = |x|, xo =1 126. f(x) = ¥x, xo =0
122.f(x) = |x|, xo =0 127. fx) = x-|x|, xg =20
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II. Intexrpretacao geomeétrica
131. Seja f uma fun¢ao continua no intervalo aberto I. Admitamos que exista a
derivada de f no ponto Xq € I.

Dado um ponto x € |, tal que x # X, consideremos a reta s determinada
pelos pontos P(Xg, f(Xg)) € Q(x, f(x)).

yi

f(x)

f(x,)

0

\

xy

A reta s é secante com o grafico de f e seu coeficiente angular é:

00— fixg)
X — Xpo

g o

portanto, tg « € a razao incremental de f relativamente ao ponto xg.

Se f é continua em |, entao, quando x tende a xq, Q desloca-se sobre o grafico
da funcao e aproxima-se de P. Consequentemente, a reta s desloca-se tomando su-
cessivamente as posicoes sq, S,, S3, ... € tende a coincidir com a reta t, tangente a
curva no ponto P.

Como existe f'(xg) = lim T = o) tg o = tg( lim a) = tg B,
x—x% X7 Xo X — Xo X — Xo

concluimos:

A derivada de uma funcao f no ponto xq € igual ao coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f no ponto de abscissa Xg.
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132. Quando queremos obter a equacgdo de
uma reta passando por P(xq, Yo) € com coe-
ficiente angular m, utilizamos a férmula de
Geometria Analitica:

Y —Yo=m: (X~ Xo)

X

Xo

Em particular, se queremos a equacgao da tangente t ao grafico de uma funcao
fno ponto (xg, Yo), €M que f € derivavel, basta fazer yo = f(xg) € m = f'(xg). A equa-
¢ao da reta t fica:

[y = fx0) = Filx0) - (x = o) |

EXERCICIDS

128.Qual é a equacdo da reta tangente a curva y = x2 — 3x no seu ponto de abs-

cissa 4?
Solucao
Xo=4 = f(xg) =42—3 -4 =
=16 —-12 =4
entao P(4, 4) é o ponto de tangéncia.
, , - fx) — f(4)
ko) =F(4) = lim =S —5— =
L X2 =3 -4
= X|En4 —X — =
— +
—gim XA D x4 1)=5,
x—4 x—4 x—4

portanto, o coeficiente angulardeté 5 e
sua equacao é:
y — 4 =5(x— 4).
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129. Determine a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = tg x no ponto de

130.

. m
abscissa Xxg = e

Solucao

Xo = = = f(xo) = tg % = 1, entdo

AN

P(% 1) é o ponto de tangéncia.

tg x — tg —
1 L} ’n- 4
f'(xg) = (T) = I|m1T - =
X—’Z X — —
4
0
sen |x —
COS X - COS —
. 4
= lim =
x— = -
4 X—7
sen (x — —
. 4 1 1 ~
= lim . = = 2 e a equacao da
x——l _ w 2 W
Z X COS X * COS cos

4 4

4
z — _
retatey—1—2(x 4).

Determine, em cada caso, a equacao da reta tangente ao grafico de f no ponto Xg.
a) fx)=x+1, x=3
b) f(x) =x2 —2x, X =1

c) f(x) =senx, xo=0

132 Fundamentos de Matematica Elementar | 8



DERIVADAS

III. Interpretacao cinematica

133. Do estudo da Cinematica sabemos que a posicao de um ponto material em
movimento, sobre um curva G (trajetéria) conhecida, pode ser determinada, em cada
instante t, através de sua abscissa s, medida sobre a curva G. A expressao que nos

da s em fungao de t:
s = s(t)

é chamada equacao horaria.

Sendo dado um instante ty e sendo t um instante diferente de ty;, chama-se
velocidade escalar média do ponto entre os instantes ty e t 0 quociente:

st — sto) _ As

L At

e chama-se velocidade escalar do ponto no instante ty o limite:
. . . As

Viy = lim v,= lim ————== I|im — =5s'(ty)
24 ™ -y, t—to At—0 At

Dai se conclui que:

A derivada de uma funcao s = s(t) no ponto t = ty € igual a velocidade
escalar do mével no instante t,.

134. Sabemos ainda que a velocidade v de um ponto material em movimento pode
variar de instante para instante. A equacao que nos da v em funcao do tempo t:

v = v(t)

€ chamada equacao da velocidade do ponto.
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Sendo dado um instante ty e um instante t, diferente de t,, chama-se acelera-
cao escalar média do ponto entre os instantes ty e t 0 quociente:

_vt) — vty) _ AV
m =TT, At

e chama-se aceleracao escalar do ponto no instante ty o limite:

im a, = lm A=Y iy A g

a
to 2ty t—t, (1t At—o0 At

Dai se conclui que:

A derivada de uma funcao v = v(t) no ponto t = t, é igual a aceleracao
escalar do movel no instante t,.

EXERCICIDS

131.Um ponto percorre uma curva obedecendo & equacdo horaria s = t2 + t — 2.
Calcule a sua velocidade no instante ty = 2. (Unidades Sl)

Solucao

A velocidade no instante t, = 2 € igual a derivada de s no instante to:

s(t) —s(2) _ lim PP+t—2)—(22+2-2) _

s'(tg) = s'(2) = lim
(to) = $'2) = lim == Jim >

2 — —
_ g BFt=6_ L (-2t +3)

t—2 t—-2 t—2 t=2 —oms

132. Calcule no instante ty = 3 a velocidade de uma particula que se move obede-

cendo a equacao horaria s = % (Unidades SlI)

133. Um ponto material em movimento sobre uma reta tem velocidade v = Vt no
instante t. Calcule a aceleracao do ponto no instante ty = 2. (Unidades Sl)
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Solugao

A aceleragao no instante ty = 2 € igual a derivada de v no instante tg:

8 3
eV — v Nt -2
) =) = I =S—=== I, —%=a =
= lim V& -2 =
t—2 (Yt - V2)(V&@ + V2t + V22)

_ 1 _ 1
V22 +32-2+V22  3V2

m/s?

134. Calcule a aceleracao de uma particula no instante t, = 5, sabendo que sua
velocidade obedece a equacdo v = 2 + 3t + 5t2. (Unidades SI)

IV. Funcao derivada

135. Seja f uma funcdo derivavel no intervalo aberto I. Para cada Xo pertencente a |

existe e é tnico o limite f'(xo) = lim f(xo + AX) = flxo)
Ax — 0 AX

Portanto, podemos definir uma funcao f': | — R que associa a cada x5 € | a
derivada de f no ponto xq. Esta funcao é chamada funcao derivada de f ou, simples-
mente, derivada de f.

Habitualmente a derivada de f é representada por f' ou ((jj_i ou Df.

Alei f'(x) pode ser determinada a partir da lei f(x), aplicando-se a definicdo de
derivada de uma funcao, num ponto genérico x € I:

Ve s f(x + Ax) — f(x)
= I =

E isso o que faremos logo em seguida para calcular as derivadas das principais
funcdes elementares.
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V. Derivadas das funcoes elementares

136. Derivada da funcao constante

Dada a funcao f(x) = ¢, ¢ € R, temos:

Ay f(x + Ax) — f(x) c—¢c_

AX AX T TAX 0
. Ay
f'x)= Ilim —=0
) Ax — 0 AX
Logo,

[f(x)=c = f'(x)=0}

137. Derivada da funcao poténcia
Dada a funcao f(x) = x", n € N*, temos:

Ay f(x + Ax) — f(x) (X + Ax)" = x"

AX AX N AX

(g)x”+(2)x“‘1~Ax+(2)x”‘2~(Ax)2+...+<n)(Ax)”—x”
- AX

[f(x)=xn = f'(x) = n~x“—1}
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138. Derivada da fun¢cao seno

Dada a funcao f(x) = sen x, temos:

2-sen<ﬁ)-cos<x+ﬁ)
Ay _ sen(x + Ax) —senx _ 2 2

AX AX AX
sen (ﬂ
2 < AX )
=————— -CO0S|X + ——
Ax 2
’ sen (ﬂ)
2
f'(x) = lim Ly lim ——— - lim cos <x + &) = CcoSs X
Ax— 0 AX AX—0 Ax AX— 0 2
2
=1
Logo,

{ f(x) = sen x = f'(x) = cos x }

137. Derivada da funcdo cosseno

Dada a funcao f(x) = cos x, temos:

—2 -sen (x + ﬂ) - sen (ﬁ)
Ay _ cos(x+ Ax) —cosx _ 2 2 )
AX AX B AX B
sen Ax
< Ax) 2
=—-senl|x+ —| ———~—
2 Ax
2
cen( 1)
2
f'(x) = lim Ly lim sen (x + —X> - lim = —sen x
Ax—0 AX AX—0 2 ) mM—0  Ax
2
| S
=1
Logo,
{f(x) =cos x = f'(x) = —sen x}
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140. Derivada da fun¢do exponencial

Dada a funcao f(x) = a*X, coma &R e 0 <a # 1, calculemos a sua derivada.

Temos:
Ay _ fx+ Ax) — f(x) =a’““AX—aXZaX_aAX—l
AX AX AX AX
PO = lim L= gim ate o x. ¢
'X) = |Iim xy = |lim a*- Ilim T3y, =a*-fna
Mm—0 DT A0 a—o  AX
Logo,

[f(x) =a* = f'x) =a*-fna ]

No caso particular da funcao exponencial de base e, f(x) = €X, temos o
resultado notavel:

e-fne =¢*

—h
=
>
=
Il

[f(x) =ef = f'(x) = e"]

EXERCICIDS

135. Obtenha a derivada das seguintes fungoes:

flx) =5 g(x) = x8 h(x) = x1°

136. Obtenha a derivada das seguintes funcoes:

f(x) =c-x" (ceR e neN¥)
g(x) = tg x
h(x) = sec x
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Obtenha a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = cos x no ponto

2.4

Solugao
O coeficiente angular da reta procurada é:
(T ez B

3)= "sengz=-——

Portanto a equacao da reta é:
1_ N3 ( =
y=2 =72 \*" 3

Obtenha a equacao da reta tangente ao grafico da funcao f(x) = €* no ponto de
abscissa 2.

Um moével desloca-se sobre um segmento de reta obedecendo a equacao horaria
s = cos t (Unidades Sl). Determine:

a) sua velocidade no instante t = S;

b) sua aceleracao no instante t =

m|:] -b|=]

Solugao
a) A derivada de s nos da em cada instante a velocidade do moével, isto €,
v=s'(t) = —sent.

m

No instante t = ) s, temos:
v(Z) = —sen X = —Em/s
4 ) 4 2

b) A derivada de v nos da em cada instante a aceleracao do movel, isto €,
a = Vv'(t) = —cos t.
L
6

ol D R [T
a 6= COS6— 5 S

No instante t = s, temos:
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140.Um movel desloca-se sobre uma reta obedecendo a equacdo horaria s = t*
(Unidades Sl). Determine:

a) sua velocidade no instante t = 2s;
b) sua aceleracao no instante t = 3s;
c) em que instante sua velocidade é 108 m/s;
d) em que instante sua aceleracdo é 48 m/s2.

VI. Derivada e continuidade

141. Teorema

Sejam a funcdo f: A— R e xy € A. Se f é derivavel em x,, entdo f é continua
em Xo-

Demonstracao:

Notemos que:

f(x) — f(Xo)

f) = fxo) = =5 =52 (x = %o)
entao:
lim (f(x) — f(xg)) = lim f00 = flxo) | lim (X — xg) = f'(xg) -0 =0
x—0 xX—x% X7 Xo X — X

e portanto:
lim f(x) = f(xg) e, por defini¢ao, f € continua no ponto X.

X — Xo

142. Notemos que o reciproco deste teorema é falso, isto &, existem funcdes
continuas em Xy € nao derivaveis em Xg.

Exemplos:
1°) A funcdo f(x) = |x| & continua no ponto x, = 0, pois:
lim |x|] = 0 = f(0)
x—0
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porém esta fungao nao € derivavel no ponto xy = O, pois:

x| — 0

Jox=o T he I T
entao nao existe f'(0) = Ilim X - ©
x—0 X—0

2°) A funcao f(x) = x - cos % se x # 0 e f(O) = O é continua no ponto
Xo = O:
X—»

. 1
Ilm0 <x - cos 7) =0 = f(0)

mas f nao é derivavel no ponto xo = O:

f(0) = lim T =10 _ iy X jim cos &
x—o0 X—0 x—0 X x—0 X

e este Ultimo limite nao existe.
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LEITURA

Leibniz e as diferenciais

Hygino H. Domingues

“Eu vi um professor de Matematica, s6 porque foi grande em sua voca-
cao, ser enterrado como um rei que tivesse feito o bem para seus suditos.” Foi
assim que Voltaire se pronunciou apos haver assistido aos funerais de Newton.
De fato, o respeito pela obra cientifica de Newton conseguiria transcender em
muito o ambito da comunidade especializada. Tanto que um sentimento de
admiracao generalizada cercou as Ultimas décadas de sua vida. Um episédio,
porém, tinha turvado em parte a gléria que pdéde colher ainda em vida: a polé-
mica com Leibniz sobre a primazia da criacao do calculo.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nasceu em Leipzig, filho de um
jurista, professor da universidade local. Orfao de pais aos 6 anos de idade, foi
em grande parte o responsavel pela propria educagao. Assim € que, revelando
extrema precocidade intelectual, ainda em crianca conseguiu aprender latim e
grego sozinho. Ja graduado em Direito em Leipzig, em 1667 obtém o grau de
doutor em Filosofia na Universidade de Altdorf com a tese Ars combinatoria

(A arte das combinacgdes), uma tentativa
de criar um método universal de racioci-
nio, através de uma espécie de calculo,
numa antecipacédo da Algebra de Boole
do século XIX. Mas sua formacao mate-
matica ainda era precaria, como ele pro-
prio reconheceria futuramente.

Esta tese lhe valeu um convite para
ser professor de Direito na prépria Uni-
versidade de Altdorf. Mas sua aspiracao
era a carreira publica diplomatica, que
efetivamente veio a exercer por toda a
vida, os Ultimos 40 anos junto a corte de
Hanover.

COLECAO PARTICULAR. PHOTO RESEARCHERS/SCIENCE SOURCE/DIOMEDIA

A primeira missao diplomatica de
b : ; Leibniz no exterior, que acabou se esten-
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). dendendo de 1672 a 1676, em Paris, se
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politicamente nao deixou marcas, no campo da matematica foi da mais
alta importancia. Dois fatores, principalmente, pesaram muito nesse senti-
do: a amizade que Leibniz travou com Huygens, que na época morava em
Paris e se tornou seu orientador em matematica; e uma viagem que fez a
Londres em 1673, na qual tomou conhecimento da obra de Barrow e, talvez,
da primeira versao do calculo de Newton (ai o embridao da futura controvérsia).
Numa segunda ida a Londres em 1676, Leibniz ja desenvolvera os principais
aspectos e notacoes do seu calculo.

Se para Newton a ideia central do calculo era a de taxa de variacao
(velocidade), para Leibniz era a de diferencial. Embora sem dar uma definicao
precisa (nem havia como), diferencial para Leibniz era uma diferenca entre
dois valores infinitamente préximos de uma variavel. Muito mais preocupado
do que Newton com simbologia, férmulas e regras, Leibniz acabou optando
pela notacao dx, dy, ... para as diferenciais de x, y, ..., respectivamente.
E num artigo de 1682 estabeleceu regras como: (i) da = O, se a é constante;
(i) d(u + v) = du + dv; (iii) d(uv) = udv + vdu. Na reducao desta ultima des-
prezou (du)(dv) (sempre procedia assim com produtos de diferenciais).

Seu calculo integral foi explicado noutro artigo, dois anos depois. A
relacao deste com o calculo diferencial, cerne da questao, é focalizada em

termos de somatdérios de areas infinite-

YA B D simais. Cada uma destas sob a curva
Z B y = y(x) € dada por ydx. Para a soma de to-
y = y(x) das inventou o simbolo [ (um S alongado).
| vax Logo a area total sob a curvay = y(x) é:

7 [ ydx

Sendo Area (OCD) — Area (OAB) = ydx
~ a diferencial da area, entao
(0] AIdXC X
e e o dfydx = ydx,

0 que mostra a invertibilidade de d e |[.

Hoje nao ha duvida de que Newton e Leibniz seguiram linhas diferentes
na criacao do calculo. Mas o segundo levou a pior na polémica entre ambos, o
que contribuiu para que tivesse um fim obscuro. O que diria Voltaire se assis-
tisse ao enterro de Leibniz, no qual o tGinico acompanhante era o fiel secretario
do falecido?



Regras de
derivacao

Neste capitulo vamos sistematizar o calculo das derivadas procurando obter
regras de derivagao para determinar a derivada de uma funcao, sem ter de recorrer
necessariamente a definicao.

I. Derivada da soma

143. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas funcdes derivaveis em | = ]a, b[. Provemos
que a funcao f(x) = u(x) + v(x) também é derivavel em | e sua derivada é:

f'(x) = u'(x) + v'(x)
Temos:

Ay = f(x + AX) — f(x) = [u(x + AX) + v(x + AX)] — [u(x) + v(x)] =
= [u(x + AX) — u(x)] + [v(x + AX) — v(X)] = Au + Av

Entao:

im AL = g AL gy A
AX—0 AX  Ax—0 AX  Ax— +0 AX

Como u e v sao fungdes derivaveis, os dois limites do segundo membro sao

finitos; portanto, lim Ly é finito, isto &, f € derivavel em |I.
Ax—0 AX
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Calculando os limites, temos:
f'(x) = u'(x) + v'(x)

Em resumo:

[f(x) = u(x) + v(x) = f'(x) = u'(x) + v'(x)J

Notemos que esta propriedade pode ser estendida para uma soma de n
funcoes. Assim:

[f(x) = Ug(X) + Us(X) + ... +Uup(x) = f'(X) = u'y(x) + u's(x) + ... + u'n(x)}

sempre que X € | e uyq, Uy, ..., U, Sejam derivaveis em I.

Notemos também que a derivada de uma diferenca de funcdes pode ser
obtida através de formula semelhante a da soma, pois:

f(x) = u(x) — v(x) = f(x) = u(x) + [-v(x)] = f'(x) = u'(x) + [-V'(X)] =

= f'(x) = u'(x) — V'(x)

144. Exemplos:

1) fx) =x+1=>fx=1+0=1

29) f(x) =x2+ 3 = f'(x) =2x + 0 = 2x

3?) f(x) = senx + cos x = f'(X) = cos x — sen x
42) f(x) = x2 — X = f'(x) = 2x — €*

II. Derivada do produto

145. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas funcdes derivéveis em | = ]a, b[. Provemos
que a fungao f(x) = u(x) - v(x) também é derivavel em | e sua derivada é:
f'(x) = u'(x) - v(X) + u(x) - v'(x)
Temos:
Ay = f(x + Ax) — f(X) = u(x + AX) - v(x + AX) — u(x) - v(x) =
= u(x + AX) - v(Xx + AX) — u(x) - v(X + AX) + u(x) - v(x + AX) — u(x) - v(x) =
= [u(x + AX) — u(x)] - v(x + Ax) + u(x) - [v(x + AX) — v(X)] =
= AU - V(X + AX) + u(x) - Av
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Entao:

. Ay . Au . . . Av
Iim ——= Ilm ——- Iim v(x+ Ax)+ Iim u(x)- lim ——
Ax—0 AX  Ax—0 AX Ax—0 ( ) AX — 0 ®) Ax — 0 AX

Como u e v sao fungoes derivaveis, e portanto continuas, os quatro limites do

e . . Ay o < fx oo
segundo membro sao finitos e, assim, lim A—i € finito, isto &, f € derivavel em I.
AX— 0

Calculando os limites, temos:
f'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)
Em resumo:

{f(x) = u(x) - v(x) = f'(x) = u'(x) - v(x) + u(x) - v'(x)}

146. No caso particular em que f(x) = ¢ - v(x), isto &, u(x) = ¢ (funcdo constante)
e v(x) é uma funcao derivavel, a regra precedente leva ao seguinte resultado:

f'(x) = u(x) - v'(x) + u'(x) - v(x) = ¢ - v'(x) + O - v(x) = ¢ - V'(x)
Logo:

{f(x) =c-v(x) = f'(x) =c - v'(x)}

147. Exemplos:

12) f(x) = 3x* = f'(x) = 3(4x3) = 12x3

29) f(x) =3x2+5x = f'(x) =6x + 5

39) f(x) = (x2 + 1)(x3 + 2x) = F(x) = 2x - (x + 2x) + (x2 + 1)(3x2 + 2) =
=5x%+ 9x2 + 2

4°) f(x) = senx-cosx = f'(x) =cosx-cosx + senx-(—senx) =
= cos? x — sen? x

148. Notemos que a propriedade da derivada do produto pode ser estendida para
um produto de n fatores. Assim:

c e Up(X) = (X)) = ul(X) c un(X) -+ .. s up(x) +
S US(X) * eee s UL(X) e+ UL(X) 2 US(X) (el s UL(X)
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sempre que x € | e uq, Uy, ..., U, Sejam derivaveis em I.

Em particular, se uq(X) = ux(x) = ... = u,(X) = u(x), esta propriedade se
reduz a:

149. Exemplos:

1°) f(x) = x2 - senx - & = f'(x) = 2x - senx - € +
—_— Y —— —_— Y ——
ug u2 uz u u2 u3

+ x2 - cosx - € + x2 - senx - eX

ug up ug ug up u3
2°2) f(x) = sen*x = (senx)* = f'(x) =4 - sen3x - cos x
NN .- =
u w3 u'
3%) f(x) = e = (€9)° = f'(x) = 5 - e¥ - &
— — =
u G

EXERCICIDS

144. Calcule a derivada da fungéo polinomial f(x) = ag + a;x + ax2 + ... + ax".

Solucao

Trata-se de uma soma em que as parcelas tém a forma ayxP; portanto,
sua derivada € p - a,xP ~ 1. Assim, temos:

f'(X) = a; + 2a,x + 3azx> + ... + n-ax" 1

142. Calcule a derivada de cada uma das seguintes fungoes:

a) f(x) = 8xit d) f(x) = 3 + 5x2 + x*
b) f(x)=—%x3—g e) f{x)=x3+x2+x+5
c) f(x) = 5 + x + 3x2 f) fx) =3+ 2x"+ x2" (n € N)
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143.

144.

145.

146.

147.

Calcule a derivada de cada uma das seguintes fungoes:
a) f(x) = eX-senx + 4x3 ¢) h(x) = (e* - cos x — x2)*
b) g(x) = (x2 + x + 1)°

Solucao

a) f deve ser vista como soma de duas parcelas (eX -sen x e 4x3); por-
tanto f' é a soma das derivadas das parcelas, sendo que a primeira par-
cela € um produto.

Entao:

f'(x) = Df(x) = D(e* - sen x) + D(4x3) =

=e*-senx + e*-cos x + 12x2

b) Fazendo x2 + x + 1 = u(x), vem g(x) = [u(x)]®, entao:

g'x) =5 [ux*-u'x) =5(x2 +x + 1)* 2x + 1)

c¢) Fazendo e* - cos x — x2 = u(x), vem h(x) = [u(x)]*, entdo:

h'(x) =4 - [u)P - u'(x) = 4 - (eX - cos x — x2)° - (X - cos x — eX - sen x — 2x)

Obtenha a derivada de cada funcao f dada abaixo:

)
b) f(x) = x2 (x + x4)(1 + x + x3)
c) f(x) = (2 + 3x + x2°
d) f(x) = (2x + 3)52
e) f(x) =x3 - e
f) f(x) = x-e*+ cosx
g) f(X) — X4 . a2x
h) f(x) = 3%
i) f(X) = ebx+1
j) f(x) = cos® x
k) f(x) = sen’ x - cos3 x
) fx)=a-senx+b-cosx (a,b€eR)

Calcule a derivada da funcdo f(x) = (sen x + €X)? (cos x + x3)> no ponto x, = O.

Obtenha a equacao da reta tangente ao grafico da funcao
f(x) = (3 - sen x + 4 - cos x)° no ponto da abscissa x, = .

Obtenha a velocidade e a aceleracao de um ponto material que percorre um seg-
mento de reta obedecendo & equacdo horaria s = a - e 1-cost, com a € R.
(Unidades: Sl)
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ITI. Derivada do quociente

150. Sejam u = u(x) e v = v(x) duas funcdes derivaveis em | e v(x) # O em I.

Provemos que a funcao f(x) = % também é derivavel em | e sua derivada é

u'(x) - v(x) — u(x) - v'(x)

= VGIP

Temos:

_ B _ U(X + AX)  u(x) _ u(x + AX) - v(X) — u(x) - v(x + AX)
Ay =1x + Ax) = f(x) = v(x + AX)  v(x) V(X + AX) - V(x) B

u(x + Ax) - v(x) — u(x) - v(x) + u(x) - v(x) — u(x) - v(x + Ax)
V(X + AX) * V(x) B

[u(x + AX) — u(x)] - v(x) u(x) - [v(x + Ax) — v(x)]

V(X + AX) - v(X) V(X + AX) - v(X)
A v(X) _ u(x) .
= Ad V(X + AX) - v(x) V(X + AX) - v(X) AV
Entao:
im A = gim A i vX) -
Ax— 0 AX Ax—0 AX  Ax—0 V(X T AX) - V(x)
— lim uk) lim &Y

Ax—0 V(X + AX)-V(X) aAx—o0 AX

Como u e v sao derivaveis e continuas, os quatro limites do segundo membro

a e . Ay .. . o
sao finitos e, portanto, lim o A_il( é finito, ou melhor, f é derivavel em I.
AX —

Calculando os limites, temos:
ey ey L VX)) ux)
)=V T ~ ooV

Em resumo:

_ U
V(X)

u'(x) + v(x) — u(x) - v'(x)

[v(x)]?

= f(x) =
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151. Exemplos:

X X . y2 _ aX. X (y2 —
1) fx) = g7 = fi(x) = S22 - S 2
. X2 +1 ol 2D -0+ 1)) e+ 2x—1
2 1) =551 = W= (x + 1) T (x+ 1)
37) fix) = S5 = i) = SN TSR 08

(cos x — sen x - log, a)
aX

152. Consequéncias

1#) Derivada da fungdo tangente

Dada a funcao f(x) = tg x, sabemos que f(x) = 252: e entao podemos
aplicar a regra da derivada de um quociente:

u(x) = sen x = Uu'(x) = cos x

V(X) = cos x = V'(X) = —sen x
portanto,
Fx) = u'(x) - V(X()v(;))g()() “V'(x) _ cos? ;(o;sxen2 X _ 0022 _ - sec? x

Logo:

{f(x) =tg x = f'(x) = sec? x}

2%) Derivada da fungdo f(x) = [u(x)] , n € N*

Dada a funcao f(x) = [u(x)]™" = ﬁ podemos aplicar a regra da deri-
vada de um quociente:

iy O uI" =1 -n-fux" "t -u'x) _ —n-u'(x)

o= & T Twr
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Em particular, se u(x) = x, vem a importante regra:

[f(X) =x"= f'(x) = —n - x O +1>]

EXERCICIOS

148. Derive as seguintes fungoes:

1 2 1 7
f(X) = 7, g(X) = F’ h()() = m’ |(X) — g

Solugao

fix) =x1 = f(x) = (1) - x 2= _x%

gX)=2-x*=>gx) =2 -(—4)-x°= —%
h(x) = (sen x) 1 = h'(x) = (—1) - (sen x)~2 - cos x = —%
iX)=7-©€)2=iX=7:(-2) ()3 -ex=— i’i
149. Derive as seguintes fungoes:
2 XxX+3 x+2
a) fx) =7 e f=3—7"x71
2
a5 _x*+3x+1
b) f(x) = 3x ) f)=—"7F—>—
flx) = 1 fx) = X2 - sen X
c) (X)_x2+x+1 g) (X)_—ex
x+1 COS X
d)f(X)=X_1 h)f(X)=X.ex
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150. Obtenha a derivada de cada uma das seguintes funcoes:

a) f(x) = cotg x f) fix) = (x2+ 1) - tg x
b) f(x) = sec x 3 tg x

c) f(x) = cossec x g f) = sen x + cos x
d) fi

(
:t2 X
EX) & X h) f(x)=< ° )2

e) f(x) = sec x — tg x g x

151. Obtenha a equacao da reta tangente ao grafico de f(x) = % + e* no ponto de

abscissa xg = —1.

152. Calcule o valor da derivada da funcao f(x) = xi? +e X+ sec?x quando xg= %
. ~ X2
153.E dada a fungao y = Zri

a) Determine a derivada.

b) Calcule Iim .
X — oo

c) Determine os pontos do grafico em que a tangente passa pela origem.

IV. Derivada de uma fun¢cao composta
(regra da cadeia)

153. Seja f: A — B uma funcdo dada pela lei y = f(x). Seja g: B — C uma fun-
cao dada pela lei z = g(y). Existe a funcao composta F: A — C dada pela lei
z = F(x) = g(f(x)).

Supondo que f seja derivavel no ponto x e g seja derivavel no ponto
y tal que y = f(x), provemos que F também é derivavel em x e sua derivada é

F'(x) = g'(y) - f'(x).
Temos inicialmente:
Az Az Ay

AX T Ay A
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Notemos que, se Ax tende a zero, entdao Ay também tende a zero, pois a
funcao y = f(x) € derivavel e, portanto, continua no ponto x. Assim, para valores
proximos de x (Ax — 0) a funcao f assume valores proximos de y = f(x) (Ay — 0).

Entao, temos:

AX—0 X Ax—0 AY Ax—0 AX  Ay—0 AY Ax—0 AX
~ L . A . A ~
Como z=¢g(y) e y=f(x) sao derivaveis, lim £z e lim 2 sao
Ay —0 Ay Ax— 0 AX
ambos finitos; portanto, lim 0 i—; também. Assim, z = F(x) € derivavel e sua
AX —
derivada é:

154. Exemplos:

1°) Derivar F(x) = cos 2x.
Fazendo y = f(x) = 2x e z = g(y) = cos y, temos:
y'=f'(x) =2 e z' = g'(y) = —seny,; portanto, vem:
F'(x) = g'(y) - f'(x) = (—seny) -2 = —2-sen 2x

2°9) Derivar F(x) = sen3 x.
Fazendo y = f(x) = sen x e z = g(y) = y3, temos:
y' =f'(x) = cos x e z' = g'(y) = 3y?; portanto, vem:

F'(x) = g'(y) - f'(x) = (3y2) - cos x = 3 - sen? X - COS X

3°) Derivar F(x) = " ~ 2x,
Fazendo y = 7x2 — 2x e z = g(y) = &Y, temos:
y'=f'(x) = 14x — 2 e z' = g'(y) = €¥; portanto, vem:
F(x) = g'(y) - f'(x) = e - (14x — 2) = (14x — 2) - e/ ~ 2
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EXERCICIDS

154. Utilizando a regra da funcao composta, obtenha a derivada de cada funcao

abaixo:

a) F(x) = cos"x (n & N*) d) F(x) = (f(x))" (n € N*)
b) F(x) = senx" (n &€ N¥*) e) F(x) = cos (sen x)

c) Fix) = a*® (@aeR,) f) F(x) = send 3x
Solucao

a) Fazendo y = f(x) = cos x e z = g(y) = y", temos:

y' =f'(x) = —senx e z' =g'(y) =n-y" 1, portanto, vem:

F'(x) = g'(y) - f'(x) = (nyn - 1)(—sen X) = —n-cos" " 1x-senx

b) Fazendo y = f(x) = x" e z = g(y) = seny, vem:
y=fx)=n-x""1ez =g(y) =cosy e dai

F'(x) = g'(y) - f'(x) = (cos y) - (x "= %) = nx "~ 1 - cos x"

c) Fazendo y = f(x) = x2 e z = g(y) = &, vem:

y'=f(x)=2x e z' =g'(y) = a - log, a e dar:

F'(x) = g'(y) - f'(x) = (& - loge a) (2x) = 2xa* - log, a

d) Fazendo y = f(x) e z = g(y) = y", vem:

y' =f(x) e z' =g'(y) =ny" " 1, edarl:

F'(x) = g'(y) - '(x) = ny" = 1 f'(x) = n[f(x)]" = * f'(x)

e) Fazendo y = f(x) = senx e z = g(y) = cos y, vem:

y' =f'(x) =cosx e z' =¢g'(y) = —seny, logo:

F'(x) = g'(y) - f'(x) = (—sen y)(cos x) = —cos X - sen (sen x)

f) Fazendo y = f(x) = 3x, z =g(y) = seny e t = h(z) = z3, temos
y' =f(x) =3,z =g'(yy =cosy e t' = h'(z) = 322

Notemos que F(x) = h(g(f(x))), isto €, F € a composta de trés funcoes.

Como a regra da composta pode ser generalizada para a composta de n
funcoes, vem:

F(x) = h'@) - g'(y) - F(x) = (322)(cos y)(3) = (3 - sen? y)(cos y)(3) =
=9 - sen? 3x - cos 3x

Fundamentos de Matematica Elementar | 8



REGRAS DE DERIVACAO

155. Obtenha a derivada de cada uma das seguintes funcoes:

a) F(x) = sen 4x g) F(x) =a%**"* (a€eR,)

b) F(x) = Coi x h) F(x) = cotg (3x — 1)

¢) Fix) = a - senbx (a, b €R) ) Fx)=a’*+%+1 (a€eR,)
d) F(x) = cos (3x2 + x + 5) ) F(X) = tg (cos X)

e) F(x) = sen e k) F(x) = tg3 2x

f) Fx) = x + 3 - tg 4x ) F(x) = esen 2

156. Calcule o valor da derivada da fungéo f(x) = cos® x + sen3 x no ponto xo = %

157. Calcule o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcao f(x) = e + 5
no ponto de abscissa —1.

ef+e

158. Obtenha a equacao da reta tangente a curvay = >

no ponto de
abscissa —2.

159. As derivadas dos termos da sequéncia:

T n
sen x, sen (x + ?> sen (X + ), ..., sen (x + —)

também sao termos da sequéncia?

V. Derivada da func¢ao inversa

155. Seja a funcdo y = f(x) bijetora e derivavel em | tal que f'(x) # O para
X € I|. Provemos que a funcdo inversa x = f~1 (y) é derivavel em f(l) e que

T | _
' (y) = T sendo y = f(x).

Como f é bijetora e derivavel, decorre que Ax # O = Ay # 0; portanto,
podemos escrever:

A _ 1
Ay Ay
AX
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Sendo f derivavel e, portanto, continua, se Ax tende a zero, entdo Ay também
tende a zero. Assim, temos:

AX 1 1
fH'(y) = i — = i = = =
) AyITO Ay Axl—m-O Ay lim Ay f(x)

AX Ax— 0 AX

Logo,
4 e AL
x=f72(y) = {3y = )

156. Consequéncia

1. Derivada da func¢ao logaritmica

Sabemos que a funcao logaritmica é a inversa da funcao exponencial:
y=1log,x => x=a'

Ja vimos que:

x=a = x'=a-{na

Empregando a regra ora deduzida, vem:

,_i_ 1 _ 1 _ 1
Y =X T @ -fna @a%%*-fna x-fna
Em resumo:

. 1
[y='°gax:'y =m]

No caso particular em que a = e, temos:

[ y=€nx:>y'=i ]

X

2. Derivada da fung¢do poténcia com expoente real

Dada a funcao y = x%, emque a« € R e x > 0, temos:
y = Xo = (e€nX)a-€nx

156 Fundamentos de Matematica Elementar | 8



REGRAS DE DERIVACAO

Aplicando a regra de derivacao da funcao logaritmica, obtemos:
1

y’:eo“fnx'OL'TZX""OL'X71=0L'X"‘7l

Em resumo, fica generalizada para qualquer « real a seguinte regra:

{yzx"‘:y'za-x"‘*l}

3. Derivada da fungdo arc sen

Sabemos que a funcao y = arc sen x, definida em | =[—1, 1] com
. m T P .
imagens em [—5, 5], € ainversade x = seny:

y=arcsenx = X = Seny
Ja vimos que:
X =seny = X' =cosy

Empregando a regra da derivada da inversa, vem:

X' ocosy 1 -sen?y V1 -x
Em resumo:
y = arcsenx = y‘—;
VI —x
4.Derivada da fung¢do arc cos
Sabemos que a fungao y = arc cos x, definidaem | =[—1, 1] com imagens
em [0, ], é ainversa de x = cosy:
y = arc Cos X <& X = CcoSy
Ja vimos que:
X=cosy = x' = —seny
Empregando a regra da inversa, vem:
y' = 1_ 1 1 _ 1
X' —seny 1 —cos?y V1 - x2
Em resumo:
y=arccosx = y' = _r
V1 — x2
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5. Derivada da fungdo arc tg

Dada a funcao y = arctg x, de Rem ] —%, %[ sabemos que:

y=arctgx & x=1gy

entao:
1 1 1 _ 1
Y X T ey 1+tg@y 1+
Em resumo:

, 1
[ y=arctgx=>y=m J

EXERCICIDS

160. Determine a funcao derivada das seguintes funcoes:

a) f(x) = logy x e) f(x) = Vsen x
b) f(x) = log, cos x f) f(x) = arc sen x2
c) f(x) = x g) f(x) = arc cos e
d) fx) = Vx h) f(x) = arc tg (¢n x)
Solucao

. 1
Sl X 4€n 2

b) Vamos aplicar a regra para fungoes compostas:
1

y =cosx e z=log,y entao f'(x)=z'(y)~y‘(x)=y'€n2-(—senx)=
____senx
~ cosx-4€n2
1 1 1
= i os=d i = 4
) fx)=Vx=x2 = f=5-x2 ==-x 2 =——
) f(x) X (x) 5 > Ny
1 1 2
3 1 3-1_1 -3 1
=3x = x3 ) = — - x3 = oy 8 =
d) f(x) = Vx = f(x) =3 - x 3 X T e
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e) Fazendo

f'(x) =2'(y) -

f) Fazendo

2

REGRAS DE DERIVACAO

y =senx e z =1y, temos:
coS X

sen X

2X

N

g) Fazendo y = eX¥ e z = arc cos y, temos:

eX

I-o>

y‘(x)zi-cosx=
2y
y = x2 e z = arc sen y, temos:
i-y
1
o 'X :_—.ex
y'(x) —

h) Fazendo y = ¢€n x e z = arc tg y, temos:

1 1

1

YR ETEE X T 2w

161. Determine a funcao derivada das seguintes funcoes:

a) f(x)=%+€nx

b) f(x)
c) f(x)

Xn

-fnx (n €N)
ax +b) - €nx

d) f(x) = senx - €nx

£n x
CoS X

e) f(x) =

f) f(x) = ¢n (ax2 + bx + ¢)

g) f(x) = €n sen x

h) f(x) = log, logy x

162. Determine a funcao derivada das seguintes funcoes:

4

a) f(x) = x'

b) f(x) = VxB
c) f(x) = x Vx7

3
d) 0 = 3/5z
e) f(x) = VxVx
f) ) =Vx + Vx —x2
g) f(x) =vax + b (a,b €R)

h) fix) = Vax2 + bx + ¢ (a, b, c ER)
) fx)=Va+bVx (a,b€eER)

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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ax2 + bx + ¢ x+ 1
i = [ ="~ f(x) =

b
3 f(x):3(2§fb)2 (a,bER) 4 ) = cos Vx
) ) = V(@ + x + xDP 0 ) = voos x
3
m) f(x) = x - Vx2 + 1 G o T
n) f(x) =(x2+ 1) -V3x + 2 PN 1L —x
o) f(x):3+x/Y
2 —x t) f(x) =log, V1 + x

163. Determine a fungao derivada das seguintes fungoes:
a) f(x) = arc sen 3x

b) f(x) = arc cos x3 h) f(x) = €n arc cos x

1 i) f(x) =+arc tg x

¢) f(x) = arc tg 3 j) fx) =x-arcsenx? — e
d) f(x) =x2 + arc sen x
e) f(x) = arc cos x — Vx_

f) f(x) = x - arc tg x
3{/; ) f(x) = ¢n arc sen x
f(x) = arc cos x
g arc sen x

k) f(x) = arc cos e):

164.0btenha a equacao da reta tangente a curva y = x - VX + 1 no ponto de
abscissa xo = 3.

165. Obtenha o ponto em que a reta tangente a curva y = X € paralela ao eixo

1
Vx — 1

dos x.

166. Obtenha o valor da derivada da inversa da funcdo f(x) = x3 + x no ponto

Xo:j..
Solucao

dy dx 1
y x+x:>dx 3x+1:>dy 32 T 1
ara Xg =1, temos ax -t 1
para Xo = 4, dy -1 3+1 4
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167.

168.

169.

170.

VI.

REGRAS DE DERIVACAO

Dada a fungdo y = x3 + x2 + 4x, calcule a derivada de sua func¢do inversa no
ponto Xo = —1.

Dada a funcdo f(x) = [u(x)]'™¥, calcule sua derivada.

Solugao

f(X) — [u(x)]v(x) — [efn u(x)]v(x) — ev(x) - €N u(x)

Aplicando a regra de derivacao da funcao composta, temos:
y=V(X)-fnux) e z=¢

entao:

e finalmente:

f'(x) = [u(x)]"® - [v'(x) - €n u(x) + v(x) - W}

Obtenha a derivada da funcao f(x) = (cos x)*.
Solucao
Empregando a regra que acaba de ser deduzida, vem:
f1(x) = (cos X)* - [1 - fn cos x + X - ﬂ] -

COoS X

= (cos xX)* - (fn cos X — X - tg x)

Obtenha a derivada de cada uma das seguintes fungoes:

a) f(x) = (sen x)¥’ ) fx) = xt©

b) f(x) = x* d) f(x) = (e)te3
Derivadas sucessivas

157. Seja f uma funcédo continua em um intervalo | e seja |; o conjunto dos pontos
de | em que f é derivavel. Em |, ja definimos a funcao f', chamada funcao derivada
primeira de f. Seja I, 0 conjunto dos pontos de I; em que f' é derivavel. Em I, po-
demos definir a fungao derivada de f' que chamaremos de derivada segunda de f e
indicaremos por f".

8 |
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REGRAS DE DERIVACAO

Repetindo o processo, podemos definir as derivadas terceira, quarta, etc. de f.
A derivada de ordem n de f representaremos por f(M,

158. Exemplos:

1°) Calcular as derivadas de f(x) = 3x2 + 5x + 6.
Temos:
f'(x) =6x +5
f''(x) = 6
' (x) = f9x) = fOx) =...=0

2°) Calcular as derivadas de f(x) = sen 2x.
Temos:
f'(x) = 2 - cos 2x

f'(x) = —4 - sen 2x = 22 - cos <2x + %)

f''(x) = —8 - cos 2x = 23 - cos (2x + m)

(n — 1)’11)

fn =21 . cos <2x + 5

EXERCICIDS

171. Calcule as derivadas sucessivas para cada uma das seguintes funcoes:
a) fix) =x*+5x2+ 1 c) f(x) = eX e) f(x) = cos x

b) f(x) = % d) f(x) = e~

172. Um ponto mével sobre uma reta tem abscissa s dada em cada instante t pela lei
s = a- cos (ot + ¢) em que a, w € ¢ Sa0 nuimeros reais dados. Determine:

a) a lei que da a velocidade do ponto em cada instante;
b) a velocidade no instante t = O;
c) a lei que da a aceleracao do ponto em cada instante;
d) a aceleracao no instante t = 1.

173.A funcao y = A - sen kx, com A > 0, e sua derivada segunda y" satisfazem
identicamente a igualdade y" + 4y = 0. O valor da derivada primeira y', para
x = 0, é 12. Calcule as constantes de A e k.
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Estudo da variacao
das funcoes

Neste capitulo mostraremos algumas aplicagdes das derivadas. Veremos que,
a partir da derivada de uma funcao, muitas conclusoées podem ser tiradas sobre a
variagao da funcao e, portanto, sobre seu grafico.

I. Maximos e minimos

159. Definig¢oes

I) Seja a fungao f: D — R e seja xo € D. Chamamos vizinhanca de xo um
intervalo V = ]xg — 8, X + 3[, em que 8 € um numero real positivo.

II) Dizemos que Xo € um ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanca
V de xg tal que:

(Vx) (x EV = f(x) < f(xo))
Nesse caso, o valor de f(xy) € chamado maximo local de f.

[ll) Dizemos que Xy € um ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanca
V de xg tal que:

(Vx) (x EV = f(x) = f(xo))
Nesse caso, o valor de f(xy) € chamado minimo local de f.

IV) Dizemos que Xy € um ponto extremo ou um extremante se x, for um ponto
de maximo local ou de minimo local de f. Nesse caso, o valor de f(xy) € chamado
valor extremo de f.
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ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

160. Exemplos:

1?) £(x) A
1
/—1 0 1\ =
29) f(x) A
0 X
39) (x4
1b--2
! 3
0 P \m 2 .
@ i 2m X
2 |
B :
49) f(x) A

1684

X2

X3

X4

X5

ob-------

=Y

x = 0 é o ponto de maximo local da
funcao f(x) = 1 — x2; o maximo local
de fé f(O) = 1.

o0 ponto de minimo local
|x|; o minimo local de f é

I
o
I o

™ .
X=—%5¢€o0 ponto de maximo local de

f(x) = sen x; o maximo local de f é

T v
f(?) = sen 5= 1.
3

X = "5 € o ponto de minimo local de

f(x) = sen x; o minimo local de f é

3w 3w
f<7> = sen T =-1.

a, Xo, X4 € b sao pontos de minimo
locais de f, enquanto X4, X3 € X5 S@o0
pontos de maximo locais de f.
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ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

Os pontos de maximo ou minimo locais que nao sao extremos do intervalo em
que a funcao esta definida sdo chamados pontos de maximo ou minimo locais inte-
riores. No 4° exemplo, X, € x4 S80 pontos de minimo locais interiores.

5% f(x) A As nocoes de maximo e minimo
locais referem-se a uma vizinhanca do
ponto considerado. Na funcao repre-
sentada ao lado, existe uma vizinhan-
ca V4 de x4 em que f(x) = f(xq), VX;
por outro lado, existe uma vizinhan-
ca V, de xo em que f(x) = f(xp), VX.

> Isto leva a conclusao (aparentemente

X contraditéria) de que x4 € ponto de ma-
ximo local, x, € ponto de minimo local e
f(xq) < f(xo).

161. Definigcao

Dizemos que f(xy) € um valor maximo absoluto de f se f(xy) = f(x) para todo x
do dominio de f, isto &, f(xo) € 0 maior valor que f assume.

Dizemos que f(xg) € um valor minimo absoluto de f se f(xy) < f(x) para todo x
do dominio de f, isto €, f(xy) € 0 menor valor que f assume.

Voltando aos cinco exemplos anteriores, temos:

1°) o valor méaximo absoluto de f(x) = 1 — x2 é 1;

29) 0 valor minimo absoluto de f(x) = |x| é O;

39) f(x) = sen x tem um maximo absoluto que € 1 e um minimo absoluto que
é —1;

4°) f(xg) e f(b) sao, respectivamente, o0 maximo e o minimo absolutos de f.

Observemos que sao muitas as fungdes que tém maximos ou minimos locais,
mas nao apresentam um maximo ou minimo absoluto.

Por exemplo, observando o grafico ao lado, ve- Y

mos que a e ¢ sao pontos de maximo local, b e d
sao pontos de minimo local, porém a funcao nao
tem maximo absoluto nem minimo absoluto.

ofb-----
xy

[ T S,

~N
[T S
ob---
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162. Teorema de Fermat

Se f: D — R é uma fungao derivavel no ponto xo € D e xo € ponto extremo

local interior de f, entdo f'(xg) = O.

Demonstracgao:
Suponhamos que X, seja ponto de minimo local interior de f. Existe uma vizi-
nhanca V de xg tal que, para todo x € V, temos:

f(x) — f(Xo)
X — Xo

f(x) — fxo)
X — Xo

=< O para x < Xg
f(xg) = f(x) =
= 0 para x > Xg

Sendo f derivavel em xg, existe e € finito o limite:

o f) — fxo) _ g
A

que coincide com os limites laterais a esquerda e a direita de xo. Lembrando do teo-
rema da conservacao do sinal para limites, temos:

° ° = f'(x) = O
lim f(x) = f(xo) =f(x) =0

X—X5 X~ Xo

Se xq for ponto de méaximo local de f, a demonstracao é analoga.

Interpretagdo geométrica

O teorema de Fermat garante que num extremo local interior de uma funcao
derivavel f, a reta tangente ao grafico de f é paralela ao eixo dos x.

f(xg) € maximo local interior f(Xo) € minimo local interior

f(x) A f(x) A

xy
B
x

Xo
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ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

Observemos, porém, que o reciproco do
teorema de Fermat é falso, isto €, existem fun-
¢cOes f derivaveis no ponto xo do seu dominio,
f'(xg) = O e xo ndo é ponto extremo de f. E o
caso, por exemplo, da funcdo f(x) = (x — 1)3. Sua
derivada é f'(x) = 3(x — 1)2,entdo f'(1) =0e 1
nao é ponto extremo.

Observemos ainda que o teorema de
Fermat nao exclui a possibilidade de x, ser ponto
extremo sem que se tenha f'(xg) = O. Isto pode
ocorrer se f nao é derivavel em xq. Por exemplo,
0 é ponto de minimo de funcdo f(x) = |x| e ndo
existe f'(0).

II. Derivada — crescimento — decréscimo

fx) = (x — 1)34

E

x) = x| A

xy

xYy

163. Neste item vamos provar alguns teoremas que terminam por estabelecer
um elo de ligacao entre a derivada de uma fun¢ao e o crescimento ou decréscimo

desta.

164. Teorema de Rolle

Se f é uma funcao continua em [a, b], € derivavel em ]a, b[ e f(a) = f(b), entao

existe ao menos um ponto xo € la, b[ tal que f'(xg) = O.

Demonstracao:

1° caso: f € constante em [a, b]

Neste caso f'(x) = O em ]a, b, isto &, para todo xq € ]a, b[, temos f'(xg) = O.

8 | Fundamentos de Matematica Elementar
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2¢ caso: f nao é constante em [a, b]

Neste caso existe x € [a, b] tal que f(x) # f(a) = f(b). Como f é continua em
[a, b], f tem um minimo e um maximo em [a, b]. Se existe x € Ja, b[ tal que
f(x) > f(a) = f(b), entao o valor f(a) = f(b) nao é o maximo de f em [a, b]; por-
tanto, f assume valor maximo em algum ponto xo € la, b[ e, sendo f derivavel em
la, b[, temos f'(xg) = O.

Se existe x € ]a, b[ tal que f(x) < f(a) = f(b), a prova € analoga.

Interpretacdo geométrica

O teorema de Rolle afirma que, se uma funcao é derivavel em Ja, b[, continua
em [a, b] e assume valores iguais nos extremos do intervalo, entao em algum ponto
de ]a, b[ a tangente ao grafico de f € paralela ao eixo dos x.

f(x) 4 ) &

f(a) = f(b) f(a) = f(b)

1

xy

xy

f(x) 4

f(a) = f(b)
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165. Teorema de Lagrange ou teorema do valor médio

Se f é uma funcao continua em [a, b] e derivavel em ]Ja, b[ entao existe ao

flb) — fla) _

menos um ponto Xy € ]a, b[ tal que b—a f'(Xo)-

Demonstracao:

1° caso: f(a) = f(b)

f(o) — f
Neste caso w = 0 e, pelo teorema de Rolle, existe xy € ]a, b[ tal que
f(b) — f(a
f'(xo) = 0 = %-

2° caso: f(a) # f(b)

: = f(b) — f(a)
Consideremos a funcao g(x) = f(x) — f(a) — “b_a (x —a).
Observemos que:
) g é continua em [a, b] por ser a diferenca entre f(x) — f(a) e

M - (x — a) que sao continuas em [a, b];
—a

Il) g é derivavel em Ja, b[ e sua derivada é g'(x) = f'(x) —

Ill) nos extremos do intervalo [a, b], temos:
f(b) — f(a)

g@) = fla) - fla) ~ 0 — 2 - (@ — 2) = 0
(o) = fib) — fla) — 1L — 5 = 0

portanto, g(a) = g(b) = 0.

Sendo assim, é valido para g o teorema de Rolle: existe xy € Ja, b[ tal que
g'(Xg) = 0, isto €,
\ \ f(b) — f(a)
g'(xo) = f'(x) ———7—=0
ou ainda:

Flxo) =—p—p
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Interpretacdo geométrica

Segundo o teorema de Lagrange, se f f(x) 4
é funcdo continua em [a, b] e derivavel em
]a, b[, entao existe um ponto xo € Ja, b[ tal
que a reta tangente ao grafico de f no ponto
P(xo, f(xo)) € paralela a reta determinada pe-
los pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)), por terem
coeficientes angulares iguais.

/
/

ob-=======---- - -

<y

EXERCICIDS

174.Dada f(x) = 4x3 — 9x2 + 5x, verifique se estdo satisfeitas as condi¢des para
validade do teorema de Rolle em cada um dos seguintes intervalos: [0, 1],

[1, %} e [O, %} Determine um nimero a em cada um desses intervalos de

modo que f'(a) = 0.

Solucao

Notemos que f € derivavel e continua em R; portanto, também €é nos
intervalos dados.

Temos f(0) = 0, f(1) = 0 e f(%) = % Assim, o teorema de Rolle é
valido s6 no intervalo [0, 1]. Determinemos « € [0, 1] tal que f'(a) = O:
9 ++v21 9 —+v21
' = 2 _ _ 2 @ ‘e 2 ‘e
f'(x) = 12x 18x +5=0 = x 15 ou X 1o
9 —+v21 9 —+v21

portanto, a = porque e [0, 1].

12 12
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175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

8 |
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Nos exercicios 175 a 177, verifique se as hipoteses do teorema de Rolle
estao satisfeitas pela funcao f no intervalo I.
O 2x2—-3x+1 |1
f(X)—v e | = [?,1]
[ x+3 se x<2 o
f(x)_{Y—x se x=2 & 171737

fx) =1 —1Ix| e Il =[—1,1]

O reciproco do teorema de Rolle nao € valido. Dé exemplos de funcdes para
as quais a tese do teorema € valida, porém uma das hipdtese nao €.

Nos exercicios 179 a 181, verifique que as hipbéteses do teorema de Rolle
sao satisfeitas pela funcao f no intervalo I. Em seguida, obtenha um ¢ € |
que satisfaca a tese do teorema.

fx) =x2—-6x+8 e |=][2, 4]

fx)=x3—-2x2—-x+2 e |=[-1,2]

f(x) =x3—16x e | =][0,4]

Dada f(x) = x3 + 3x2 — 5, verifique que as condicdes para validade do teore-
ma do valor médio estao satisfeitas paraa = —1 e b = 2. Encontre todos
0s nimeros a, o € ]—1, 2|, tal que f'(a) = f(g)__—(f_(_l)l)

Solucao

Notemos que f € derivavel e continua em R; portanto, também é no
intervalo ]—1, 2.
Sua derivada é f'(x) = 3x2 + 6x. Entdo:
f(2) — f(=1) 2 15 — (—3)
[ S S—— + e N
2 - (1) = 3« (o161 2= (1)
= 302 +60a-6=0 = a=-1+V2 ou a = -1 — V2.

f'(a) =

Como queremos a no intervalo ]—1, 2[, s6 convém o« = —1 + V2.
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183.

184.

185.

186.

187.

188.

190.

Nos exercicios 183 a 186 verifique que as hipoteses do teorema de Lagrange
sao satisfeitas pela funcao f no intervalo I. Em seguida, obtenha um ¢ € |
que satisfaca a tese do teorema.

fix) =x2+2x—1 e |=10,1]

fix) = Vx2 e |=10,1]

f(x) = V100 — x2 e | =[-8, 6]
2

=22 e 1=[26]

2

Dada f(x) = x3, esboce o grafico de f e mostre que no existe um nimero «,
\ f(3) — f(—3) .

a €1-3,3[talque f'(a) = 3_—(_3). Qual a hipbtese do teorema do valor

médio que nao se verificou?

Solucao

Dados valores a x e calculando os corres- f(x) 4
pondentes valores de f(x), podemos obter
pontos e esbocar o grafico ao lado.

N 1

2 =
Temos f'(x) = 3 X 3, ent3o: 1

f(3) — f(— T

o = E=2L I
2 2

2 _ 33 (-3]

3Va 3-(=3

€ nao existe «a satisfazendo esta ultima igualdade.

\/

B T N TR R R

= =0

A funcao f é continua em R, mas nao é derivavel no ponto x = O que esta
no intervalo ]—3, 3[. Isto invalida uma das hipoteses do teorema do valor
médio.

Nos exercicios 188 a 190, verifique que hipétese do teorema de Lagrange
nao esta satisfeita pela funcao f no intervalo I.

4 2x — 1
m e | =11, 6] 189. f(x) = 3 — 4

f(x) = I =11, 2]

| = [-2, 4]

flx) = 3x+2 se x<1
(x) = 8—3x se x=1

= Fundamentos de Matematica Elementar | 8



ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNGCOES

166. Lembremos agora os conceitos de funcao crescente e de funcdo decrescente
num intervalo I.

Uma funcao f: D — R é crescente num Vi
intervalo | (I C D) quando, qualquer que seja
X1 € lex, € |, temos:
Ly ¢
X1 < Xo = f(xq) < f(Xo) :
1{C3)] S , 5
;(1 ;(2 =X
Uma funcao f: D — R é decrescente v

num intervalo | (I C D) quando, qualquer que

sejax, €1 e xy, € I, temos:
f(xq)
X1 < Xo = f(xq) > f(Xp)

(xy)

Podemos também dizer que f é uma funcao crescente num intervalo | quando,
aumentando o valor atribuido a x, aumenta o valor de f(x).
fixe) — f(xo)
X1 — X2
Xo € |, com X4 # Xo, POis numerador e denominador tém necessariamente sinais
iguais.

Notemos ainda que, se f é crescente, entao > 0O para todos x4,

Podemos também dizer que f € uma funcao decrescente num intervalo |
quando, aumentando o valor atribuido a x, diminui o valor de f(x).

fixy) = f(xp)
X1 = X2

Xo € |, com X4 # Xo, POis numerador e denominador tém necessariamente sinais

contrarios.

Notemos ainda que, se f € decrescente, entao < 0 para todos x4,
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167. Teorema

Seja f uma fungao continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[. Entao:
I)f'(x) = 0em Ja,b[ & fécrescente em [a, b]
II) f'(x) < O0emla,b[ & fédecrescente em [a, b]

Demonstracao:
12 parte: <
I) Seja xo € | = ]a, b[. Dado um outro ponto x € |, consideremos o quociente

f(x)Z:—i(;(o)_ Conforme vimos no item anterior, se f é crescente em |, este quociente
€ positivo. De acordo com o teorema da conservacao do sinal, decorre que
im0 — fxo)

X—xo X7 Xo
Il) Pode-se provar analogamente.

= f'(Xo) = 0.

22 parte: =
I) Sejam x4, Xo € [a, b] com X4 < Xs.

Como [x4, X5] C [a, b], f é continua em [x4, X5] € derivavel em ]x4, Xo[. De acordo
fixo) — f(xq)

, isto €,
X2 = Xq

com o teorema de Lagrange, existe Xg € [Xq, Xo[ tal que f'(xg) =

f(Xa) — f(X1) = (xo = Xq) = f'(Xg).

Sendo f'(x) = O em ]Ja, b[, decorre f'(xg) = 0. Como x, — x4 > 0, vem:
f(xo) — f(x4) = 0, isto é: f(x,) = f(x4) €, portanto, f é crescente.

II) Analogamente.

Interpretacdo geométrica
YA

O teorema acaba de mostrar que:

I) Uma funcao f ser crescente em [a, b],
quando f é derivavel, equivale a f'(x) = O para
todo x € Ja, bJ, isto €, os coeficientes angula-
res das retas tangentes ao grafico de f sao nao
negativos.

xy
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1) Uma funcao f ser decrescente em [a, b],
quando f é derivavel, equivale a f'(x) < O para
todo x € ]a, bJ, isto €, os coeficientes angulares
das retas tangentes ao grafico de f sao nao po-
sitivos.

168. Exemplos:

1°) A funcao f(x) = 2 é constante em R.
Sua derivada é f'(x) = 0, Vx € R.

29) A funcdo f(x) = x3 é crescente em R.
Sua derivada é f'(x) = 3x2 = 0, Vx € R.

39) A funcao f(x) = % & decrescente em
qualquer intervalo que nao contenha o zero. Sua

derivada é:

1
f(x) =~ <0,Vx € R*
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4°) A funcdo f(x) = x2 — 4 é decrescente () A
em qualquer intervalo contido em R_ e crescen-
te em qualquer intervalo de R, . Sua derivada é
f'(x) = 2x tal que:
f'(x) <0 se x € R_ Y 2 x

f'ix) =0 se x € R,

5°) A funcdo f(x) = x3 — 3x2 tem derivada
f'(x) = 3x2 — 6x, entdo:
x<0oux=2 = f'x)=0 fx) 4
O0=x=<2 = f'x)<0
portanto:
f é crescente & x<0 ou x=2
f é decrescente & 0 =x=<2

=)
=g BN
[ —— ]
w
[—
/

EXERCICIOS

191. Determine o conjunto dos valores de x para os quais a fungdo f(x) = x2 — loge X
€ crescente.

Solucao

Devemos calcular a derivada de f e determinar em que conjunto a fun-

¢ao f' € nao negativa. Temos:

2 _
X X
2 P
f'(x) =0 i% =0 > —gsx<0 ou X ="%"

Lembrando que D(f) = Rf, vem a resposta: f é crescente para x =

V2
DR
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192.

193.

194.

195.

8 |
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Determine o conjunto dos valores de x para os quais a funcao abaixo € crescente.
f(x) = 2x3 — 15x2 — 84x + 13

gx) =2-cosx—x+1

h(x) = sen x — cos X

i) = x| - 1]

Para que valores de x é decrescente a funcdo f(x) = |2 - [x| —4[?

Solucao

Vamos definir f através de varias sentencas. Como primeiro passo, temos:
|2x — 4], se x=0
fxX) =]|-2x — 4], se x<O0

e finalmente vem:

2x — 4, se x=2
f(x):—2x+4, se O0s=sx<2

2x + 4, se —2<x<0O0

—2x— 4, se x=-2

A derivada de f é, portanto:
i) = 2,se —2<x<0 ou x>2
) = —2,se 0<x<2 ou x< -2
e nao é definida parax = 0 ou 2 ou —2.
Assim, f é decrescente para x pertencente ao conjunto [0, 2] U ]—o0, —2].

Determine o conjunto dos valores de x para os quais cada fungao abaixo € de-
crescente:

fix) =3x*+ 4x3 — 12x2 + 1
g(x) = e — X
3x — 2
h(x) = x+ 1
i(x) = arc sen x

Em cada um dos exercicios de 195 a 203, determine os intervalos em que f é
crescente e os intervalos em que é decrescente.

fix) = x3 —9x2 + 15x — 5
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196.f(x) = x* + 4x
197.f(x) = x5 — %ﬁ + 20x — 2
198.f(x) = x + %
199. f(x) = xV9 — x2
200.f(x) =2 — Vx — 1
2x + 1, se x=2
201.1(x) = {7 - X, sex>2
x2 —1, se x=1
202.10) =1 x2 + 2x — 3, se x> 1
x2+x, se x=0
203.f(x) = < X, se 0<x=<1
2x —x3,se x> 1
204. Estude a funcdo f: RT — R tal que f(x) = log, x + log, (x + 2), determinando
os intervalos em que é crescente ou decrescente.
205. Descreva o crescimento e o decréscimo da funcao f: R — R tal que:
-X, se x=-1
fx) =<x2, se —1<x=<1
e 1 se x>1
206. Descreva o crescimento e o decréscimo da funcao f: [0, 2w] — R tal que
f(x) =2 + 3 - sen (2x - %)
207. Determine para que valores de x é crescente ou decrescente a funcao f: R — R
tal que: f(x) = ecosX,
208.Prove que se X € ]O, %[ entao a funcao f(x) = Sen X € decrescente.
209. Prove que o polinémio f(x) = 3x5 + 5x3 + 1 admite um Unico zero real.

Sugestdo: calcule lim f(x), lim f(x) e estude f'(x).

X — —@ X — +o©

178 Fundamentos de Matematica Elementar | 8



ESTUDO DA VARIACAO DAS FUNCOES

210.Esboce o grafico de uma funcao f para a qual sao verificadas as seguintes

hipoteses:
a) f é continuaem R c) f'lx) = -1 se x<3
b) f(3) =2 f'x) =1 se x>3

211. Prove que, se f € uma fungao crescente em |, entao g = —f € decrescente em |I.

Solucao
Sejam x; €1 e x, €1 com x4 < X,. Temos:
X1 <Xp = f(x1) = f(xo) = —f(xq) = —fl(xz) = 8(x1) = 8(x2)

entao g € decrescente em |I.

212.Prove que, se f € uma funcao crescente em | e h é definida em | pela lei

h(x) = i, entao h é decrescente em |.
f(x)

213.Prove que, se f € crescente num intervalo |, g € crescente em | e existe fo g,
entao fo g é crescente em |.

ITI. Determinacao dos extremantes

169. Dada uma funcao f, definida e derivavel em | = Ja, b[, o teorema de Fermat
garante que os valores de x que anulam f', isto €, as raizes da equacao f'(x) = O sao
possivelmente extremantes de f.

Assim, por exemplo, os possiveis extremantes da funcao f(x) = x* — 4x3sdo as
raizes da equacdo f'(x) = 4x3 — 12x2 = 0, isto &, 0 e 3. Em principio, tanto O quan-
to 3 podem ser ponto de maximo ou ponto de minimo ou nao ser extremante. Com
toda certeza nenhum nidmero diferente desses dois é extremante por nao anular f'.
A questao agora € saber qual das alternativas € correta para O ou para 3.

170. mais geralmente, dado um nuimero xq € ]a, b[ tal que f'(xg) = O, como deter-
minar se Xo € ou nao extremante de f e ainda, sendo extremante, como saber se X
€ ponto de maximo ou de minimo?

12 resposta: xg € ponto de maximo local de f se existir uma vizinhanga V de X
tal que f'(x) € positiva a esquerda e negativa a direita de Xg.
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De fato, se existir uma vizinhanca V de x, com a propriedade citada, temos
para todo x € V:

X <xXg = f'(x) >0 = f(x) crescente = f(x) < f(xq)

X>Xg = f'(X) <0 = f(x) decrescente = f(x) < f(xq)
e, entao, Xo € um ponto de maximo local.

O grafico ao lado mostra que, numa vizi- Vi
nhanca de um ponto x, de maximo local, as retas / \
tangentes a curva passam de coeficiente angular
positivo (a esquerda de xg) para negativo (a direita
de Xxg). E o coeficiente angular é justamente a de-
rivada de f.

22 resposta: xg € ponto de minimo local de f se existir uma vizinhanga V de xq
tal que f'(x) € negativa a esquerda e positiva a direita de x;.

De fato, se existir uma vizinhanga V de xo com a propriedade referida, temos
para todo x € V:

x<xo = f'(x) <0 = f(x) decrescente = f(x) = f(Xq)

x>xo = f'(x) >0 = f(x) crescente = f(x) = f(xq)
e, entao, Xo € um ponto de minimo local.

O grafico ao lado mostra que, numa vizi- YA
nhanga de um ponto xy de minimo local, as retas
tangentes a curva passam de coeficiente angular
negativo (a esquerda de xg) para positivo (a direita
de Xo).

X[---=---
S
x
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32 resposta: xg ndo é extremante de f se existir uma vizinhanga V de xq tal que
para todo x € V e x # xo tem-se f'(x) sempre com mesmo sinal.

A figura 1 mostra que, se existir uma vizinhancga V de X, tal que f'(x) > O para
todo x € V e X # Xq, entao xg nao € extremante. A figura 2 mostra, analogamente,
para o caso em que f'(x) < 0, que xo nao é extremante.

YA YA

\\

XFk---c-oooo -
XbF-=--------

S
xy
xy

0

figura 1 figura 2

171. Exemplos:

19) Verificar se f(x) = x* — 4x3 tem extremante.
Ja vimos que f'(x) = 4x3 — 12x2 tem raizes O e 3.

Analisemos a variacao de sinal da funcao

f'(x) = 4x3 — 12x2 = 4x2(x — 3):

0 3 X
x2 + + +
x—3 - - +
f(x) - - +
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Existem vizinhancgas de 0 em que f'(x) <O, YA
portanto, O nao é extremante de f. Ha vizinhan-
¢as de 3 em que f'(x) passa de negativa a posi-
tiva, isto €, 3 é ponto de minimo local.

O grafico ao lado ilustra como varia a
fungdo f. 12 4/ N

[ RTY)
X

2°) Quais sao os extremantes da funcao f: ]O, 2w[ — R dada por
f(x) = 2 sen x + cos 2x?

Calculando a derivada:
f'ix) =2-cosx—2-sen2x=2-cosx — 4 -senx-cos x =
=2-cosx-(1—2-senx)

Os valores de x que anulam f'(x) sao as raizes das equacoes cos x = 0 e

3w
2 ’

5

senx = =, isto &, = T2
2’ 12’7 6 6°

Analisando o sinal de f'(x), temos:

sl sl m 3w
0 6 2 6 2 2m X
Cos X + + - - +
1—2senx + — — + +
f'(x) + - + - +
. 1y 57 . .. ™ 3
Verificamos que — e —— sao pontos de maximo local, enquanto — e ——

6 6

sao pontos de minimo local.

2 2
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O gréfico da fungao f confirma nossa analise.

YA

xy

EXERCICIOS

Nos exercicios 214 a 224, determine os extremantes da funcao f.

214.f(x) = —x2 — 5x — 4 220. f(x) = cos 3x
215.f(x) = 2x2 — 8x + 11 221. f(x) = sen (2x - %)
216.f(x) =x3 — 27x + 1 222, f(x) =x - €nx
217.f(x) = —x3 + 6x2 — 12x + 8 223. f(x) = €n (x2 + 1)
218.f(x) = (x — 8)3(x — 6)* 224, f(x) = e~
219, f(x) = =

: (X)_x2+5x—6
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225. Calcule o valor maximo assumido pela funcao f(x) = e *~ a2,

Solucao

f'(x) = —2(x — a) - e~ a?

f(x)=0 = —2(x—a)-e®" =0 = x=a
Como e ®~2a°>0 para todo x € R, temos:

x<a =>x—a<0 = f'x)>0
x>a =>x—a>0 = f'x) <0

Assim x = a é um ponto de maximo local de f. O valor maximo de f é:

fla) =e"@-a° =¢g0 =1,

Nos exercicios 226 a 231, calcule os valores extremos de f.

226.f(x) =x2 — 4x — 1 229. f(x) = x2e*
2 eX — e_X
227.f(x) = x* + 8x 230. f(x) = = tex
X 2
__ X v _ 1\3
228.100 = 77— 231. f(x) = (x — 1)

Nos exercicios 232 a 235, determine as coordenadas dos pontos extremos da

funcao f.
3 _1-x
232.f(x) = x3 — Ox 234. f(x) = =—
1+ x—x _ InX
233.f(X) = m 235. f(X) = T

236.Calcule a e b de modo que a funcdo f(x) = x3 + ax2 + b tenha um extremo
relativo em (4, 5).

237. Obtenha os extremos absolutos de f(x) = x3 + x2 — x + 1 no intervalo [—2,%}.
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Solucao

Como f é derivavel em [—2, %] apliguemos o teorema de Fermat:

f'ix) =3x2+ 2x — 1 = 3(x + 1)<x = %) e os zeros de f' sao 0s numeros
1
—1le §

Analisando a variacao de sinal de f', temos:

——0 — w|-—

~1
FO o+ % -

entao —1 é ponto de maximo interior e % € ponto de minimo interior.

Calculemos o valor de f nesses pontos criticos e nos extremos do intervalo

1]
21
f(—2)=—-8+4+2+1=-1, f-1)=—-1+1+1+1=2,

11,1 1, 22 1) 1.1 1. .
(§)-g+b-2+1-Berl)-t+2-2+1-

L
8

YA
O valor maximo absoluto de fno intervalo [—2, %]

€ 0 maior dos numeros; f(—2), f(%) e f(—1)

portanto é f(—1) = 2.

O valor minimo absoluto de f no intervalo [—2,

i
2
€ o menor dos numeros f(—2), f(—) e f(%) '/

NI
<y

portanto é f(—2) = —1.

O grafico da fungao ilustra o exposto.
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238.

239.

240.

241.

242,

186

2

Obtenha os extremos absolutos de f(x) = (x — 2)2 no intervalo [1, 5].

Dada a fungcao f(x) =

1
valo [3, 6]. x-2

Uma pedra é lancada verticalmente para cima. Sua altura h (metros), em
relacdo ao solo, é dada por h = 30 + 20t — 5t2, em que t indica o nimero
de segundos decorridos apés o langamento. Em que instante a pedra atingira

sua altura maxima?

Um moével desloca-se sobre um eixo de modo que sua abscissa s no instante t

é dada por s = a - cos (kt + €), sendo a, k, £ constantes dadas.
Determine:

a) instantes e posicoes em que é maxima a velocidade do movel;
b) instantes e posicdoes em que € minima a aceleragao do mével.

Um triangulo esta inscrito numa circunferéncia de raio R. Seus lados medem a,

b e 2R. Calcule a e b quando a area do triangulo € maxima.

Notemos primeiramente que numa semicircunferéncia de raio R é possivel
inscrever diferentes triangulos, todos retangulos. Observemos que a e b,
medidas dos catetos, variam de um triangulo para outro e percorrem o
intervalo ]0, 2R[,isto €,0 <a < 2R e 0 < b < 2R. Para um mesmo trian-
gulo sao verificadas as seguintes relacoes:

ab
827 e a2+b2=4R2
em que S € a area do triangulo.

Solucao

Para determinarmos o maximo de S devemos colocar S como fungao de
uma variével s6 (a ou b). Eliminando b, pois b = V4R? — a2, temos:

S=2 ab=2 VAR - = 1. VAR — a*

obtenha os extremos absolutos de f no inter-
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244.

245.
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Provemos que S tem um ponto de maximo:

s _ 1 8R%a—4a® _ 2R% —a°
2 9V4RZa2 — a*  V4RZ%a2 - a*

S'=0 = 2R%a—-a%=0 = a=R\2

0<a<RV2 = a?<2R? = a3<2R% = S$'>0

RV2< a<2R = 2R?<a? = 2R%a<ad = S'<0

e, entdo, a = RV2 é um ponto de maximo local.

Conclusdo: O triangulo de drea maxima é aquele em que a = RV2 e

b = V4R2 — 2R2 = RV2, isto &, é o triangulo isésceles.

Um retangulo de dimensoes x e y tem perimetro 2a (a é constante dada). Deter-
mine x e y para que sua area seja maxima.

Calcule o perimetro maximo de um trapézio que esta inscrito numa semicircun-
feréncia de raio R.

Calcule o raio da base e a altura do cilindro de volume maximo que pode ser
inscrito numa esfera de raio R.

Solucao

A figura ao lado € uma secgao da esfera
e do cilindro inscrito, feita por um plano
contendo o eixo de simetria do cilindro.
Observemos que numa esfera podem ser

. . . - h
inscritos diferentes cilindros, portanto, r e e
h . o - - 1h
- Sao variaveis. Para um dado cilindro sao | 2

. . o [
verificadas as seguintes condicoes: o

h2

V=mr’h, 0<h<2Re r2+T=R2
em que V é o volume do cilindro.
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246.

247.

248.

249.

Para determinarmos o maximo de V, devemos colocar V como fungcao de
2

. . o . h
uma variavel sé (r ou h). Eliminando r, pois r2 = R2 — - temos:

h2 h3
4

V:’ITI’2h=’1T<R2—T h = wR2h — ——

Provemos que V tem um ponto de maximo:

2
V'=TrR2—3T£lh
31mh2 2R
V'=0 =7R2 = h=—
4 V3
2 2
B = [ = A8 h2<%:%<’n’R2=>V'>O
2R ,_ 4R?  3mh? ) ,
@<h<2R:h > 3 = 7 <@wR* => V' <0

e, entao, h = ER € um ponto de maximo local.
V3

~ - .. . 2R
Conclusao: O cilindro de volume maximo é aqueleemque h=—er=

V3

&l

Calcule o raio da base e a altura do cone de area lateral maxima que € inscriti-
vel numa esfera de raio R.

Calcule o raio da base e a altura do cone de volume minimo que pode circuns-
crever uma esfera de raio R.

Um fabricante de caixas de papelao pretende fazer caixas abertas a partir de
folhas de cartdo quadrado de 576 cm?2, cortando quadrados iguais nas quatro
pontas e dobrando os lados. Calcule a medida do lado do quadrado que deve
ser cortado para obter uma caixa cujo volume seja 0 maior possivel.

Uma ilha esta em um ponto A, a 10 km do ponto B mais préximo sobre uma
praia reta. Um armazém esta no ponto C, a 20 km de B sobre a praia. Se um
homem pode remar a razao de 4 km/h e andar a razao de 5 km/h, onde deveria
desembarcar para ir da ilha ao armazém no menor tempo possivel?
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250. Um fio de comprimento L é cortado em dois pedacos, um dos quais formara um
circulo e o outro, um quadrado. Como deve ser cortado o fio para que a soma
das areas do circulo e do quadrado seja minima?

251.Um funil conico tem raio r e altura h. Se o volume do funil € V (constante),

. B . .
calcule a razao n de modo que sua area lateral seja minima.

252.Um fazendeiro precisa construir dois cur-
rais lado a lado, com uma cerca comum,
conforme mostra a figura. Se cada curral y y y
deve ter uma certa area A, qual o compri-
mento minimo que a cerca deve ter? X X

253.Uma calha de fundo plano e lados igual-
mente inclinados vai ser construida dobran-
do-se uma folha de metal de largura €. Se = =

N ¢
os lados e o fundo tém largura =, calcule

0 angulo 6 de forma que a calha tenha a 3
maxima seccao reta.

172. Extremantes e derivada segunda

Um outro processo para determinar se uma raiz xo da equacgao f'(x) = O é
extremante da funcao f consiste em estudar o sinal da derivada segunda de f no
ponto xy. O teorema seguinte explica o processo.

173. Teorema

Seja f uma funcao continua e derivavel até segunda ordem no intervalo
| = Ja, b[, com derivadas f' e f'' também continuas em I. Seja xo, € | tal que
f'(xo) = O. Nestas condicoes, temos:

a) se f''(xg) < 0, entao xy € ponto de maximo local de f;
b) se f''(xg) > O, entdo xq € ponto de minimo local de f.
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Demonstracao:
a) Se f''(xo) < O e f'"" é continua, existe uma vizinhanca V de xo na qual
f''"(x) < 0, Vx € V.

Se f''(x) < O, entao f' é decrescente em V; portanto, como f'(xg) = O, decorre
que em V, a esquerda de xg, temos f'(x) > O e a direita de xo temos f'(x) < 0. Con-
cluimos assim que Xxg € ponto de maximo local.

b) Prova-se analogamente.

174. Exemplos:

1°) Determinar os extremantes de f(x) = x* — 4x3.
fx) = x* — 4x3 = f'(x) = 4x3 — 12x2 = "'(x) = 12x2 — 24x

As raizes da equacdo f'(x) = 4x3 — 12x2 = 0 sdo O e 3. Substituindo esses
ndmeros em f''(x), vem:

f''(0) = 0 = nada se conclui sobre 0.

f'(3)=12-32-24-3=36>0 = 3 é ponto de minimo.

2°) Achar os extremantes de f(x) = 2 - sen x + cos 2x, no intervalo [0, 2].
fix)y =2-senx +cos2x = f'(x) =2-cosx —2-sen2x =

= f"(x) = —2-senx — 4 -cos 2x
As raizes de f'(x) =2 -cosx — 2 -sen2x =0 sao % %%T e %ﬂ Testando

cada uma em f''(x), temos:

TN LIS o _ 4. M _ 4 _o— _
f(6) 2sen6 40053 1-2 3<0

f"(E =-2-sent —4-cosm=-2+4=2>0
2 2
(DT L o een 2 40082 - 40— _
f(G)_ 2sen6 40053— 1-2=-3<0
f"(%)=—2~sen37w—4~c053w=+2+4=6>O
- T _bw . . ™ 3T . .
entao 5 e 5 sao pontos de maximo e > e > sao pontos de minimo.
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175. Observacao

Devemos observar, nas condi¢coes do Ultimo teorema, que se f'(xg) = O e
f''(xo) = O nada pode ser concluido sobre x,. Um teorema mais geral que o anterior
estabelece finalmente um critério para pesquisar maximos e minimos locais sem
chegar a impasse.

176. Critério geral para pesquisar extremantes

Seja f uma funcao derivavel com derivadas sucessivas também derivaveis em
| = ]a, b[. Seja xo € | tal que

{ f'(xg) ="' (Xg) = ... =T =D (x5) =0 e M (xp) # O }

Nestas condicoes, temos:
l) se n € par e M (xy) < O, entdo x, € ponto de maximo local de f;
I) se n é par e (" (xg) > 0, entdo x, € ponto de minimo local de f;

Ill) se n é impar, entdo Xy ndo é ponto de maximo local nem de minimo local
de f.

A demonstracdo deste teorema nao cabe num curso deste nivel.

177. Exemplos:

Pesquisemos os extremantes da funcdo f(x) = x5 — 3x* + 3x3 — x2 + 1.
Calculando as sucessivas derivadas de f, temos:

f'(x) = Bx* — 12x3 + 9x2 — 2x = x(x — 1)3(5x — 2)

f'(x) = 20x3 — 36x2 + 18x — 2 = (x — 1)(20x2 — 16X + 2)

f''(x) = 60X2 — 72x + 18

fU(x) = 120x — 72

f¥(x) = 120

f(x) = O, para todon > 5

As raizes de f'(x) = 0sao 0,1e %
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Temos ainda:
f'O)=0¢e f''(0)=—-2<0
f'1) =0, f'"(1) =0 e f""'(1) =6 #0

|£_ "2—1_8
f(5>_oef (5)‘25>0

portanto: O € ponto de maximo, 2 é ponto de minimo e 1 nao € ponto de maximo
nem de minimo.

EXERCICIDS

Nos exercicios 254 a 259, determine os extremantes da funcao f, utilizando o
critério da segunda derivada.

254.f(x) = x(x — 2)3 257. f(x) = e* + e~X
=X _ 2
255.1(x) = 172 258. f(x) = loge(1 + x°)
2
256. f(x) = x%e* 259, f(x) = (x — 1)

X
{n =
2
260. Calcule as coordenadas dos pontos extremos do grafico da funcao f(x) = W

2641. Dada a fungdo f(x) = —(x — 1)2, determine os extremos absolutos de f no inter-
valo [—2, 3].

262. Obtenha os extremos absolutos de f(x) = x2 — 4x + 8 em [—1, 3].

263. Dada a funcao f tal que:

f) = X+ 2 se x<1
(x) = x2—6x+8se x=1

determine os extremos absolutos de fem [—6, 5].
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264.

265.

266.

8 |
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Ache o ponto P, situado sobre a hipérbole de equacao xy = 1 e que esta mais
préximo da origem.

Solucao

Seja Py = (x, y). A distancia de P, & origem é d = Vx2 + y? . Estando P,
1

sobre a hipérbole, y = > & entao,d = [x2 + Xiz Calculemos x para que

d seja minima.

1

1 1 S

d == [+ 2 @2x-2 x73 = A
2 X 1
X2+—2

X

e, portanto, Py = (1, 1) ou Py = (—1, —1).

Ache o ponto da curva (x — 3)2 + (y — 6)2 = 20 que esta a distancia minima do
ponto (—2, —4).

Um triangulo isésceles de base a esta inscrito numa circunferéncia de raio R.
Calcule a de modo que seja maxima a area do triangulo.

Solucao

Seja ABC o triangulo is6sceles de base a = AB
e altura h = CE. Sua area é dada pela férmula

1
S = ? ah
No triangulo retangulo BCD, a altura BE é média
geométrica entre os segmentos que determina A
a hipotenusa CD. Entao:

T

—===lbcccccc—ccc=== A

D
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267.

268.

269.

270.

271.

272.

2
(BE)2 = (EC)(ED) = % =h:-(2R —h) = a=2V2Rh — h?
S = %ah = hV2Rh — h2 = v2Rh3 — h*
Procuremos o valor maximo de S para 0 < h < 2R:

, _ 6Rh? —4h3  3Rh? — 2h3

" 2V2RR®—h* \2Rh3 — h#

$'=0 = 3Rh? - 213 =0 = h ="
Como S=0parah=0o0uh=2Re
3R 3 27R® 81R* _ [27R* _3V3R?
h‘TES_JzR 8 16 _\/16 i

~ 3R | ..
entao h = - € ponto de maximo para S e, neste caso,

] 3R 9R2
a=2J2R- 5 - =RV3

Calcule o raio da base e a altura do cone de maximo volume que se pode ins-
crever numa esfera de raio R.

Determine as dimensodes do cone de area total minima que pode circunscrever
uma esfera de raio R.

Um fabricante precisa produzir caixas de papelao, com tampa, tendo na base
um retangulo com comprimento igual ao triplo da largura. Calcule as dimensoes
que permitem a maxima economia de papelao para produzir caixas de volume
V (dado).

Uma pagina para impressao deve conter 300 cm? de area impressa, uma mar-
gem de 2 cm nas partes superior e inferior e uma margem de 1,5 cm nas la-
terais. Quais sao as dimensoes da pagina de menor area que preenche essas
condicoes?

Um fazendeiro tem 80 porcos, pesando 150 kg cada um. Cada porco aumenta
de peso na proporgao de 2,5 kg por dia. Gastam-se R$ 2,00 por dia para man-
ter um porco. Se o preco de venda estd a R$ 3,00 por kg e cai R$ 0,03 por dia,
quantos dias deve o fazendeiro aguardar para que seu lucro seja maximo?

O custo de producao de x unidades de uma certa mercadoria € a + bx e o preco de
venda é ¢ — dx por unidade, sendo a, b, ¢, d constantes positivas. Quantas unida-
des devem ser produzidas e vendidas para que seja maximo o lucro da operacao?
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IV. Concavidade

178. Definigcao

Seja f uma fungao continua no intervalo | = [a, b] e derivavel no ponto
Xo € ]a, b[. Dizemos que o grafico de f tem concavidade positiva em x, se, e somen-
te se, existe uma vizinhanga V de xq tal que, para x € V, os pontos do grafico de f
estao acima da reta tangente a curva no ponto Xg.

Analogamente, se existe uma vizinhanga V de xq tal que, para x € V, os pontos
do grafico de f estao abaixo da reta tangente a curva no ponto xq, dizemos que o
grafico de f tem concavidade negativa.

A figura 1 a seguir mostra o grafico de uma fungao que tem concavidade posi-
tiva em Xxq, enquanto a figura 2 ilustra uma concavidade negativa em Xx,.

YA YA

1
1
1
1
1
1
1
1
> 1 >
X

0 X 0

Xbeooooaoo
x

figura 1 figura 2

Um critério para deteminar se um grafico tem concavidade positiva ou negativa
em Xq € dado pelo seguinte teorema.

179. Teorema
Se f € uma funcao derivavel até segunda ordem no intervalo | = [a, b], Xxg é
interno a [a, b] e f''(xg) # O, entao:

a) quando f''(xg) > 0, o grafico de f tem concavidade positiva em Xg;

b) quando f''(xg) < O, o grafico de f tem concavidade negativa em Xg.

Apenas mostraremos geometricamente que o teorema é valido.
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Se f"'(xg) > O, entao f' € crescente nas vizinhancas de xq; portanto, as tan-
gentes ao grafico tém inclinacao crescente e isto s6 é possivel sendo positiva a

concavidade.
Y

—

xy

Xo

Analogamente, se f''(xg) < 0, entdo f' & decrescente nas vizinhangas de xg, isto
€, as retas tangentes a curva tém inclinagao decrescente; portanto, a concavidade

€ negativa.

Yi

P

180. Exemplos:

1°) Como é a concavidade do grafico da fungao f(x) = cos x, para x € [0, 2]?

Temos f'(x) = —senx e

Notando que:

f'"X) <0 & —cosx<0 & 0=sx<

f''(x) = —cos x.

™ 3
EOU_Q <X <27
" ™ 3’IT
f'"x) >0 & —cosx>0 < §<x<—2

196
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Concluimos que nos intervalos [O, %] e [37“ 27r] a curva tem concavidade

3m

> [ a concavidade € positiva. Confira no grafico abaixo.

. . [
negativa e no intervalo ] >

YA

o
<ﬂ
w
N
oL
3
<y

2°9) Como € a concavidade da curva y = x4 — 4x3?
y=x*—4x3 = y' =4x3 — 12x2 = y"' = 12x2 — 24x
Notando que y'' = 12 - x - (x — 2), temos:

x<0 ou x>2 = y'"'" >0 = concavidade positiva.
0<x<2 = y'" <0 = concavidade negativa.

Confira com o grafico do item 171.

V. Ponto de inflexao

181. Definigcao

Seja f uma fungcao continua no intervalo | = [a, b] e derivavel no ponto
Xo € Ja, b[. Dizemos que Py(xo, f(xo)) € um ponto de inflexao do grafico de f se, e
somente se, existe uma vizinhanca V de X, tal que nos pontos do grafico f para
X € V e x < xg a concavidade tem sempre o mesmo sinal, que é contrario ao sinal
da concavidade nos pontos do grafico para x > xg.

Em outros termos, Py € ponto de inflexao quando Py € ponto em que a conca-
vidade "troca de sinal". Eis alguns exemplos:
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f(x) A f(x) A f(x) A

\% (% T(xo)) \ P, (Xo, F(X,))

Po(Xor T(Xo))

1

L
X
0 \ '

Retomando os exemplos do item 180, vemos que os pontos de inflexdo de

<y

X F-==--
S
x

m™ 3w
— €

f(x) = cos x no intervalo [0, 2] sao 0s pontos de abscissas 5 € 5 08 pontos de

inflexdo da curva y = x* — 4x3 s30 os de abscissas O e 2.

Os seguintes teoremas permitem localizar os pontos de inflexao no grafico de
uma funcgao.

182. Teorema

Seja f uma funcao com derivadas até terceira ordem em | = ]a, b[. Seja
Xo € la, b[. Se f''(xg) = 0 e f'"'(xo) # O, entdo xy € abscissa de um ponto de
inflexao.

Demonstracao:

Suponhamos, por exemplo, f''(xg) = 0 e f'''(xg) > 0. De acordo com o teore-
ma do item 173, xo € ponto de minimo local da funcao f'. Assim sendo, existe uma
vizinhanca V de xq tal que:

xeEV e x<xy) = f''(xg) <0
xeV e x>xy) = f''(xg) >0

isto €, em xqy a funcao f'' "troca de sinal", ou ainda, em Py(Xo, f(Xo)) @ concavidade do
grafico de f troca de sinal; portanto, x, € abscissa de um ponto de inflexao.

183. Teorema

Se f é uma fungao derivavel até segunda ordem em | = ]a, b[, Xo € 1a, b[ € xg
€ abscissa de ponto de inflexao do gréafico de f, entao f''(xg) = O.
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Demonstracao:

Suponhamos f''(xg) # O; por exemplo, admitamos f''(xg) > 0. Temos:

- Fx) — fxo)
! = | >0
(o) = lim —
. . f'(x) = f'(x0)
entdo existe uma vizinhanca V de xq tal que X — % >0, VX € V, X # Xo.

Assim, em V, a funcao f' é crescente; portanto, em V o grafico de f tem conca-
vidade sempre positiva, isto &€, em Py(Xq, f(Xg)) @ concavidade nao troca de sinal e P,
deixa de ser ponto de inflexao.

184. Observacao

Este dltimo teorema mostra que uma condicao necessaria para X, ser a abs-
cissa de um ponto de inflexao do grafico de f € anular f''. Entretanto, nem todas as
raizes de f''(x) = O sao abscissas de pontos de inflexao. Se uma raiz xo de f''(x) = O
nao anular f'"', o teorema do item 182 garante que xq € abscissa de ponto de inflexao.
Se, porém, f''(xq) = f'"'(Xo) = 0, nada podemos concluir, usando a teoria dada.

185. Exemplo:

Determinar os pontos de inflexdao do grafico da fungao f: R — R tal que
f(x) = x* — 2x3 — 12x2 + 12x — 5.

Temos:

f'(x) = 4x3 — 6x2 — 24x + 12

f'(x) = 12x2 — 12x — 24

As raizes da equacdo f''(x) = 0, isto &, 12x2 — 12x — 24 = 0 sdo: 2 e —1.

Notando que f'''(x) = 24x — 12, vemos que:

f'"(2)=48-12=36#0 e "' (—-1)=-24-12=-36 #0
portanto, 2 e —1 sao abscissas de pontos de inflexdao e esses pontos sao

P=(2,f(2)=(2,-29) e Q=(—-1,f(—1)) = (-1, —26)
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273.

274.

275.

278.

279.

280.

281.
282,
283.

284.

285.

286.

287.

EXERCICIDS

Nos exercicios 273 a 277, determine onde o grafico da funcao dada tem conca-
vidade positiva, onde a concavidade € negativa e obtenha os pontos de inflexao,
caso existam.

2X

f(x) = x3 + 9x 276. f(x) = 57—

V2 + 47
fx) = ——

x2—1
2

fx) = ¥x — 2 277.f(x)={"'p""r"""<1

x3—4x2+ 7x — 3,parax=1
Determine os intervalos em que x deve estar para que o grafico da funcao

f(x) = sen x — cos x tenha concavidade positiva.

Determine as abscissas dos pontos do grafico da funcdo f(x) = x5 — x* nos
quais a concavidade é negativa.

Quais s&o os pontos de inflexdo no grafico da funcao f(x) = (x2 — 1)(x2 — 4)?

Nos exercicios 281 a 283, supondo que f € continua em algum intervalo aberto
que contém c, faca uma parte do grafico de f numa vizinhanga de ¢ de modo
que fiqguem satisfeitas as condicoes dadas.

Parax>c, f'(x) <0 e f'"(x) >0 e parax<c, f'(x) >0 e f'"(x) > 0.
Parax >¢c, f'(x) >0 e f'""(x) >0 e parax<gc, f'(x) >0 e f"(x) <O.
f'lc)=f"(c) =0 e f''(x) >0 para x<c ou x>c.

Esboce o grafico de uma funcgao f tal que, para todo x real, tenhamos f(x) > O,
f'x) <0 e f''(x) > 0.

Esboce o grafico de uma fungao f para a qual f(x), f'(x) e f''(x) existem e sao
positivas, Vx € R.

Se f(x) = ag + a;x + ax? + azx3, determine ag, a1, a, e az; de modo que f
tenha um extremo relativo em (O, 3) e um ponto de inflexao em (1, —1).

Se f(x) = ag + a;x + a,x2 + azx® + a,x4, calcule ag, a4, a,, a3 e a, de modo que
o grafico de f passe pela origem, seja simétrico em relagcao ao eixo y e tenha um
ponto de inflexao em (1, —1).
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VI. Variacao das funcoes

186. Um dos objetivos da teoria deste capitulo é possibilitar um estudo da variacdo
de uma funcéo f. Para caracterizar como varia uma funcgao f, procuramos determinar:

a) o dominio;

b) a paridade;

c) os pontos de descontinuidade;

d) as intersecoes do grafico com 0s €ixos x e y;
e) o comportamento no infinito;

f) o crescimento ou decréscimo;

g) os extremantes;

h) os pontos de inflexao e a concavidade;

i) o grafico.

187. Exemplos:

1°) Estudar a variacdo da funcdo f(x) = x3 + x2 — 5x.
a) Seu dominio é R.

b) A funcao nao é par nem impar, pois:

f(=x) = (=x)3 + (=x)? = 5(—x) = —x3 + x2 + 5x

nao é idéntica a f(x) nem a —f(x).

c) A funcao polinomial f é continua em R.

d) Fazendo x = O, temos f(0) = O.

Fazendo f(x) = 0, temos x3 + x2 — 5x = 0,isto é,x = 0 oU x = —— === 1 ; V21 ou
—1++21
X=—
2
-1 -—-~21
As intersecdes com os eixos sdo os pontos (0, O); (T\/_ O) €
(— 1 ++21 )
—F 0.
2
e) lim fx)= lim x3=+4
X — +o X — t+x®
im fx)= Ilim x3=—o
X — — X— —x

5
f) f'\x) =3x2+2x —5=3(x — 1)(x + ?>
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entao:

—% ou x=1 = f'(x) =0 = fcrescente

I

X

—% s=x=<1 = f'(x) <0 = fdecrescente

g) f'x) =0 = x=1 ou x=—é

3
f'"(1)=8>0
f'x) =6x + 2 =
f"(—§> =-8<0
3
~ - o 5
entao f tem um minimo em x = 1 € um maximo em x = 3
h) f'"(x) = 6x + 2, entao:
X < —% = f'"(x) <0 = concavidade negativa
X > —% = f"(x) > 0 = concavidade positiva
Como o sinal da concavidade muda em x = —%, o grafico tem um ponto de
inflexao em 1
3
i) grafico de f:
f(x) A
-1-~21 j 1 1 —1+V2 X
2 3 3 2
1
o ~ x—1

2¢) Estudar a variag¢ao da funcao f(x) = =———.

2x — b

L 5

a) Seu dominio é D(f) = R — Dit
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b) A funcao nao é par nem impar, pois:

-x—1

(X =3="9=5

nao € idéntica a f(x) nem a —f(x).

c) Como g(x) =x—1 e h(x) = 2x — 5 sao continuas,

x—1
0 =5"5

€ continua em todos os pontos do seu dominio.

Notemos que lim _f(x) = —= e Iinrg3+ f(x) = +o.

X— %5 X— %5

2 2

d) Fazendo x = O, temos f(0) = % = %

Fazendo f(x) = 0, temos =0, istoé, x = 1.

x—1
2x — b

As intersec6es com 0s €ixos sao 0s pontos (O, %) e (1, 0).

o1
. . x—1 . X 1
e lim f(x)= Im ——= I|Im ——— =—e¢
)X—’J,-oc () X — 4o 2X—5 X — 4o 2_2 2
X
. 1
lim f(x)=? (analogamente)
X — —©
oy 1 (2x—=5)—-x—-1)-2 -3 5
f) f'(x) = ox 57 = o <O Vx# 3

entao f é decrescente em todo intervalo que nao contenha %

g) f € derivavel em seu dominio e f' nunca se anula, entdao f nao tem
extremantes.

12

h ') = o —sp

entao:

X < % = 2x — 5 <0 = f"(x) <0 = concavidade negativa

X > % = 2x —5>0 = f''(x) > 0 = concavidade positiva
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Como o sinal da concavidade muda no ponto de abscissa % (em que f
nao € definida), concluimos que o grafico de f nao tem ponto de inflexao.

i) gréfico de f:

f(x) A

7 1.0 i

EXERCICIDS

Nos exercicios 288 a 297, determine o dominio, a paridade, os pontos de
descontinuidade, as interse¢des do grafico com 0s eixos, 0 comportamento no
infinito, o crescimento ou decrescimento, os extremantes, a concavidade, os
pontos de inflexao e o grafico de f.

1 4

288.f(x) = 2x3 — 6x 293. fx) = x> + 2 - x°
1
289.1(x) = 4x3 — x2 — 24x — 1 294. f(x) =1 + (x — 2)°

290.f(x) = 3x* + 4x3 + 6x2 — 4 295. f(x) = xV1 — x

291.f(x) = (x — 1)4(x + 2)3 296. f(x) = i ;
z 9x
3 =

292. f(x) = 3x 2X 297. f(x) 219
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LEITURA

COLECAO PARTICULAR. THE GRANGER COLLECTION, NEW YORK/

THE GRANGER COLLECTION/OTHER IMAGES

Cauchy e Weierstrass: o rigor chega ao
Calculo

Hygino H. Domingues

O calculo, tal como foi deixado por Newton e Leibniz, carecia quase total-
mente de estruturagao Iégica. E nos 150 anos seguintes muito pouco mudou
quanto a esse aspecto. Embora houvesse consciéncia, em todo esse tempo,
da necessidade de demonstracoes e justificativas, estas frequentemente nao
correspondiam aos padroes atuais de rigor, apelando demasiado para a intui-
¢cao geométrica.

Assim é que por muito tempo a confianga no calculo derivava sobretudo
de sua eficacia. Um episédio envolvendo o matematico e astronomo Edmund
Halley (1656-1742) e o bispo George Berkeley (1685-1753) ilustra bem essa
situacao. O primeiro, talvez movido por concepcoes materialistas inspiradas
na ciéncia da época (em que o calculo tinha papel especial), teria convencido
alguém em seu leito de morte a recusar o consolo espiritual que lhe seria
ministrado por Berkeley. Este, eximio polemista, expressou sua irritacao num
livro de 1734 intitulado O analista: ou um discurso dirigido a um matematico
infiel, no qual provou de forma irrefuta-
vel que o calculo aquela altura era, tanto
quanto a religiao, matéria de fé.

Pois certamente nao havia explica-
cao para o fato de Newton, no seu Qua-
dratura de curvas, operar algebricamen-
te seguidas vezes com um incremento
h e, ao fim, considerar nulos todos os
termos envolvendo h (agora igualado a
zero). E tampouco para aceitar que a ra-
zao dy/dx entre as diferenciais, segun-
do conceito de Leibniz (ver pags. 142
e 143), expressava a inclinacao da tan-

: gente, e nao a da secante (ver figura).
Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). O desprezo das diferenciais superiores,
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sem nenhuma explicagcao convincente, levando a resultados corretos, enseja-
va a Berkeley a observacao “em virtude de um erro duplo chega-se, ainda que
nao a uma ciéncia, pelo menos a uma verdade”.

D’Alembert (1717-1783), que em algum momento teria declarado “avan-
te, e a fé Ihe vira”, sugerindo como enfrentar os mistérios do calculo na época,
vislumbrava porém que para sair desse estado era preciso estabelecer um
método de limites.

Em 1784, a Academia de Ciéncias de Berlim instituiu um concurso, cujo
prémio seria conferido dois anos depois, sobre o problema do infinito em
matematica. O edital manifestava o desejo da Academia de uma explanacao
sobre o porqué de muitos teoremas corretos serem “deduzidos de suposicoes
contraditérias”. O vencedor foi o suico Simon L'Huillier, com o trabalho Expo-
sicdo elementar do calculo superior. Mas L'Huillier, que introduziu a notagao
dP/dx = lim (AP/Ax) para a derivada, pouca luz trouxe ao problema. Seria s6
no século XIX, especialmente gracas aos esforcos de Augustin-Louis Cauchy
(1789-1857) e Karl Weierstrass (1815-1897), que o assunto seria fundamen-
tado com rigor.

Natural de Paris, Cauchy estudou na Es-
v cola Politécnica e, a despeito de seu grande
talento para a ciéncia pura, chegou a encetar
uma promissora carreira de engenheiro, aban-
donada em 1815 por razbes de saude. Nesse
mesmo ano inicia-se como professor na Es-
cola Politécnica — afinal, a essa altura, seu
curriculo ja exibia varios trabalhos de valor no
campo da matematica, o primeiro de 1811.
» No ano seguinte aceita sua indicacao para a
Academia de Ciéncias, mesmo sendo para o
lugar de Monge, excluido por razdes politicas.
Mas era coerente: em 1830, com a expulsao
de Carlos X, exila-se voluntariamente; ja de volta a Franca ha cerca de dez
anos, em 1848 passa a ocupar uma cadeira na Sorbonne, da qual é excluido
em 1852 por sua recusa em jurar fidelidade ao governo (em 1854 foi readmi-
tido sem essa exigéncia).

Cauchy deixou cerca de 800 trabalhos entre livros e artigos, cobrindo
quase todos os ramos da matematica, um feito talvez s6 superado por Euler.
Mas suas contribuicdes mais significativas estao na area do calculo e da ana-
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lise, sempre pautadas pela preocupacao com o rigor e a clareza. Um exemplo
disso esta na sua abordagem das séries, com o cuidado que dispensou a
questao da convergéncia.

Seu Curso de analise, um livro-texto feito para a Escola Politécnica, apre-
senta a primeira definicao aritmética de limite. A precisao com que dela decor-
rem conceitos basicos como os de continuidade, diferenciabilidade e integral
definida seguramente marca o inicio do calculo moderno. Mas Cauchy recorria
com frequéncia a expressdes como “aproximar-se indefinidamente” e “tao
pequeno quanto se deseje”, por exemplo, 0 que precisava ser quantificado
convenientemente. Esse trabalho seria feito por Weierstrass.

Natural do povoado de Ostenfeld (Alemanha), Weierstrass era filho de
um inspetor de alfandega autoritario que desejava vé-lo num alto posto ad-
ministrativo — tanto mais que sua passagem pela escola secundaria fora
brilhante. Mas Weierstrass nao deu essa alegria ao pai, embora tivesse ficado
de 1834 a 1838 em Bonn matriculado no curso indicado (leis, que afinal nao
concluiu). Em 1839 habilitou-se para o ensino médio de Matematica em curso
intensivo no qual teve como professor C. Guderman (1798-1852), especialista
em funcoes elipticas, seu grande inspirador.

Paralelamente ao exercicio do magistério secundario, Weierstrass lan-
Ccou-se a pesquisa. E seus trabalhos pouco a pouco foram-no fazendo conhe-
cido: em 1855 obtinha um doutorado honorario na Universidade de Konigsberg
e em 1856 tornou-se professor da Universidade de Berlim, onde ensinaria nos
30 anos seguintes. L T

Sl

Weierstrass publicou pouco, compa-
rado a Cauchy. Mas sua obra distingue-se
pela qualidade e, em especial, pelo rigor.
Os ultimos resquicios de imprecisao que
ainda acompanhavam o0s conceitos cen-
trais do calculo, como o de numero real,
funcao e derivada, por exemplo, foram eli-
minados por ele. No que se refere a teoria
dos limites, sua grande arma foi a nota-
¢cao € — d. A razao finalmente se impunha
a fé.

MP/LEEMAGE/AFP

Weierstrass.
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Nocoes de
Calculo Integral

I. Introdugdo — Area

188. Historicamente, foi da necessidade de calcular dreas de figuras planas cujos
contornos nao sao segmentos de reta que brotou a nocao de integral.

Por exemplo, consideremos o problema de calcular a area A da regiao sob o
grafico da funcao f: [a, b] — R, em que f(x) = O.

y A

(x)

Admitindo conhecida uma nocao intituitiva de area de uma figura plana e,
ainda, que a area de um retangulo de base b e altura h € b - h, vamos descrever
um processo para determinar a area A.
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Seja f(x) constante e igual a k em [a, b].

f(x)

\/

Dessa forma, a area procurada seria a area de um retangulo e teriamos:
A=k-(b—a)

Nao sendo f(x) constante, dividimos o intervalo [a, b] em subintervalos sufi-
cientemente pequenos para que neles f(x) possa ser considerada constante com
uma boa aproximacao.

Em cada subintervalo podemos calcular, aproximadamente, a area sob o grafi-
co, calculando a area do pequeno retangulo que fica determinado quando supomos
f(x) constante; a area procurada sera, aproximadamente, a soma das areas destes
retangulos.

ya

7]
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Vamos descrever mais precisamente o procedimento acima relatado. A divisao
de [a, b] em subintervalos é feita intercalando-se pontos X4, Xo, ..., X, _ 1 €ntre a e b,
como segue:

a:XO<X1<X2<...<Xi_1<Xi<...<Xn_1<Xn:b
Os n subintervalos em que [a, b] fica dividido tém comprimentos
AX =X — X _q1,1=1,2,...,n. Escolnemos X; € [, _ 1, X;] € supomos f(x) constante

e igual a f(x) em [x _ 4, X, i = 1, 2, ..., n. Graficamente, temos:

yA

2N
=l [
o : : : : i :
LEON b Rl s - - - - E : , : : i ;
: : : x| : : : i :
Xo=a X1 Xz Xi—1 X Xn-1 X, =Db X

A area A é aproximadamente a soma das areas dos retangulos, e escre-
vemos:

A= f(il)Alx + f(iQ)AQX + ...+ f(ii)AiX + ...+ f(in)AnX
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ou seja:

= i f(X;)Ax

A soma que aparece no 2° membro das igualdades anteriores se aproxima
mais e mais da area procurada a medida que dividimos mais e mais [a, b], nao dei-
xando nenhum subintervalo grande demais.

189. De um modo geral, se f é uma funcado continua definida em [a, b], o ndmero
n

do qual as somas | 21 f(X;)A;x se aproximam arbitrariamente a medida que todos
| =

0s Ajx se tornam simultaneamente pequenos € chamado integral de f em [a, b]

b
e é representado por Ja f(x)dx. Assim, podemos dizer que, sendo A;x pequeno,

i=1,2,...n,temos a igualdade aproximada:

b n
J. f(x)dx = Y f(x)Ax
a i=1

No caso da area A que estavamos calculando, podemos escrever:

b
A= Ja f(x)dx

190. Em muitas outras situacdes ndo diretamente ligadas ao calculo de &reas,

somos levados através de um raciocinio semelhante ao exposto acima, a considerar
n

uma funcao f definida em [a, b], subdividir [a, b], formar somas do tipo Y, f(X)A;x
i=1

e determinar o nimero de que tais somas se aproximam a medida que 0s A;x dimi-
nuem, ou seja, somos levados a um processo de integracao. Estabelecer a nocao
de integral desta forma geral € o que pretendemos a partir do préximo item.
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EXERCICIOS

x2
10’

dividindo o intervalo [0, 50] em subintervalos de comprimento 10.

298. Faca uma estimativa da area A sob o grafico de f(x) = 250 — 0 =x=50,

Solucao

250

xy

I 50

Facamos xo = 0, x4 = 10, X, = 20, x3 = 30, x4 = 40, x5 = 50 e
escolhamos, por exemplo, X; = 5, X, = 15, X3 = 25, X, = 35 e X5 = 45.
Graficamente, temos:

YA
i
: i
55 10 15 |20 125 (30 135 |40 :4%::50=x5
| i i >
Xo =0 X4 X1 X5 X5 X3 X3 Xa Xg Xs \ X

A area A tera o valor aproximado:

A = f(X)A1x + f(Xo)Aox + f(X3)Azx + f(X4)AsX + f(X5)AsX

Efetuando os calculos, resulta:

A =8375

0 valor correto, conforme veremos, é 8333 i sendo o erro cometido da

ordem de 0,5%, apesar de o nimero de subdivisdes ser tao pequeno.
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299. Obtenha uma estimativa da area sob o grafico da funcao f(x) = @, X E€[10,50]

dividindo o intervalo em 4 subintervalos de comprimento 10. (O valor correto da
area procurada é 321,9.)

II. A integral definida

Vamos agora estabelecer de um modo geral a nogao de integral de uma fun-
¢ao f definida em um intervalo [a, b].

191. Particao

Uma particao de [a, b] € um conjunto
P = {Xgy X1y X2, «eey Xj — 1, Xis ==y Xnpy COM X, € [@,b],i = 1,2, ...n¢€
a=Xg<X <X <..<X_1<X<..<Xy=D

192. Norma

Chamamos norma da particdo P o numero p, maximo do conjunto
{A1X, AoX, ooy AiX, o, ApX} emaue AX =X — X -4, 1 = 1,2, ...n.

193. Soma de Riemann

Sendo X; escolhido arbitrariamente no intervalo [x 4, xJ, i = 1, 2, ... n,
n
asoma (X)) Aix + f(Xo) Aox + ... + f(X)Ax + ... + f(X,) A x ouseja, 2 f(X)A;x se
i=1

chama soma de Riemann de f em [a, b] relativa a particdo % e a escolha feita dos X;.

194. Func¢ao integravel

Sob certas condi¢cdes bem gerais, que estabeleceremos a seguir, as somas
de Riemann se aproximam arbitrariamente de um numero fixo I, quando a norma
da particao P se torna cada vez menor, independentemente das escolhas dos x;.
Quando isto ocorre, dizemos que a funcao f é integravel em [a, b] e | € a integral de
fem [a, b].
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Precisamente, dizemos que f é integravel em [a, b] se existe um nimero real |
satisfazendo a seguinte condi¢ao:

Dado € > O, existe 3 > O tal que em toda particdo ¥ com norma p < d

n
temos | ¥ f(x)A;x — || <eg, qualquer que seja a escolha dos X; em [x; _ 1, X;].
i=1

195. Integral

Sendo f integravel em [a, b], o nimero | é chamado integral de f em [a, b]
b

(ou integral definida de f em [a, b]) e é representado porj f(x)dx; resulta que,
a

dado € > O, existe 8 > 0, tal que

p,<8=> <€

b
2 f(X)Ax — J.a f(x)dx

Vamos, agora, estabelecer uma condicao geral de integrabilidade.

196. Teorema 1

Se f é continua em [a, b], entao f € integravel em [a, b].

A demonstracao deste teorema esta além dos objetivos destas nogoes ini-
ciais e deixaremos de apresenta-la. Ela pode ser encontrada, por exemplo, no livro de
Kaplan & Lewis, Calculo e Algebra Linear*.

EXERCICIDS

300. Calcule, pela definicao, a integral de f(x) = 5x + 7 em [1, 5].

* Vol. 1, Cap. 4.26. Livros Técnicos e Cientificos Edit.
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Solucao

5)
Devemos calcular J1(5x + 7)dx. Como a funcao f(x) = 5x + 7 é continua em
[1, 5], sabemos pelo teorema 1 que a integral existe. Dividindo [1, 5] em n

: L . 4
subintervalos iguais de comprimento I temos:

_ _ 4 _ 4 - i
Xo = 1, X1_1+n’ X =1 + 2 n""’x"l_1+(| 1)n,

xi=1+i~i,...,xn=5
n

Escolhendo, por exemplo, em cada subintervalo, X; como sendo o ponto
médio, resulta:

1+ +1+2
n n

2=M‘E+N= > =1+%¢—%
Seguequef(ii)=5ii+7=12+2n—0i—1—no,
f(ii)Aix:(12+£i—£>i, ou seja,
n nj)n
Soax 48 _ 40 80
fX)AX = n 2 T2l
Logo,
c - (48 40 , 80
_me=2<——7+—0:
i=1 i=1 n n n
n n

=-ﬁ—m@ %_Zﬁ%—£+%li

n n n? i=1 n n? i=1

n
Como X izw,resulta que

i=1 2
n
2 f(X)AX =48_£+%.M=48_£+40.(n+1)
i=1 n n 2 n n
ComoAlx=A2x=...=Aix=...=Anx=%,anormauseré igual a

4 :
F; logo, quando . se aproxima de zero, temos:
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1) n cresce arbitrariamente
2) 4_nO se aproxima de zero

n+1

3) se aproxima de 1

4) Zl f(X;)Ax se aproxima arbitrariamente do nimero 48 — O + 40 - 1
ou seja,

n
pn=0 = igl f(X)Ax =88

Temos, entao:

[ If(5x + 7)dx = 88 ]

De fato, calculando a area sob o grafico de 17
f(x) = 5x + 7 entre x =1 e x = 5, temos:

A:(12+32

> )-4=88

Ul
xy

301. Calcule, pela definicao, conforme o exercicio 300, j5 (5x + 7)dx, escolhendo
1

em cada subintervalo [x; _ 4, x] um ponto X; tal que
a) X =X-1 b) Xi =X

302. Calcule, pela definicao, conforme o exercicio 300, J.G x2 dx.
3

% p_N-(n+1)-(2n+1)

Dado: 2y 6 .
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ITI. O calculo da integral

197. vamos agora procurar um processo para calcular a integral de fem [a, b] sem
termos que recorrer a definicao.

Consideremos f continua e nao negativa YA

b
em [a, b]. O nimero L f(x)dx representa a area

A sob o grafico de f(x) no intervalo [a, b].

b
[ A= L f(x)dx ]

Observacao: Naturalmente, a letra que representa a variavel independente
pode ser escolhida arbitrariamente, e considera-se que:

J, fo0x = [ o =
A= 5 f(x)dx = . f(t)dt = . f(u)du = ..., etc.

Vamos chamar de A(x) a funcao que a cada vy
X associa a area sob o grafico de f no intervalo

. f(x)
[a, x] (ver figura).
b

Segue que A(a) = 0, A(b) = L f(x)dx, e de

um modo geral,
A(X)
X

A(x) = L f(tydt 2 x b x

X
(Evitamos escrever A(x) = Ja f(x)dx para poder destacar que a variavel x é

um dos extremos do intervalo de integracao.)
Com as hipéteses ja admitidas anteriormente, vamos mostrar que a derivada
da funcao A(x) é a funcao f(x).
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198. Teorema 2

Se A(x) = _LX f(t)dt, entao A'(x) = f(x).

Demonstracao:

Sejax € [a,bl]eh>0comx + h € [a, b]. v
Sendo f continua em [a, b], ela o sera em
[X, x + h], e portanto admite um ponto de maximo
Xm € um ponto de minimo X, em [x, x + h]. foxm |- - - -
Raciocinando geometricamente, em termos fXm) F - - -
de area, na figura ao lado, segue que:

f(Xm) - h < Alx + h) — A(X) < f(xy) - h a x x+h b x
Logo,
f) = AEEM Z AR g

Quando h tende a zero, f(x,) e f(xy) se aproximam simultaneamente de

: AlX + h) — A(x) . , e e
f(x) enquanto o quociente — T Se aproxima da derivada a direita de

A(x), isto é:
f(x) < A'(x%) < f(x)
Resulta que A'(x") = f(x):
Analogamente, sendo h < O, considerando o intervalo [x + h, x], temos:

f(xm) - (=h) < A(X) — A(x + h) < f(xy) - (—h)

YA
)

/

LECCY) ] PO

FXm) o oo oo Z
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Segue que

flx) = 2N g

) < A AN g

e como no caso anterior, quando h tende a zero, resulta que a derivada a esquerda
de A(x) é igual a f(x):

f(x) =< A'(x7) < f(x), isto &, A"(x™) = f(x)

Isso mostra que A'(x) = f(x) em [a, b].

dA X
Utilizando a notacao A'(x) = ax © lembrando que A(x) = L f(t)dt, temos o

resultado
X
2 (Jron)-mm |

bastante sugestivo, ja que estabelece uma relagao essencial entre dois conceitos
que nasceram de forma independente: o de derivada e o de integral.

b
Para calcular J-a f(x)dx, podemos procurar uma funcao como A(x), tal que
b
A(@) = 0 e A'(x) = f(x), e teremos: A(b) = Ja f(x)dx.

Este procedimento pode ser simplificado se atentarmos para o seguinte
teorema.

199. Teorema 3

Se F(x) € uma funcao qualquer que satisfaz a condicao F'(x) = f(x) em
[a, b], f continua em [a, b], entdo F(x) = A(x) + ¢ em que ¢ é uma constante e

A(X) = LX f(t)dt.

Demonstracao:

De fato, mostramos que A'(x) = f(x) e sabemos por hip6tese que F'(x) = f(x);
segue que a derivada de funcao F(x) — A(x) é nula em [a, b] e entao F(x) — A(x) é
constante, ou seja, F(x) — A(x) = c.
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Sendo, entao, F(x) tal que F'(x) = f(x), temos:

{F(b)=A(b)+c
F@) =A@ +c=0+c=c

Logo, F(b) = A(b) + F(a) e entdo A(b) = F(b) — F(a).

b
200. Resumindo, o procedimento para determinarjaf(x)dx, em que f € uma funcao
continua em [a, b] deve ser o seguinte:

a) procuramos uma funcao F(x) tal que F'(x) = f(x)
b

b) vale que_[ f(x)dx = F(b) — F(a).
a

Observacao:

Na justificativa do procedimento acima, utilizamos como hipétese o fato de f
ser nao negativa em [a, b]; caso f(x) < 0, uma pequena alteragao nos argumentos
levaria @ mesma conclusao, de modo que a Unica exigéncia efetiva para f € a conti-
nuidade em [a, b].

201. Uma funcao F satisfazendo a condicdo F'(x) = f(x) é chamada primitiva de f
ou, ainda, integral indefinida de f . Se F € uma primitiva de f, entao F(x) + ¢, em que
¢ € uma constante, também é. De modo geral, representamos uma primitiva genérica

de f por J-f(x)dx. Assim, por exemplo, se f(x) = x2, sdo primitivas de f as funcées

x3 X3 x3
=33 + 5, ou, de modo geral, 3 + ¢, e escrevemos:
3
X
2 —
xsdx =——+¢
J. 3

Outros exemplos:

6
1. _[x5dx=%+c

n+1

n+1

2.Jx”dx= +c¢c (n#—1)
3.I1dx=J.dx=x+c

4, _[cosxdx=senx+c
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5. Jsenxdx=—cosx+c
6. Je"dx=ex+c , etc.

202. como consequéncia de propriedades conhecidas para as derivadas, temos

ainda:
C J (f(x) + g(x))dx = J- f(x)dx + J g(x)dx )
k constante
_[(k f(x))dx = k - J.f(x)dx (k # 0)

Seguem mais alguns exemplos que ilustram a aplicacao das propriedades
acima.

x4
1. (x3+cosx)dx=jx3dx+J cosxdx ="z +senx +c

X4
2. J.5x3dx=5J. x3dx =5-7 +c¢

X2
3.J(3x+7)dx=3~7+7x+c

4. J.(3senx+4cosx)dx=—3cosx +4senx + ¢

x3 x2
5_[ —b5x+3)dx="3 -5 +3x+¢c

EXERCICIOS

303. Determine primitivas para as funcoes:

1
a) f(x) = Vx d) f0 = 7552
2-1
b) 1) = =5 &) 1) = 2
_2
c) f(x)=x °
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Solucao
Lembrando das regras de derivacao ja estabelecidas, temos:
3
1 > 3
_ 2. _ X 2 7
a) f(x) = x%; F(x) = 3 =3 X
2
=2
_ 3. _XC =il
b) f(x) = x3% FX) = —% = 52
_2 X’%” 5 3
¢) fx) =x ° Fx) = — =3 X
-5 +1
d) f = F(x) = t
) f(x) = 12 (x) = arc tg x
1 1

e) fx) =1 -5 Fx) =x+—

Em cada caso, F(x) + ¢, em que ¢ € constante, também é uma primitiva
8

de f(x). 1 3
Poderfamos escrever genericamente: sz dx = 3 x2 + ¢, etc.

304. Determine primitivas para as fungdes indicadas:

X7 %3
a) fx)=x3—-2x+7 d) () =5 + =
3
b) f(x) = sen x + 3 cos x e) f(x) = X;rl
c) f(x)=—x>+3
305. Determine as integrais indefinidas indicadas:
a)J.(X3—4X2—2x+:L)dx d) x_13dx
3
b) J.sec2xdx e) J(X XJg 1)dx
-1
c) J. (X_z) dx
306. Calcule:
a)Js\/de c)J.de e)J 31 dx
Vx
b) J Vx dx d) _[ S
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"

307. Caloule % cos x dx.

Solucao

Uma primitiva de f(x) = cos x é F(x) = J.cos x dx = sen x. Segue que
2 B
J:) cos X dx = sen 7—sen0= 1

Também costumamos indicar os calculos como segue:

2 2 T
.[o cos x dx = sen X o = sen 7—sen0=1

308. Calcule as integrais definidas:

1 T
a) .[o x dx d) Io cos x dx
2 2 1
b) L x2 dx e) L -2 &
c) Jo4 sen x dx
309. Calcule:
1 1
a) 171 7 dx d) J.o (—x2)dx
1 1
b) _[71 x2 dx e) .[4 2x4 dx
1
c) _[71 X7 dx
310. Calcule:
2 1
a) Jo (x2 — 3x + 5)dx d) Jo (x5 — 1)x dx
b) j% (sen x + cos x)dx e) _[4 (\/T + i) dx
-z 1 Vx

T

c) jo2 (1 + cos x)dx
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311. Calcule a area sob o grafico de f(x) = x2 — 5x + 9, 1 < x < 4.

Solucao

4
A area A sera igual a .'.1 f(x)dx. Logo,

YA

N

i
xy

X3 X2
F(x) = | (x2 — 5x + 9)dx =3~ 5 5 + 9x e entdo

4
L (@ — Bx + 9)dx = F(4) — F(1) =

_52_4 2
"3 6 2

312. Calcule a area sob o grafico de fentre x =a e x = b.
a) f(x) =4 — x? e [a,b]=[-22]
b) f(x) =x2+ 7 e [a,b] =10, 3]

c) fx) =3 +senx e [a,b]:[O W]

"2
d) fx) =Vx +1 e [a,b] =10,4]
e) f(x) = ﬁ e [a,b] =10, 1]
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4

313. Calcule j

. (—x2 + 5x — 9)dx e interprete o resultado obtido.

Solugao
3 2
Temos: F(x) = I(—x? +5x— Ok = — %+ 2=~ o

4
L (—x2 + Bx — 9)dx = F(4) — F(1) =

= (2 AT RGOS 21
3 6) 6 2

O numero —% € 0 simétrico da medida da area indicada na figura abaixo.

v

x Y

(Lembramos que a medida de uma area € um numero sempre nao
negativo.)

De modo geral, se f(x) < 0 em [a, b], resulta que:
—f(x) > 0em|a, b] e j(—f(x))dx = —J f(x)dx. Logo, se f(x) <0 em [a, b],

b
L f(x)dx = —A em que A € a area da regiao situada entre o eixo x € 0

grafico de f no intervalo [a, b].
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2w

314. Calcule fo

Solucao

Temos: J. sen x dx = —cos x

2
fo sen x dx = (—cos 2m) — (—cos 0) =

=-1+1=0

sen x dx e interprete o resultado.

YA

A

Como senx=0em [0, w]esenx <0 m 2m

em [, 2],

J.o sen x dx = A

2
L. senxdx = —Ay

(ver figura)

o
xy

(ver figura)

Como, por simetria, sabemos que A; = A,, segue que

2w
J.o senxdx = A; + (—Ay) =0

De modo geral, se f(x) = 0 em [a, c], e f(x) =< 0 em [c, b], entao,

b
L fx)dx = Ay — A,

yi

A

==S

A,
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315. Justifigue geometricamente, através de uma figura, as afirmacoes:

a
a) se f € uma fungao impar, La f(x)dx = O;

a a
b) se f é uma funcao par, J._a f(x)dx = 2J.O f(x)dx

316. Calcule as areas da regido compreendida entre as curvas y = x2 e y = —x2 + 4x.

Solucao
yA
y=x
P
| y = —x2 + 4x
A [
0 2 4\ x

Nos pontos de intersecao das curvas, temos:
X2=-—X2+4x = 2x2—4x=0 = x=0ou x=2

A area A pode ser calculada assim

2
A= j x2+4xdx—j0 x2dx

ou, equivalentemente:
2
A= J.o [(=x% + 4x) — (x?)]dx

2
Temos, entdo: A = Io (—2x2 + 4x)dx
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3 2

e segue que F(x) = .[(—2x2 + 4x)dx = _2% + 47’(
16 8
e A=F2) - FO) (—?+s) —0=7

317.Calcule a area da regiao limitada pelas curvas:

a) y=x e y = x2
b)y=x2-1 e y=1-x2
c) y=x2 e y=2x+8
d) y =x2 e y =Vx
e) y = sen x e y =x2 — mx

318. Calcule % sendo F(x) igual a:

a) LX (5t + 2)dt b) _l: Vt dt c) _LXW dt

IV. Algumas técnicas de integracao

203. Até agora determinamos J. f(x)dx utilizando as regras de derivacéo e algumas

propriedades das derivadas. Entretanto, o calculo de uma primitiva pode nao ser uma
tarefa simples ou imediata. Vejamos alguns exemplos:

1. _[2x-cosx2dx=sen X2 + ¢
2. j3x2-Vx3—1dx=%V(x3— 123 +c
3. J-x-cosxdxzxsenx+cosx+c

4._[x-exdx=xex—ex+c

Nestes casos, algumas técnicas sao requeridas, a fim de determinarmos a
integral indefinida. Nestas nogdes iniciais sobre integral, examinaremos duas:
a integracao por substituicao e a integracao por partes.
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204. Integragao por substituicao

Consideremos o calculo de uma primitiva de f(x) = 2x - cos x2. Fazendo a
substituicdo x2 = u(x), teremos u'(x) = 2x, e entdo f(x) = u'(x) - cos u(x). Lem-
brando da regra da cadeia, do calculo das derivadas resulta que uma primitiva de
u'(x) - cos u(x) € sen u(x), ou seja, que

ju‘(x) cos u(x)dx = sen u(x) + ¢

De um modo geral, se f(x) pode ser escrita na forma g(u) - u', em que
u = u(x), entdo uma primitiva de f(x) sera obtida tomando-se uma primitiva de g(u) e
substituindo u por u(x), ou seja:

Jf dx—jg (x)dx = G(u(x))+ ¢
onde G(u etalqueG() g(u).

205. No caso de J 3x2 Vx3 — 1 dx, temos:

u(x) = x3 — 1, u'(x) = 3x2

3
5
j3x2 Vx3 dx—J-\/_ u' dx = 3 +c=
2
3
03— 1)2 2
=——F—+c=3VE -1 +c
2

EXERCICIOS

319. Determine as primitivas indicadas:

a) jY'sen 7x dx d) J-(x+1)17 dx
b) j cos 3x dx e) J- esenX . cos x dx
c) _[ e - x dx
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Solucao

a) Fazendo u(x) = 7x, temos u'(x) = 7 e segue que:
j?sen?xdx=ju'-senudx=—cosu+c=—cos7x+c
b) Fazendo u(x) = 3x, temos u'(x) = 3 e segue que:

_’.cos3xdx=%"‘3-cos3xdx=%_’. u'-cosudx =

—isenu+c—sen3x
- 3 3

c) Fazendo u(x) = x2, temos u'(x) = 2x e segue que:

+cC

Je(XQ)x-dx=%Ie<x2)-2xdx=%J e“~u'dx=%e“+c=

1 .2
= = %)
5 € +©
d) Fazendo u(x) = x + 1, temos u'(x) = 1 e segue que:
uld (x + 1)18
17 — 17 .y = —_— = —-——
J(x+1) dx ju u' dx 18+c 18 +c

e) Fazendo u(x) = sen X, segue que:

Jese”"cosxdx—J.e“~u‘dx=e“+c=ese”"+c

320. Calcule as integrais indefinidas indicadas:

a)J(3x+7)15~3dx d)jS'V3x+7dx
1
b) J.e3x-3dx e) J.mdx

c) j5-c035xdx

321. Calcule:
a)fex3-x2dx d)J\/Sx—ldx
b)Jx-cosSdex e)j;dx
(3x + 7)2

) f (5x — 1)1 dx
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322. Calcule:
a) j e3* dx
b) j (sen x)° cos x dx
c) j sen 5x dx
d) j cos (3x + 1)dx

e) j (3 — 2x)*dx

206. Integracao por partes

Sabemos que para a derivada de um produto u(x) - v(x) vale a igualdade:

(u(x) = v(x))" = u'(x) - v(x) + Vv'(x) - u(x).

Assim, segue que uma primitiva de (u(x) - v(x))' € igual a soma de uma primitiva
de u'(x)v(x) com uma primitiva de v'(x) - u(x) (@ menos de uma constante), ou seja:

j(u(x) -v(x))'dx = Jv(x) - u'(x)dx + _[ u(x) - v'(x)dx

Mas uma primitiva de (u(x) - v(x))" € u(x) - v(x); logo:

(u(x) - V(X) = Jv(x) - u'(x)dx + _[ u(x) - v'(x)dx)

Isso significa que

(J. V(X) - u'(x)dx = u(x) - v(x) — j u(x) - v'(x)dx)

e que uma primitiva de v(x) - u'(x) pode ser obtida através de uma primitiva de
u(x) - v'(x), caso isso seja conveniente.

207. Por exemplo, procuremos uma primitiva de x - ex. Fazendo v(x) = x e u'(x) = ex,
temos:

Jx -eXdx = _[v(x) - u'(x)dx

8 | Fundamentos de Matematica Elementar 231



NOCOES DE CALCULO INTEGRAL

u'(x) = e*= u(x) = e*

Como{v(x) =X = VvVX=1

J.v(x) - u"(x)dx = u(x) - v(x) — Ju(x) - v'(x)dx
segue que:

J.x-exdx=x-eX—Jede=x-eX—eX+c

208. Um outro exemplo: procuremos Jx - cos X dx.
Fazendo v(x) = x e u'(x) = cos x, segue que:
J.x - cos xdx = Jv(x) - u'(x)dx.

u'(x) = cos x = u(x) = sen x

Como{v(x) =x=>vVvXx=1

J-v(x) - u'(x)dx = u(x) - v(x) — J u(x) - v'(x)dx

segue que:

Jx-cosxdx=x-senx—J.senxdx=x-senx+cosx+c

EXERCICIO

323. Calcule:

a) Jx-senxdx

b) J(3x+7)-cosxdx
c) J(Qx—l)-exdx

d) J(—3x+ 1) - cos 5x dx

e) j(2x—3)-el_3xdx
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V. Uma aplicagao geomeétrica: calculo de volumes

209. Consideremos o sélido de revolucao gerado a partir da rotacdo do grafico de f
em torno do eixo dos x, sendo f(x) = 0 em [a, b] (ver figura).

YA
1
:
! II | \\
P 1 \
P P _
1 | T 1 | 1
0 ' : ! ) : ! X
\ ’ 1 ' ]
\4I.t: _____ “ 1 "
1 e~ N 1 .
! R \ ! ]
~:_/
1
1
Vamos descrever um modo de calcular o seu volume V.
Seja f constante e igual a ¢ em [a, b],
Yy
: :
[ : .
I/ : \‘ I/ : \‘
1 1 1 ] 1 1
1 1 1 1 1 \
1 1 ] 1 1 ]
1 1 1 1 1 1 -
of ay | bl x
\ 1 ! W 1
v ! v !
: :
1 1

0 sélido gerado seria um cilindro e teria volume V igual a wc2 - (b — a):

( V=mc2- (b — a) }
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Nao sendo f constante, vamos divididir [a, b] em pequenos subintervalos e em
cada um deles, aproximando f(x) por uma fungao constante, vamos calcular o volume
da fatia do sélido gerado como se fosse o de uma fatia cilindrica.

f(R) f--mmmmq=mmmmmmmmm ez \

I

B i

Assim, o volume V serd, aproximadamente, a soma dos volumes das fatias
cilindricas consideradas, ou seja:

emqueiiE[Xi_l,Xi]eAiX=Xi—Xi_1.

Lembrando da definicdo de integral, resulta:

(P 2 dy = o 2 r2
v Ja - [f(0]2 dx wJ'a [f()]2 dx
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210. No caso de um cone circular de raio da base r e altura h, podemos ter:

r
f(x) = —x
h YA
Logo: .
h r 2 f(X) :II r “\
V=mm- (— x) dx = g !
o \h G T
r2 J’h ) o[>~ o [h Ix
w'ﬁ o xedx = \\\ .\\ ,"
G GOl I N | N T o
T h2 3o "h2 T3 T 3
211. No caso de uma esfera de raio r, podemos ter: YA
f(x) = Vr? — x?
(x) -
Logo:
: rn
V=ﬂjr(Vr2—x2)2dx— —r VJoox

EXERCICIDS

324. Determine o volume do tronco de cone gerado pela rotacdo do segmento de reta
AB, em torno do eixo dos x, sendo A = (1,1) e B = (2, 3).

325. Calcule o volume do sélido obtido pela rotacdo do grafico de f(x) = x2, x € [1, 3],
em torno do eixo dos x.

1 i . .
326.Acurvay = RS € [1, 4], ao ser girada em torno do eixo dos x determina um

s6lido de volume V. Calcule V.
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Respostas
dos exercicios

Capitulo I d) A
1. a)
N’
N
-1 - , 1 i
X e) 17
b) A

A 1

S -
" X /\
1 -
d X

=1 1

f) YA

\
\
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=y

b) Yl a

=Y

<Y

=<y

[
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10.

11.

12,

13.

RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

vA

7

=<y

.gof ={(1, 1), (2, 3), (3, 5)}

(Bof(x) =x3+ 1
(fog)(x) = (x + 1)
(fof)(x) = x°
(Bog)(x) = x+ 2

. (hogof)(x) = 20+ 2°

(fogoh)(x) = 22 + 2

) gX) =[xl e f(x) =x2+ 1
b) g(x) =senx e f(x) =x2 + 4
c) gx) =tgx e f(x) =x°
d) g(x) = x2 e f(x) =tgx
e) g(x) = 2¥ e f(x) = cos x
f) g(x) = senx e f(x) = 3
.f(x) =x+ 3, gx) = 2% e h(x) = cos x

.a) fx) = {(a', a), (b', b), (c', c)}

b) g nao é inversivel
1 —X
-1 =—_-——=

c) h™ (x) 5

d) it =3x+2

e)j t(x)=—Vx
1
-1 = =
) Pt ()=~
X quando x <=1
f1(x) = {QX —lquandol <x<?2
X + 7 quando x > 2

x3 +9x2 + 27x + 35

(g7 1of 1) (x) = 5

1 (x) = 102

f~1(x) =2 - arc sen x
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

Capitulo II 44.2) = b) —4
= 0,01
14. Demonstragao 15.0 <8 = -3 46. a) 1 b) 3 0) 1
3 2 6
16.0 <38 =<0,0005 17.0<38=<0,01 47. a) 1 b) 3 0) 5
2 0,0001 3 & 3
18.0<|x—§|<8e0<8sT 48.a)% b)% o) -3
20. Demonstracao 22. Demonstracao 50. a) % 0) %
24. Demonstracao 25. Demonstracao 3 3
26. Demonstracao b) 5 )
\5 n
28.3a) 2 e) 0 h) 3 51. a) 3a a0 n_\/j
1
b)4 f)g I)2 b)i e)n_mQ/ar]—_m
-2 g2 ) 2 "
3 &7 J n
c) —
d) —12 m
5 3 52.a) 1 b) 5 C) nao existe
30.a) 2 )5 &5 53.a) 5 b) 5 ¢) 5
7
b) 4 € —3 h) 3 54.2) 1 b) —11 ¢) nao existe
7 . 8
c) 6 11 ) =3 55.a) 1 b) —3 ¢) n3o existe
32.5 33. -3 56. a) 2 b) 2 c) 2
57.a) 1 b) 1 c) 1
35. a) —% b) % y1 d) % ) ) )
59.a) 1 b) —1 C) nao existe
1 1 7
37. a) 5 b) 5 c)8 d ry 60.a) —1 b) 1 ¢) nao existe
38. a) 2a ¢)n e)n-a1 61.a) —3 b) 3 C) nao existe
b) 2 d) 1 f) M.gm-n  62.8)7 b) =7 c) ndo existe
3a n n
63.a) -1 b) 1 C) nao existe
40. a) S c) 1 e) 1l
2 4 64.a) —3 b) 3 C) nao existe
1 V2
b) 5 d) -1 1 65.a) 1 d) 0 g) 2
b) O e) 1l h) 1
41. a) % c) —% e) 3 c) nao existe f) nao existe i) nao existe
1 _ 66.a = —10
b) >4 d) -8
67.a=1
22 1
43. -=
3. a) 3 b) 5 )1 dy2 68. 2 = —4
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Capitulo III 8o . ) 21
70. a) += c) — e) —x h) ) ) >
b) +eo d) +e f) —oo
92.a) —sen a K) —E
72.a) —= e) +x i) —oo 3
b) +oo f) —o j) A+ b) sec? a ) o
c) +oo —o0
d)) o ﬁg too c)seca-tga m)V2
o -2 3
73. Demonstracéo 74. Demonstrac&o )~ % n 3
76. a) + c) +o0 e) —o €0 0)a-—b
b) +o0 d) —o f) +oo N %3 P) O
77.a) +o 8> a) 1
b) —oo se n for par e + se n for impar h) cos a r) 5
c) tose c>0e —»sec<O0 -
d) —»se c>0e+xsec<0 i) —sena $) 5
78. a) + b) +oo ) o ) 1
2 L9 2
80. a) -5 e) 0 i) ) 93.a) 0 c) o
4 .
b) 3 f) O ) 72 b) 1 d) %
+o0 1 [ 3
c) 83 )5 94.2) 9 c) e2
d) —o h 8 b) 2 d)e3
82.a) 1 d) 2 g1 95. a) +o d) +oo
b) —1 e) +% h) O b) O e) +o
c) 2 f) O c) 0 f) O
3 1 96. a) 210 c) e 2
4.a) = -=
84.a) 5 ) =3 g (; b) 376 d) 101
b) +o e) 0 h) 5
1 97.a) 81 d) 3
c) 0 f) -5 b) 4 e) e?
c) 1 f) e 12
85.a) 2 b) 1 c) 2
98.a) logz 2 b) —2 c)2 d)3
86. a) +o0 b) O 0) % )18 2 D) ) )
~ ~ 99. a) +x c) +oo e) —x
87. Demonstragao 88. Demonstracao b) —oo d) —oo f) +o
4
Capitulo IV 100.a) 4 ©) log
b) €n 37 d) 0
3 a 2
90.3) 5 iy e 3 101.a) -1 c) tna
a a 8
b) 2 d 5 i b) O d) log
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103.a) e d) e g) e
1
b) e e) e h) A
c) et f) e
1
104.2) < c)
1
b) =z d)
106.a) e’ c) e ® e) e*
b) e d) e”3
107.a) e b) et c) e2
108.a) 2 e) e2
b)3-¢n2 f) e®
2
c) 3 g) {n 2
2-¢n3
d 5-¢n2
109.a) 1 c) 2
3
b) log e d) 7n 10
110.e72
CapituloV
112.a) descontinua c) continua

b) descontinua

113.a) descontinua
b) continua

114.3a) continua
b) continua

115.a) descontinua
b) descontinua

116.a) a = —1
-1

b)a= 3
c) a——ﬂ

4

d) descontinua

c) continua
d) descontinua

c) descontinua
d) descontinua

c) descontinua

V2

4
i
3

117.a:i%+2k7r,kel

240

Capitulo VI

118.3 119.4
120.3 121.1

122.Nao existe.

124.l 125.3i
2 334
126.Nao existe. 127.0

130.a) y=x+1
byy=-1
C)y=x
dy=-x+2

132. f% m/s

134.53 m/s?

135.f'(x) = 0
g'(x) = 6x°
h'(x) = 15x4

c- n x”*1
g'(x) = se
h() sec X - tgx

136.f'(x) =

138.y = e2x — e?

140.a) 32 m/s
b) 108 m/s2

c)t=3s
dt=2s

Capitulo VII
142.a) f'(x) = 88x10
b) f'(x) = — - x2
c) f'(x) =6x +1
d) f'(x) = 4x3 + 10x
e)f'(x) =3x2+2x + 1
f) f'(x) = 2nx2" —1 4 2nxn 1

144.a) f'(x) = 15x* + 4x3 + 9x2 + 8x + 1
b) f'(x) =9x8 + 7x8 + 12x5 + 4x3 + 3x2
c) f'(x) = 5(2x + 3)(x2 + 3x + 2)4
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d) f'(x) = 104 - (2x + 3)51

e) f'(x) = (x3 + 3x2) - e

f) f'(x) = (1 + x) - € — sen x

g) f'(x) =2a% - x3 (2 +x¢na)

h) f'(x) = 3 - e3¢

) fi(x)=5e%*+1

j) f'(x) = =5 - cos* x - sen x

k) f'(x) =sen®x-cos?x(7 - cos?x — 3 - sen?x)
) f'(x) =a-cosx —b-senx

145.f'(0) = 4
146.y = —3840x + (38407 — 1024)

147.v=—a-e ' (cost + sent)
a=2a-et-sent

149.a) f'(x) = —14 - x8
b) f'(x) = —15 - x©

vy 2x + 1
OFM ="t x+ 12
vy 2
d) f'(x) = —(x 1y
yon_ _Bx2+6x+5
&) f'() = — =7
X2 —A4x— 7
f) f'(x) = —(x —op
, X(2-senx+Xx-cosx— X-senx
g 1o =X = ’
x(sen x + cos X) + cos X
h) f(x) = — 20X L 08
150.a) f'(x) = —cossec? x
b) f'(x) = sec x - tg x
c) f'(x) = —cotg x - cossec x

d) f'(x) =2 - tg x - sec? x
e) f'(x) = sec x - (tg x — sec x)
f) f'(x) =2x-tgx + (x2 + 1) - sec? x

.. sec?x-(senx+Ccosx)—tgx-(Cosx—senx
e2

(sen x + cos x)?
h) f'(x) = 2thx - (tg x — sec? x)

151.y = (% - 1)(x + 2)

152.f'(1> S A
4 T I
e4
. 2x
153.a) y' = @iy
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b) 1
1 1

0 (0, 0), (1, ! )( 1, 7)
155.a) F'(x) = 4 - cos 4x

b) F'(x) = — 7Xx - sen 7X>; + cos 7x

c) F'(x) = ab - cos bx

d) F'(x) = —(6x + 1) - sen(3x2 + x + 5)

e) F'(x) = e* - cos e&*

f) F'(x) = 1 + 12 - sec? 4x

g) F'(x) =a"*-cosx - {na

h) F'(x) = —3 - cossec? (3x — 1)

) FFx)=(2x+5)-a~“*5*1.¢na

j) F'(x) = —sen x - sec? (cos X)

k) F'(x) = 6 - tg2 2x - sec? 2x

) F'(x) =2 -eSen2x. cos 2x

() =
156.f (2) 0
157.f'(—1) =3 -e4

-2 _ @2 -2 _ a2

158.y =2~ — € . +36Te

159.Sim:a'y = cos X = a,
K

ab =cos|x+—=|=a

> = cos x + 5| = a3

a's = Ccos (X+m) = ay

é' = cos x+n—ﬂ‘T =a
n — 2 — 9n+1

U S

161.a) f'(x) = 2 + .
b) f'x) =x""1(n-4nx+ 1)
o) f(x)=a-tnx+ X0

d) f'(x)=cosx~€nx+¥

cos X + X - €n X - sen x

&) f'ix = X - c0s? x
v 2ax + b
= ax2 + bx +c¢
g) f'(x) = cotg x
, _ 1
h)f(x)_x-€nx~€na
162 f'(x) = 4
@) P =<"am
b) '(x) —%Wﬁ
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c) f'(x) :% X7

d) f'(x) = —2%/?’ . x_%

e) f'(x) =2—%/;

f) £(x) =2—$;+33L\/X_2+%
g K=o

h) f'(x) = 2ax + b

33\/ax2b+ bx + ¢

i) f'(x) =—T—
HNax + bx2

i) _(a—c)-[bx2 + 2(a + c)x + b]
2v(ax2 + bx + c)(cx2 + bx +a)3

4ab
k) f'(x) = —
)T 33(ax + b)(ax — b)®
3
) F) = 8x + 4\/13+x + x?
M) (x) = 5x2 + 3
32 + 12
n)f,(>:15x2+8x+3
2V3x + 2
o) f'(x) = 5
2Vx - (2 — )2
p) 109 = —2X—2—
2(x — 1)2
a) '(x) = ——S‘;"&&
1 -~
v 1
s) f'(x) T
oy 1
v e 21 +x)-€na
163.8) f'(X) = ﬁ
, 3x2
DI

242

vy 1
d)f(X)—QX'i‘ﬁ

] _— 1 7_1
=T T o%

Vv X
f) f(x)—arctgx+—1+x2

1 — x2 - arc sen x — 3x

B 3841 — X2 (arc sen x)2
= s x2-1arc cos X
)= 2(1 + x2)1\/arc tg x

j) f'(x)=arcsenx?+ 12%2)(4 — 328
K) f'(x) = —%

arc sen x + arc cos x
V1 — x2 - arc sen x - arc cos x

_1 9
164.y = S=x -7
165.(3, 2\2) 167. =

9
170.a) f'(x) = (senx)’-[2x- €nsenx + x2 - cotgx]

171.a) f'(x) = 4x3 + 10x
f''(x) = 12x2 + 10
f'(x) = 24x
f'Y(x) = 24
f(x) = 0, Vn =5
b) fM(x) = (—1)" - nl x "1 Vn & N*
¢) fN(x) = eX, Vn € N*
d) fN(x) = (—1)", e*, Vn € N*

e) fN(x) = cos (x + n%) Vn € N*

172.a) v(t) = —aw sen (ot + ¢)
b) v(0) = —aw sen ¢

¢) a(t) = —aw? cos (ot + @)
(1) = —aw? cos (o + o)

173.A=6ek=2
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Capitulo VIII

175.Sim.

176.Nao, nao existe f'(2).

177.Nao, nao existe f'(0).

178.f(x) = x2, no intervalo [—1, 4], tem de-
rivada nula para x = O e, no entanto,
f(—1) =1 +#f(4) = 16; g(x) = ﬁ

intervalo [—2, 2], tem derivada nula para

x=0,f(=2)=12) = 1 e, no entanto, g

3
nao é continua no intervalo.

,Nno

179.c =3
180.c :M
3
181.c =ﬂ
3
-1
183.c = >
-8
184.c = 57
185.c = = 2

186.c =1 + V5

188.f nao é continua em I.

189.f nao € continua em |.

190.f ndo € derivavelemx = 1 € I.

192.f:x<—-2o0ux=7

g:%“Jrzkwsxs%Jrzkw,kez

m 3
4 4
i:—=1<x<0 ou x=

+ 2km, k€ Z

1

194.f.:x<-2 ou 0=sx=<1
g:x<0
h: nao existe x
i: nao existe x

195.crescente parax <1 ou x=5
decrescente paral <x <5
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196.crescente parax = —1
decrescente parax < —1

197.crescente parax <= —2o0u -1 s=x=<1
oux=2
decrescente para —2 < x < —1 ou
1sx=<2

198.crescente parax < —l1oux =1
decrescente para —1<x<1ex #0

199.crescente para _?;/5 =x=< 3\2@
decrescente para —3 < x < 7322 ou
% =x<3

200.decrescente para todo x € R

201.crescente para x < 2
decrescente para x > 2

202.crescente parax = 0
decrescente parax < 0

203.crescente para —% s=x<1

1
decrescente para x < -5 oux=1

204. crescente para todo x € Rﬁ

205.crescente em R
decrescente em R_

206.crescente para 0 = x < i—; ou
11w 17w 231w
o <x=— — <x=
12 12 0;‘ 12 X11 2m
2T < ==T
decrescente para 12 X 12 ou
17w 237
—_— =X = —
12 12

207.crescente paraw + 2km < x < 27 + 2kw
decrescente para 2kw < x < w + 2km

208.Demonstracao
210. (x)

209. Demonstracao

,\/45"\( - 1350

=y
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212.Demonstracao 213. Demonstracao

214.x = —% é ponto de maximo

215.x = 2 é ponto de minimo

216.{’( =3 € ponto de minimo e
x = —3 é ponto de maximo

217.x = 2 é ponto de inflexao

50 , .
X = —— € ponto de minimo

X = 6 € ponto de maximo e
218
Z

219.x = —% é ponto de maximo

X = 2% (k € Z) é ponto de maximo e

220.
_(2k+ Dm

3 (k€ Z)é pontode minimo

X —3—Tr+ km(k € Z) € pontode maximoe

221. 8

X = %T + kw (k € Z) é ponto de minimo

222.x = e~1 é ponto de minimo
223.x = 0 é ponto de minimo

224.x = —1 é ponto de maximo e
x = 1 é ponto de minimo

226.f(2) = —5 é valor minimo

227.f (3\/ 2 = 23\/_ 2+ 8\/ 2 € valor minimo

f(1) = % valor maximo e
f(—1) = —= é valor minimo
2929, f(O) 0 é valor minimo e

f(—2) 4e~2 é valor maximo
230.Nao tem extremos.
231.f(1) = 0 é valor minimo

232_[(\/5, 6v3) & ponto maximo e
(V3, —6V3) & ponto minimo

1 5
233. 5 3> € ponto maximo

2, ) € ponto minino

234. (
235. ( e, 2e> € ponto maximo

__3 -1

236.a = > e b= >
238.x = 2 é ponto de minimo absoluto
x = 5 é ponto de maximo absoluto

239.x = 6 é ponto de minimo absoluto
x = 3 é ponto de maximo absoluto

240.t=2s
241.a) 1(3—“+2nw—€)es:o
k\ 2
1
b)t:?(an—&es:a
—y=2
243.x = >
244.5R
4R _ 2RV2
246.h = 3 er= 3

247.r=RV2 e h = 4R
248.4 cm

249.13,4 km de B e 6,6 km de C

@l 4L
250'X_1T+4 ey= T+ 4
r 1
251.— = —
h 2
252.4~3A
217
253.0 = —rad
3 ra
254.x = % € o0 ponto de minimo

255_{x = —1¢& ponto de minimo e
X =1 & ponto de maximo
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256.{)( =0 € ponto de minimo e
X = —2 & ponto de maximo

257.x = 0 é ponto de minimo
258.x = 0 é ponto de minimo

259.Nao é possivel determinar os extremos
usando o critério da derivada segunda.

1 . .
260.(4, m) € ponto de maximo
261.x =1 € ponto de maximo absoluto e
x = —2 é ponto de minimo absoluto
262.x = —1 é ponto de méaximo absoluto e

x =2 é ponto de minimo absoluto

263.x = —6 é ponto de minimo absoluto e
x = 1 e x = 5 sdo pontos de maximo
absoluto
265.(1, 2)
_ 4R _ 2V2R
267.h = 3 er = 3

268.h = 4R er = RV2

3 3
269.@, W,@

270.18 cm e 24 cm
c—b
2d

conc. posit. parax > 0
conc. negat. para x <O
ponto de inflexao: (O, O)

271. 7 dias

272.

273.

conc. posit. parax > 1ou —1 <x <O
conc. negat. parax < —lou0<x<1
ponto de inflexao: (0, O)

274.

conc. posit. para x < 2
conc. negat. para x > 2
ponto de inflexao: (2, 0)

275.

conc. posit. para —V6 < x <0 oux > V6
conc. negat. parax < —V6ou0 <x<V6

276.1 pontos de inflexdo: (0, 0), (\/5 %)

o- )
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. 4
conc. posit. parax <1 ou x > —

3
277.) conc. negat. para 1 <x < %
pontos de inflexao: (1, 1) e (% 4—:;)

278.%“+2kw<x<%“+2kw,kez

279.x<§e x#0

5

_[5 a9, ([5 a9
280'( 6’36)e ( 6'36)
281. ) A

282. 4

Ak-=---

<Y

283. a4

/
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284.

285.

286.

287.

288.

246

o0 4

Yy

o0 4

_/

>

X

ap=3,84=0,ap,=—-6eaz =2
ag=a,=az3=0,a,=——,a -1
(0] 1 3 y d2 514 5
f(x) = 2x3 — 6x

a) Seu dominio é R.
b) A funcao é impar, porque:
f(—x) = 2(—x)3 — 6(—x) =
= —2x3 + 6x = —(2x3 — 6x) = —f(x).
c) Nao ha pontos de descontinuidade
em R.
d) Fazendo x = O, temos f(0) = 0.
Fazendo f(x) = O, temos
2x3 — 6x =0, isto é,x = 0 ou
X = =3.
As intersecOes com 0S €ix0S sao 0S
pontos (0, 0); (—V3,0) e (V3, 0).

e) lim fx)= lim x3 =+
X — +o X — +o
lim fx) = lim x3=—o
X — —oo X— —%

f) f'(x) =6x2—6=06(X+ 1)(x — 1)
entao: x<=—-1 ou x=1 =
= f'(x) = 0 = fcrescente
-1lsx=s1l= ffX)s0=
= f decrescente
g f'x)=0 = x=—-1oux=1
f'(—1)=-12<0

(0 = 12x :>{f"(1) =12>0

entao f tem um maximoem x = —1
e um minimo em x = 1.

h) f''(x) = 12x e, entao:
x<0 = f'"(x) <0 = concavidade
negativa
x>0 = f'"(x) >0 = concavidade
positiva
Como o sinal da concavidade muda
em x = 0, o grafico tem um ponto de
inflexao em x = 0.

A0

4

-4

289.a) O dominio é R.

b) A funcdo nao é par nem impar por-
que:
fl(—x) = —4x3 — x2 + 24x — 1 # f(X)
e —f(x).

c) A funcao é continua em R.

d) f(0) = —1 = (0, —1) € grafico
f(X)=0=24x3—x2—24x—-1=0=
= trés raizes reais irracionais, sendo
uma positiva

e) lim f(x) =
X — +oo

lim f(x) =

X — —

f) f'(x) = 12x2 — 2x — 24

ol 43

xs—% ou x?% = f'x)=0 =

= f é crescente

lim 4x3 = +x
X — +oo

lim 4x3

X — —o0

—00

—%$X§%:> f'x) <0 =

= f € decrescente

g) f''(x) = 24x — 2
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h) Vx € R, f''(x) > 0 = concavidade posi-
3 3 3 tiva.

290.a

X= —i:>f'<i>=0ef"(—i><0 =

4 .
= —— é ponto de maximo

3
_3 (3 _ (3
x—?:>f<2>—0ef <2>>0:>

3. .
= > € ponto de minimo

1
< = "(x) <
h) x 12:>f(x) 0=

= concavidade negativa
1
X>75 = f'x) >0 =
= concavidade positiva
Como o sinal da concavidade mudaem

1
X="75, este € um ponto de inflexao.

fx) A

O dominio é R.

A funcao nao é par nem impar porque
f(—x) =3x* — 4x3 + 6x2 — 4 #f(x) e
—f(x).

c) A funcao é continua em R.

d) f(0) = —4 = (0, —4) € gréfico
fX)=0=3*+4x3+6x2-4=0=>
= duas raizes reais e duas raizes ima-

o
= <=

ginarias.
e) lim f(x)= lim 3x*=+4x
X — +o X — +o
lim f(x) = lim 3x*=+®
X — —o0 X — —o0

f) fi(x) =12x3 + 12x2 + 12x =
=12x —0)(x2 + x + 1)
x<=0 = f'(x) <0 = fé decrescente
x=0 = f'(x)=0 = fécrescente
g) f''(x) = 36x2 + 24x + 12
x=0= f(0)=0¢e f'(0) >0 =
= 0 é ponto de minimo

f(x) A

\ /

Yy

N

291.f(x) = (x — 1)%(x + 2)3

a

)
b)

)

e)

8 | Fundamentos de Matematica Elementar

Seu dominio é R.

A funcao nao € par nem impar, pois:
f(—x) = (—x — D)3(—x + 2)% =
=[x+ DP[—x— 2P =

=—(x+ 1)323x —2)3

A fung¢ao polinomial é continua em R.
Fazendo x = 0, temos:

f(0) = (—1)%(2)3 = 8.

Fazendo f(x) = 0,temos (x — 1)2(x + 2)3=
=0,istoé,x =1oux=—2.

As intersecdes com 0s €ixos Sao 0s
pontos (0, 8); (1, 0) e (=2, 0).

lim f(x) = lim x5= 4+
X — +o© X +oo
lim fx) = lim x5=—

X — —oo X —o

f'(x) = (x — 1)(x + 2)3(5x + 1), entdo
xs—% oux=1= ffx)=0 =
= f & crescente
—%sxslzﬁ'(x)so =

= f é decrescente

f'(X)=O:>X=10ux=—2oux=—%
f'(x) = (x + 2)(20x2 + 8x — 10) =
f'(1) =54 >0
f'(=2) =0
of 1) _ 485
f( 5)’ 25 <0

entdo ftem um minimoem x = 1 e um

. 1
maximo em x = —¢-.
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h) f'(x) = (x + 2)(20x2 + 8x — 10), en-

tao:
= + + +
X+ 2 - X
+ + — +
20x% + 8x — 10 X
-2 - 3V6|=2 + 376
10 10
- + — +
P
) -2 —2-36 —2+3V6
10 10

parax < —2 ou

-2 - 3V6 -2+ 3V6

—0 <x < —10 =

= f"(x) <0 = concavidade negativa
ara —2 < x < 236 3\/Eou

P 10

T2+ 3V6

10
= concavidade positiva
Como o sinal da concavidade muda

X = f"xX)>0 =

emx — —o x - —2=3V6
B T 10
X = —2:_03\/6 o grafico tem 3 pontos
de inflexao.
60 A

<y

N

292.f(x) = 3x° — 2x
a) O dominio é R.

N

2
b) f(—x) = 3(—x)°> — 2(—x) = 3x> + 2x
A funcao nao é par nem impar.
c) Nao ha pontos de descontinuidade.
d)x=0 = f(0)=0
27
fix) =0 = x:Ooux:?
Entdo, os pontos de intersecao com

0s eixos sao: (0,0)e(—5—, 0.
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e) lim f(x) = lim (—2x) = —x
X — +ox X +oo
lim f(x) = lim (—2x) = +
f) f'(x) = % -2
v — 2 _ —

:>3\/§:1:>x:1

Variacao de sinal de

Lo 2= 20,
f(X) = 3\/; .
2-23% 0 ! x
+ P -
x : x
- + i +
(x) ! X

Entdo:para0<x<1,f'(x) =0 =
= fcrescenteeparax<0Qoux=1,

f'(x) < 0 = fdecrescente
2

g f'(x) = —%x?’ = ') = —% <0,

tem maximoem x = 1
2
h) f''(x) = —%x?’ =
x<0,f'"x) <0 >
= concavidade negativa
x>0,f"'"X)<0=
= concavidade negativa

Como o sinal da concavidade nao
muda em x = 0, entdo x = O ndo é
ponto de inflexao.

00 4

N

E\x
8

8



293.a) O dominio é R.
b) Afuncao nao € par nem impar porque:
i 4
fl—x) = —x> + 2x® # f(x) e —f(x).
c) A funcao é continua em R.
d) f(0) = 0 = (0, 0) € grafico
S 4
fx)=0=x>+2x>=0 =

= 2§/x_=§/;:>8x4=—x:>

1
:>x:00ux:—7:>

1 ~ e

= (0,0) e <_3’ 0) estao no grafico
4

lim 2x° = 4w

X — 4

e) lim f(x) =

IN

lim 2x° = 4=

X —o
SW: 1+ 8x

f) f'(x) =
VTSR TS T e

x<_L f'(x) <0 = fdecrescente

lim f(x) =

X — —oo

8
1 \
X = -y = f'(x) =0 = fcrescente
2 8 -2 + 8x
9N = —S= = = ——
s o2 ox®
Variacao de sinal de f''(x):
1
0 z
-2 + 8x X
- - +
935 - X
- + +
(x) > X
+ - +

x <0 ou x>% = f"xX) >0 =

= concavidade positiva

1
O<X<Z

= concavidade negativa

= f''"(x) <0 =

pontos de inflexdao: x =0ex = %.
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8 8
minimo

f"<—i> >0 = - € ponto de

LY

|
N|=
&l
NI
"

294.a) O dominio é R.

b) Afuncao nao € par n?m impar porque:
f(=x)=1—(x + 2)§ # f(x) e —f(x).

c) A fungao é continua em R.

d) 70) =1 — V2 = (0,1 — ¥2) e grafico
) =0 Vx—2=-1=x—2=
=—-1=x=1= (1, 0) € gréfico

1

e) lim fx) = lim (x —2)% = +oo
X — o X — +o
1
lim fx) = lim (x —2)° = —o
X — —o X— —x
1

f) f'(x) = g—
) F'(x) - 22

Vx € R,f'(x) > 0=TfécrescenteemR

8 () = ~———
MV (x — 2)°
x<2 = f"(x) >0 = concavidade
positiva
x>2 = f'"(x) <0 = concavidade
negativa
x = 2 é ponto de inflexao
) A

1

7

[
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295.f(x) = x\N1 — x
a) Dominio: 1 —x=0 = x=< 1.
b) f(—x) = —xV1 + x; a funcdo ndo é
par nem impar
c) Nao ha pontos de descontinuidade
em x < 1.
dx=0 = f(0)=0
x=0
fix) =0=xV1 —x :O:[OU
x=1
As intersecdes com 0S €ixos sao 0S
pontos (0, O0) e (1, 0).

e) lim f(x) = lim x= —»
X — —o X— —»

Como x < 1,n3o0 hd Ilim .

2 — 3x X e

f) fi(x) = ———
) f'(x) NI —x

f'x) =0 :>x=%

Entao, x < % = f'X) =0 =
= fcrescente

X = g = f'(x) < 0 = fdecrescente

3
3x — 4
f''(X) = —F/—
N )
2
=)= <0 =
3 2\3
4 (1—5)

L 2
= ftem maximo em x = ?

h) f"(x) = 0 = x = % ~ 1, 0 que signi-

296.a) O dominio é R — {3}.

b) Afuncao nao € par nem impar porque:
-x+1
-Xx =3
c) A funcao nao é continua em x = 3.

f(=x) = # f(x) e —f(x).

®X:O$ﬂm:—%ﬂ

= (O, ,i) € grafico

3
X+ 1
flx) =0 = X_3—O =
= x=-1 = (-1, 0) € gréfico
141
e) lim f(x) = Iim 3 =1
X — +o x—fe 4 2
X
1+ L
X
lim f(x) = lim 3 =1
X— —® X— —» 1__
X
vy —4
f) f(x)_ (X_3)2
Vx # 3,f'(x) <0 = fé decrescente
no dominio
8

g f'(x) = =3¢

x<3 = f'""(x) <0 = concavidade
negativa

x>3 = f'"'(x) >0 = concavidade
positiva

x = 3 nao é ponto de inflexao, pois
nao esta no dominio de f.

. ~ . . ~ i = —00 i = 4o
fica que nao ha ponto de inflexao no h qum;)i fx) © XL'”; f =+
dominio de f.

f(x) A .
1
() & !
1 '

________________ L
! ]

1 1 -

. - -1 3 X
2 1 X 1
3 |
1
1
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

X ) A
297.1(x) = m
a) bominjioe®.  F---c .
S 9(x -9 _ 33 -3 X
b) f( X)_(*X)2+9_X2+9_ f(X)=> r : 3. 3:/§§
= f é impar ]
c) Nao ha pontos de descontinuidade.
dx=0 = f(0)=0
fx) =0 = x=0 .
Entdo (0, 0) é o Unico ponto de interr Capitulo IX
Secao com 0S eixos.
9x 299.314,9
e) lim fx)= Im ——s=
X 4o x—+o X2+ 9 301.a) 88 b) 88
. X 9
= lim —— 5~ = lim —==0 302.63
X — +oo X2(1 4 i) x— 4o X
x2 x4
9 304.a) F(x) = T X2 + 7x
lim f(x)= Ilim — =0
X— —o x——» X b) F(x) = —cos x + 3 sen x
o 9(=x2+9) X6
01X ="eror ©) Fix) = = 5 + 3x
fX)=0 = —x24+9=0 = X8 4
= x=-30ux=+3 d)F(X)=—§+§
x=-3o0ux=3 = f'X) =0 = .
= f decrescente e) Fix) = 2= + =
-3=x=3=fx=0 = 28 7
4 3
= fcrescente 305.a) XT B S B
i = 92C — 54%) 3
g) (X)_W b) tgx + ¢
o a_ 912(=3)° — 54(-3)] oL+
f'(=3)= CEESE >0= X
= —3 € ponto de minimo d) 2__12 +c
X
9[2(3)% — 54(3)]
") =—FF———<0=> 2
3) 9 +9)° X L.
= 3 é ponto de maximo 2 . X
hyf'(x) =0 = 2x* = 54x =0 = 3oe.a)%x§+c d) 2Vx + ¢
= x=0oux=*3V3 4
x<-3V3 ou 0<x<3V3 = by x* +c e 5 W +c
= f""(x) <0 = concavidade negativa 3 %
—3V3<x<0oux>3V3 = c)gx e
= f"(x) > 0 = concavidade positiva 1 \2 1
. . 308.a) — c)1l——— e) —
Como o sinal da concavidade muda em 2 2 2
x:—3\/§,x:0ex:3\/§,e3tes b)l d)ﬁ
sao trés pontos de inflexao. 3 2
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RESPOSTAS DOS EXERCICIOS

309.a) 14 ¢) 0 o) 2
2 1 5
b) 5 d -3
20 T 20
310.a) 3 c) 5 +1 e) 3
5
b) 2 d) — 14
32 3 ™
312.a) 3 c) 7 +1 e) Z
28
b) 30 d) 3
315.a) A
:f(x) impar

A

® 0 ;a

fa f(x)dx = J.: f(x)dx + J.,oa f(x)dx =
=A-A=0

b) .

f(x) par

<y

317.a) % c) 36 e) 2+
8 1
b) 3 d) 3
252

318.

320.

321.

322.

323.

dF dF _
a) =% +2 o dx—\/;
dF
ma;—&
(3x + 7)t6
a)—16 +c
b) e3* + ¢

c) sen 5x + ¢
d) %\/(3)( +7)3 +c

1
x+1

e) — +c

X3

3

2
b) sen 3x T

a) +c

Bx — 1) +c¢

V(Bx — 1)3

1

e)73(:~3x+7)+

c

3x
(S
a)?+c

b%§§i+c
cos b5x
c) — —5 +c
sen (3x + 1)
3
(3 —2x)°
10

d) +c

e) — +c

a) —Xx-cosx +senx+c

b) 3x + 7)senx + 3 cosx + ¢

c) e*(2x — 3)+c¢

5(—3x + 1) - sen 5x — 3 cos 5xJr

d) 55 c
e) (—gx + —) el =3+ ¢

3
13w 242w 3m
=5 325 5 326. T
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Questoes de
vestibulares

Limites — Derivadas — Noc¢des de integral

Limites

1. (UF-PI) Determine lim

33 -6x2+x+1
x—1 2x3-3x2+1

a) 1l b) o c) e d) % e)
2x2 — 12x + 16

. (UFPR) O x“—r—nz 32 1 3x 18 € igual a:
4 2 1 3 5
a) _E b) —g C) —5 d) —5 e) —E
3 —2x2—x+ 4 o . ]
. (Cefet-PR) Se f(x) = o+ Ix T2 , entao xlﬂll f(x) é igual a:
a) 12 b) O c) 1 d) inexistente e) 2

Xx+3sex#1

y . - _ . 5
. (UF-PA) Seja f definida por f(x) {2 sex=1 Qual o valor de lim f(x)?

x—1
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
5)-3
UF-PI) O valor do limite i u 8:
. (UF-PI) O valo 0||exi‘n2 N é:
1 1 1 1
a) 8 b) 16 c) O d) 16 e) 8
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QUESTOES DE VESTIBULARES

6. (UF-PI) O valor do limite lim {\/; — 1} é:
x—1 -1
1 1 1 1
a) —Z b) —E C) 0 d)z e) 5
7. (UFAM) O lim 2—Y4 =X & is a1 a:
x—0 S
1 1
a) 5 b) O c) 7 d) 2 e) 4
8. (FCMSC-SP) Calculando 0 lim =2 2X — COS 2 — 1, obtém-se:
Ln COS X — sen X
a) V2 b) —V2 c) % d) —% e) n.d.a.
9. (E. Naval-RJ) Calculando-se lim (cotg x)s¢"*, obtém-se:
— OJr
a) o o) e d) —1 e) 1
10. (UC-MG) O valor do lim (e* — x) é:
X —
a) —»© b) 4+ c) O d 1 e) —1
8 X
11. (UFFAM) O lim (1 + ;) € igual a:
X — —®
a)e b) 8e 0) —% d) €8 e) et
12. (UC-MG) Se f(x) = €n x — €n (sen 5x), entao lim f(x) é:
— 0t
a) —n5 b) ¢n 5 9o d 1 e)
13. (E. Naval-RJ) O valor de Iim [(InX)-In(x — 1)] é:
x— 1"
a) +o b) e c) 1 d) O e) —1

14. (Efomm-RJ) Seja f uma funcao de dominio D(f) = R — {a}. Sabe-se que o limite de f(x),

quando x tende a a € L, e escreve-se lim f(x) = L, se para todo € > O existir 8 > O, tal
X—a

que, se 0 < |x — a|] < d entdo [f(x) — L| < E.
Nessas condi¢cdes, analise as afirmativas a seguir.
X2 —3x + 2
. Seja f(x) = x—1
3 ,sex=1

,sex # 1,logo lim f(x) =0
X

x2—4, sex<1
II. Na func¢ao f(x) =y —1, sex =1,tem-se lim f(x) = —3
-1
3—-x%x, sex>1 X
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QUESTOES DE VESTIBULARES

15.

16.

17.

18.

Ill. Sejam f e g fungbes quaisquer, pode-se afirmar que lim (f - g)" (x) = (LM)", n €N,
se lim f(x)=Le lim gx) =M x—a
X—a X—a

Assinale a opc¢ao correta:
a) Apenas a afirmativa | € verdadeira.
b) Apenas as afirmativas Il e Ill sao verdadeiras.

)
c) Apenas as afirmativas | e Il sao verdadeiras.
d) Apenas a afirmativa lll é verdadeira.

)

e) As afirmativas |, Il e lll sdo verdadeiras.

(UF-PI) Analise as afirmativas abaixo:

v 2
I lim (a_—ijzi I lim (x k+x):ek i iim [tan 2x]:1
T m
2\t 2

a—1\la—1 2 X—0 k —x

Assinale a alternativa correta:
a) Apenas a afirmativa lll é falsa.

b) Apenas a afirmativa Il é verdadeira.

d
e

)
c) As afirmativas | e Ill sdo verdadeiras.
) As afirmativas Il e lll sao falsas.

)

As afirmativas | e Il sao verdadeiras.

(UF-PI) Considere a sequéncia (x,,) cujo termo geral € dado pela formula x, = n(Q/§ - 1).
Assinale V para as verdadeiras ou F para as falsas.

m _
1. lim x, = lim (u) 3. Gim n(V3-1) =13
n— +oo m—0 m n— 4o
2. lim x,=e™2 4. lim x, = +o
n— +o n— +w

(UF-PI) Seja f: Z —» R, a fungao tal que f(x + y) = f(x) - f(y) para todo x,y € Z. Se f é
positiva e f(1) = 2, analise as afirmativas abaixo e assinale V para as verdadeiras ou F
para as falsas.

1.f0) =1 3. f(10) = 1024
2.f(-1)=2 4. lim f(—n)=0
n— -+

(UF-PI) Para todo numero real x, indiquemos por [x] o maior inteiro menor ou igual a x.

~ P . " o ) b | x| .
Se a e b sao numeros reais positivos, sobre o valor do limite [|im relt € correto

x— 0"
afirmar:
a) nao existe. c) é zero. e)é %
b) € infinito. d)é %.
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QUESTOES DE VESTIBULARES

3

3
19. (FGV-SP) Seja f: R™ — {2} — R definida por f(x) = M Entdo, sobre lim f(x) é
Vx — 2 x—2
correto afirmar que:
3
. . . 3V4
a) €igual a 1. c) éiguala —1. e) éigual a ——.
) €ig ) €ig . ) €ig 5
b) nao existe. d) éigual a 23 2.
3V4
20. (UF-PA) Dado o gréafico da funcao y = f(x):
y
y = f(x)
X
Podemos afirmar que:
a) lim f(x) =b c) lim f(x) =0 e) lim fx)=b
X—a X—a X—a"~
b) lim f(x) =c d) lim f(x) =c
X—a X—a~

21. (U.F. Juiz de Fora-MG) Sobre a funcao f: R — R representada pelo esboco de grafico
abaixo:

S I /_\/

Podemos afirmar que:

a) nao existe lim f(x).
X—a

b) existe lim f(x), mas f ndo é continua no ponto de abscissa a.
X—a

¢) nao existe o limite lateral de f(x) quando x tende a a pela esquerda.
d) os limites laterais de f(x) quando x tende a a existem e sao iguais a f(a).
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QUESTOES DE VESTIBULARES

22. (UF-PR) Observando o grafico da fungao f(x), po- y

demos afirmar que: (x)

a) a funcao f(x) é derivavel em x = b.
b) lim f(x) = m.
X — bt

c) lim f(x) =n.
x—b

d) a funcao f(x) ndo é derivavel no intervalo (b, c).

Ak

ob-----N______

[SI S

e) nenhuma das alternativas anteriores é verda-

deira.
. - . - X, sel=s=x=<2
23. (FGV-SP) Considere uma funcao f(x), cujos valores sao dados por f(x) =
—X,se x> 2
Podemos afirmar que:
a) lim f(x) = -2 d) f(x) nao é continua em x = 2.
X— 2
b) lim f(x) =2 e) f(2) = -2
X— 2
c) f(x) nao é definida para x = 2.
24. (FGV-SP) Sendo a funcdo f(x) = 22 ¢ resultado do lim 23 6.
x—1 Xx—+oo X — 1
a) © b) O c) 1 d) 3 e)b
25. (FGV-SP) O lim f(x) é igual a 2 quando:
x—1
2 2
x2-1 e —egl _Ix -1
1) =51 o =S ) ==—1
o x3-1 _Inx—=In1
b) f(x) = ~—~ ) fx) = ———

26. (FGV-SP) Se f(x) > 0 para todo x real e diferente de 2 e f(2) = —1, entao:

a) lim f(x) ndo existe. d) se existir, lim f(x) &€ negativo.
X—2 x—2

b) lim f(x) = —1. e) lim f(x) = 0.
X—2 x—2

c) se existir, lim f(x) é positivo.
X— 2

X+ 2
27. (UF-PI) Se lim (ﬂ) =1, entdo o valor de lim (M) 6
x— 0 X x— 0 X
a) 2 b) V2 0 1 oL o) Y2
2 2
28. (Fuvest-SP) O valor de lim (1 —ocos(x72) X~ 2 jé:
Xx—2 X2 —4 sen (x2 — 4)
1 1 1
a) 5 b) 7 0 d) 1 e) 0
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

QUESTOES DE VESTIBULARES

(Fuvest:SP) O valor lim (Vx + 4vx — Vx) é:
X — +o
a) 0 b) 1 c) 2 d) 3 e) tw
(Fuvest-SP) Seja f(x) = (x + 2) sen % Entao:
a) lim f(x) nao existe c) lim f(x) =1 e) lim f(x) = +w
x—0 x—0 x—0
b) lim f(x) =0 d) lim f(x) =2
x—0 x—0
) 1 1 ).
(Fuvest-SP) O valor de |lim |—— — é:
x—1\lnx x—1
1 1
a) 0 b) 1 c) ) d) 3 e) +ow
2
(Fuvest-SP) O valor lim 2"+ 2 sen( > X )é:
X — 4% X X+ 1
a) 0 b)% c) 1 d) 2 e) +x
X
(Fuvest-SP) O valor de lim M é:
X — +o S
1 1
a) 2 b) 5 c) 1 d) e e) e?
(Fuvest-SP) O valor de lim 1 sen (i] é:
x— 0+ Inx Vx /)7
a) —ow b) —1 c) 0 d 1 e) +ow
2 _
(Fuvest-SP) Considere a funcao f(x) = {X C sexsc em que ¢ € R. O conjunto de
X, sex>c
todos os valores de c, para os quais f é continua, é:
a) {0, 2} c) J-, 0] U [2, +o[ e) R
b) [0, 2] d) -, 0[ U ]0,2[ U ]2, +[
1
(Fuvest-SP) O valor de lim (€% — 3x)* é:
X —
1 1
2 = _
a)e b) e c) 1 d 3 e) o
(Fuvest-SP) Seja f uma funcao derivavel cujo grafico contém o ponto (1, 1). Sabendo que
lim xf)Ex)_—fll = 1 a equagao da reta tangente ao grafico de fem (1, 1) é:
x—1
ayy=1 c)y=—-x+2 e)y=-2x+3
b)y =x dy=2x—1
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QUESTOES DE VESTIBULARES

X2 —4
X #F 2
38. (Efomm-RJ) Analise a funcdo a seguir: f(x) = X — 2 .
3p—-5x=2
Para que a fungao acima seja continua no ponto x = 2, qual devera ser o valor de p?
a)% b) 1 c) 3 d) -1 e) -3
Derivadas
39. (FGV-RJ) Seja a funcao f(x) = 3x2 — 7x + 9 e seja f'(x) a funcdo derivada de f(x). Nessas
condicoes, o valor de f'(5) é:
a) 24 b) 20 c) 23 d) 21 e) 22
40. (UF-PA) A funcdo F(x) = x2 — x + 35 é a derivada da funcao f(x). Qual das expressdes
abaixo corresponde a funcao f(x)?
x3 X2
a)2x — 1 c) x3—x2+ 3bx + 4 e)?—?+35x+1
5 243 3 x2
b) x3 — x2+ 35 d)?f?+35x71
41. (U.E. Londrina-PR) A derivada da funcdo f, de R em R, definida por f(x) = —2x5 + 4x3 +
+ 3x — 6, no ponto de abscissa x, = —1, € igual a:
a) 25 b) 19 c) 9 d) 5 e)3
X2
42. (UC-MG) Um dos valores que anula a derivada primeira de f(x) = —1 é:
a) —2 b) —1 c) 1 d) 2 e)3
43. (FGV-SP) Considere a funcao f(x) = V4x + 1. Sendo f'(x) a sua derivada, o valor de f'(2) é:
2 1 2 1
a) § b) E c) —§ d) —g e) 2
3
44. (UF-AM) Se f(x) = 3—2, entao a derivada primeira de f, no ponto x = a, é igual a:
a) a° b) 2 c) —2 d) —2a e) —2a2
45. (FGV-SP) Considere a funcao f(x) = i ; 1 e seja f'(x) a sua derivada. Entao, o valor de
f'(2) é:
1 2 1 4
a) 0 b) 5 c) § d) § e) 5

46.

(FGV-SP) Dada a funcao f(x) = x - €%, seja f'(x) a sua derivada. Assim, o valor de f'(0) é:
a) —2 b) —1 c) 0 d 1 e) 2
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47.

48.

49.

50.

51.

52,

53.

54.

55.

56.

QUESTOES DE VESTIBULARES

2

(UFPR) Se f(x) = ‘)22’: , entdo f'(1) &:
a) 2e72 b) —2e~2 c) e d) 2 e) 2e2
(E. Naval-RJ) Considere a funcao real f, de variavel real, definida por f(x) = x + In x, x > O.
Se g é a funcao inversa de f, entao g"(1) vale:
a) 1l b) 0,5 c) 0,125 d) 0,25 e) 0
(U.F. Uberlandia-MG) A derivada da funcao y = ¢n [L—cosx .
1 + cos x
a) sen x b) cos x c) tg x d) cossec x e) sec X
(Fuvest-SP) Seja f(x) = (4x + 6)3\ltg X + 2e*. Entdo, o valor de f'(0) é:
3 3 3 3 3
a) 3V2 b) 4V2 c) 5V2 d) 6V2 e) 7V2
. . N N Vx
(UF-PR) A derivada de primeira ordem da fungao f(x) = arctg VX — 1 é:
Vx 1 Vx 1
a) ————— b c d) —— e) = - o
) T 12 ) e+1 ) 1 T )Xt 12
(Fuvest-SP) Seja f(x) = arctg (x — 1) + x3 + 1 e seja g a fungao inversa de f. Entdo, g'(2)
vale:
1 1
a) 4 b) 2 c) 1 d) 5 e) 7
(Fuvest-SP) Qual a equagao da reta tangente ao grafico da fungao y = 1 j‘ > No ponto
1.3) X
5 )
a)3x+2y=4 c) 3x — 2y =2 e)2x +3y=5
b)yx —2y=0 dyx+2y=2
(Fuvest-SP) Seja f(x) = x3 — 3x + k, em que k € R. A soma dos valores de k, para 0s
quais a retay = 5 é tangente ao grafico de f, é:
a) 12 b) 10 c) 8 d) 6 e) 4
(UF-PA) A equacao da reta tangente a curvay = 2x2 — 1, no ponto de abscissa 1, €:
a)y=4x-—-3 c)y=2x+3 e)y=3x+2
b)y=4x—-1 dy=-2x+1

(FGV-RJ) O grafico da fungao f(x) = 2x3 — 9x2 + 12x + 1 admite reta tangente que forma
angulo obtuso com o eixo das abscissas nos pontos:

a)x<loux>2 c)x<—2o0ux> -1 e)l1<x<2
b) —2<x< -1 dx=21oux=2
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57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

(FGV-SP) O coeficiente angular de uma reta tangente a uma curva f(x), cuja integral inde-
finida é F(x) = x3 4+ 5x2 + 4x + C, pelo ponto x, = 2, é:

a) —2 b) —1 c) 0 d 1 e) 2

(Fuvest-SP) Seja g uma fungao derivavel cujo grafico tem y = 2x + 3 como reta normal
_ B(x)(2 + arcsen x)

no ponto (0, 3) e seja f(x) . Entao, o valor de f'(0) é:

x2+ 2

1 1

a) 7 b) 5 c) 1 d) 2 e) 4
X2

(Fuvest-SP) A reta tangente ao grafico de f(x) = -1 que passa pelo ponto (1, 1) tan-
gencia o grafico de f no ponto de abscissa:

1 1 1 1
a) E b) § c) O d) —5 e) —E
(Fuvest-SP) Seja f(x) = ﬁ Entao, o coeficiente angular maximo das retas tangentes

ao grafico de f é:
1 1 1 1
a) Z b) § c) 0 d) § e) Z
(FGV-RJ) A equacdo da reta tangente ao grafico da funcéo f(x) = —x2 + 2x — 3, no ponto
de abscissa x = 3, é:

ajy=-x—-3 c)y=-3x+3 e)y=-5x+9

b) y = —2x dy=-4x+6

(Fuvest-SP) Seja f uma funcao derivavel. Sabe-se que a reta tangente ao grafico de f no
f(x2) — 2

ponto (1, 2) tem equagaoy = 3x — 1. Entao, lim 109 -2 € igual a:

|
x—1 X—1

a) 9 b) 6 c) 3 d) e) 0

N|w

(E. Naval-RJ) Em que ponto da curva y2 = 2x3 a reta tangente é perpendicular & reta de
equacao 4x — 3y + 2 = 07

dEd) ow- oY
WE2)  ae-s

(E. Naval-RJ) Considere y = f(x) uma fungao real, de variavel real, derivavel até 2% ordem
e tal que f"(x) + f(x) = 0, Vx € R. Se g(x) = f'(x) sen x — f(x) cos x + cos? x, entdo:

a)gm=§%¥5+c c)gm=3%§5+c e) g(x) = sen x + cos2 x + C

b) g(x) = C mgm:mm—ﬁ%§+c
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QUESTOES DE VESTIBULARES

65. (Fuvest-SP) Seja f(x) = V1 — x2 arcsen x. Entdo, para todo x € |—1, 1[, f'(x) + 1Xf_(x))(2 é
igual a:
a) V1 — x2 b) arcsen x c) x d) 0 e) 1

3
66. (E. Naval-RJ) Seja f a funcao real, de variavel real, definida por f(x) = Vx3 — x2. Podemos
afirmar que:

a) f é derivavel Vx € R*.

b) f € crescente Vx € R,.

c) f é positiva Vx € R, e (1, f(1)) € ponto de inflexao.
)

d) areta 3y — 3x + 1 = 0 é uma assintota do grafico de f e (0, f(0)) € ponto de maximo
local.

e) f é derivavel Vx € R* —{1} e 3y — 3x — 1 = 0 é uma assintota do grafico de f.

(FGV-SP) Com relacao ao grafico da funcao f(x) mostrado abaixo, responda as questdes 67
e 68.

67. (FGV-SP) A afirmacao verdadeira é:

f(d) — f(c) . _ fle) — f(d) _ f(i) — f(d)
s ¢ f(a) - (0) = 0 &) T < ——g
b) f(b) < a d) c- f(b) <b - f(c)
68. (FGV-SP) A afirmacao verdadeira é:
' ' . f'(e) — f'(d)
a) f'(a) < f'(b) c) f(c) <0 d—F—g -0
b) f'(d) - f'(i) <O d) f'(i) > f'(0)

69. (FGV-RJ) Observe o gréafico da funcao f(x) abaixo e determine a afirmagao correta.

y a) f(x) € derivavel em x,.

/ b) f'(x) € negativa em Ix,; x|
c) f'(xg) >0

d) (x,) < '(x,)
e) f(x,) > f"(x,)

x¢-----
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70. (Fuvest-SP) Considere as fungoes f e g cujos graficos sao unides de segmentos de reta,
conforme as figuras abaixo:

y y

1
1
1
1
1
1
1
1
1
5

[ R )
S

of 1 5\ X 0 x

Sejam p(x) = f(g(x)) e q(x) = f(x) - g(x). Entao, p'(1) + q'(0) € igual a:

a) —11 c) -1 e) 11

b) —6 d) 4

. dy 1 . . ) L
71. (E. Naval-RJ) A equacao E 3 sen 5x cos 3x é dita uma equacao diferencial ordinaria
dy 43 . .
de 2% ordem. Quando x = O, o vale 78 e y vale 2. O volume do cilindro circular reto,

cujo raio da base mede 2¥2me cuja altura, em metros, € o valor de y quando x = 4,
vale, em metros, cubicos:

a) 42w + 1) c) 4w(4w + 2) e) 16m(2mw + 1)
b) 8mw(4m + 1) d) 16w(w + 1)

72. (E. Naval-RJ) Cada termo de uma sequéncia de nimeros reais é obtido pela expressao

1 1 . _ X P L
[F i 1) comn € N". Se f(x) = x arcsen (6) e S, € a soma dos n primeiros termos
da sequéncia dada, entao f'(%smj vale:
a)2\/§+fn’ C)\/§+21T e)\/§+1'r
6 18 3
b) 6V5 + 5 a0 43 + 3w
30 12

73. (Efomm-RJ) Sejam f e g duas fungdes reais e derivaveis tais que f'(x) = sen(cos \/Y) e
g(x) = f(x?), x € R’.. Pode-se afirmar que g'(x?) é igual a:
a) 2x sen(cos x?) ¢) 2x2 sen(cos x?) e) 2x2 sen(cos x)

b) 2x2 cos(cos x2) d) 2x cos(cos x)
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74. (FGV-SP) A funcao f(x) esta representada graficamente na figura abaixo. Para quais valo-
res reais de x, f(x) apresenta derivadas de primeira e de segunda ordem positivas?

A f----

g
'
1
)
a b
a)x<aoux>c c) x>c e)x<a

b)ya<x<c d) x<b

75. (FGV-SP) Sendo f(x) = e2* - In x e f'(x) a derivada da funcdo f(x), entdo:

a)f'(1) =3 - e? c)f'(1) =0 e)f'(1) =e 2
b) fl(1) =2 -2 d) f'(1) = e?
76. (Fuvest-SP) Seja f(x) = (x + e)** " 1. Entao, f'(0) vale:
1 e e 1
a)E b)E c)5+1 d) e e)e+§

sen(x +1),sex< -1
77. (Fuvest-SP) Seja f(x) = x ,se —1<x=1
ef—e+1,sex>1
Entao, € correto afirmar que f é:
a) continua em x = 1, mas nao derivavel nesse ponto.

b) derivavel em x = —1 e também em x = 1.

c) derivavel em x = 1 e descontinua em x = —1.

d) continua em x = —1, mas nao derivavel nesse ponto.
e) descontinua em x = —1 e também em x = 1.

Estudo de fungodes

(FCMSC-SP) [Texto para as questdes 78 a 79I:

Considere um mével deslocando-se sobre um segmento de reta, obedecendo a equacgao
hordria s = cos 2t (unidade Sl). Sabe-se da Fisica que a derivada de s em relacdo ao
tempo nos da a velocidade do mével em cada instante e que a derivada da velocidade V,
ainda em relacao ao tempo, nos da a aceleragao do mével para cada instante.

78. Um dos instantes para o qual a velocidade do mével vale V2 m/s é:

_ 5w _ 5w - -7
a)t= 83 b)t= 4s c) t 43 d) t 33 e) n.d.a.
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79. O grafico que melhor representa a aceleracdo o (m/s2) em funcédo do tempo (s) é:

a) « C) «
B NNV
b) "‘4 d)

A [1) AR
0 RN
o e Emu

7 I
) B

80. (FGV-SP) A fungao f(x) = x3 — 27x tem um ponto de maximo relativo para x igual a:
a) 1 c) —2 e) 2
b) —3 d) 3

81. (FGV-SP) Em qual intervalo abaixo a funcéo f(x) = %xi3 — 2x2 + 3x + 5 é decrescente?

a) 11; 3[ c) 13; 5[ e) 15 7[
b) 12; 4 d) 14; 6]

82. (U.F. Uberlandia-MG) A funcao real de variavel real definida pory = 2x3 + 9x2 — 24x + 6

é decrescente no intervalo:
a) 4<x<1 c) x>0 e) —1<x<4
b) x< —4 dx>1

83. (UF-PA) A funcdo y = x2(x — 3) € decrescente no intervalo:
a) [0, 2] d) ]—o0, 0] U [3, +oof
b) [0, 3] e) [3, +oof
c) 1=, 0] U [2, +oof
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84.

85.

86

87.

88.

89.

QUESTOES DE VESTIBULARES

(FGV-RJ) Considere a fungao f(x) = 20 + 3x — 5x2 + x3. Pode-se afirmar que:
1

a) x = 3 € ponto de maximo relativo de f(x).
b) x = %é ponto de minimo relativo de f(x).
c) x = 3 é ponto de maximo relativo de f(x).

d) x = %é abscissa de um ponto de inflexao de f(x).

e) A funcao f(x) admite dois pontos de maximo relativos.

(FGV-SP) A funcao f(x) = —x3 + 12x, de dominio real, é crescente para:
a)x=0 c)x=4 e)x<2
b) —2<sx<2 d -1sx<3
. (UC-MG) O valor de m, para que a equacdo x3 + mx — 1 = O tenha duas raizes reais
iguais, €é:
a) —V2 c) _% e) —Si
Va Va

o) L 8 -2

2 a
(FGV-SP) Sobre a funcao f(x) = ﬁ pode-se afirmar que:
a) (0, 1) é ponto de maximo. d) (1, 0) é o ponto de minimo.
b) (0, 1) é ponto de minimo. e) (1, 0) é ponto de maximo.

c) nao admite extremos.

(UF-PI) Seja f: R — {—2} — R a funcao definida pela lei de formagao f(x) = i
nale V (verdadeira) ou F (falsa) em cada afirmacao abaixo:

1) f € uma funcao decrescente.

2) f possui derivada positiva em todo seu dominio.

3) f é uma fungao sobrejetiva.

4) f possui concavidade voltada para baixo no intervalo ]—2, +o

(UF-PI) Seja f: R — R uma fungao derivavel. Analise as afirmagoes a seguir e assinale V
para as verdadeiras ou F para as falsas.

1) Se f'(x) = 0, para todo x € R, entdo f € uma fungdo constante.
2) Se f'(a) = 0, entao a € R € um ponto de maximo global de f.
3) f'(a) é o coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto (a, f(a)).

4) Sejam a, b € R, tais que a < b e f(a) = f(b), entao existe semprec € R,coma <c <b,
tal que f'(c) > 0.
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90.

91.

92,

93.

94.

(UF-Pl) Em relacdo a funcao f: R — R tal que f(x) = QL , analise as afirmativas abaixo
. . xc+ 1
e assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

1) A fungao f atinge seu valor maximo % parax = 1.

2) A funcao f é crescente no intervalo [—1, 1] e decrescente em cada um dos intervalos
(700! 71]1 [1! +oo)

3) O gréafico da funcdo g: R — R tal que g(x) = |f(x)| para todo x € R & simétrico em
relagado a reta de equacao x = 0.

4)Para0<y0<1

> a reta de equacao y =y, intersecta o grafico de f exatamente uma
vez.

(FGV-SP) Seja f'(x) a derivada da funcao f(x). Se f'(x) € uma fungao crescente em todo o
seu dominio e tal que f'(a) = O, entao:

a) fa) =0

b) f(a) <O

c) fla) >0

d) f(a) € um minimo de f(x).

e) f(a) € um maximo de f(x).

(UF-PI) Seja f: R — {0} —» R a funcao definida por f(x) = x + %

1) A derivada de f é maior do que zero no intervalo (—«, —1).
2) O grafico de f € cdncavo para baixo no intervalo (—, 0).
3) f é crescente no intervalo (—1, 0).

4) f é decrescente no intervalo (0, 1).

(Fuvest-SP) Considere o polindmio p(x) = x3 + ax2 + bx + ¢, em que a, b, ¢ sdo ndmeros
reais. Qual a alternativa verdadeira?

a) Se ¢ > 0, entao p(x) tera pelo menos uma raiz positiva.
b
c
d
e) Se a2 < 3b, entdo p(x) ndo sera sobrejetora.

p(x) sempre terd pelo menos um ponto critico.
p(x) sempre terd exatamente um ponto de inflexao.
Se a2 < 3b, entdo p(x) ndo sera injetora.

)
)
)
)

(FGV-SP) Sejam f e g fungdes reais de varidvel real tais que o limite de f, quando x tende
para X, existe e g € continua em x = x,. Se h(x) = f(x) - g(x) e p(x) = f(x) + g(x), € correto
afirmar que:

a) h é continua em x = x,. d) p ndo € derivavel em x = x,.
b) h no € continua em x = X,,. e) o limite de h quando x tende para x, existe.
Cc) p € continua em x = X,.

268 Fundamentos de Matematica Elementar | 8



QUESTOES DE VESTIBULARES

95. (E. Naval-RJ) Sejam f e g fungdes reais de variavel real definidas por
f(x) = 2 — arcsen (x2 + 2x) com I—g <x < 118 e g(x) = f(3x). Seja L a reta normal ao
grafico da fungdo g1 no ponto (2, g7%(2)), onde g~* representa a fungdo inversa da
fungao g. A reta L contém o ponto:

a) (—1,6) b) (—4, —1) c) (1,3) d) (1, —6) e) (2,1)

96. (FGV-SP) A figura abaixo representa o grafico da funcao real de variavel real f.
y

3

/

-1 0

1) f € crescente para x > 1.

2) A derivada de f é positiva para x < 1.
3) A derivada de f nao existe em x = 1.
4) A derivada de f é sempre negativa.

97. (Fuvest-SP) Qual das figuras melhor representa o grafico da fungdoy = -1 + Inx + %?

a) Y d v

N

x
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98.

99.

100.

101.

(Fuvest-SP) Assinale a alternativa verdadeira a respeito da fungao f(x) = x2 In x, para x > 0.
a) ftem dois pontos de extremo local.
b) ftem um ponto de maximo absoluto.

1
c) f é estritamente crescente em }O, e 2[.
d) lim f(x) = —oo.
x— 0"

e) ftem um ponto de inflexao no intervalo ]O, 1].

3
(U.E. Londrina-PR) A equacao horaria de um mével € y = %
relacdo ao solo, medida em metros, e t 0 ndmero de segundos transcorridos apds sua
partida. Sabe-se que a velocidade do mével no instante t = 3 s € dada por y'(3), ou seja,

€ a derivada de y calculada em 3. Essa velocidade € igual a:
a) 6 m/s b) 11 m/s c) 15 m/s d) 27 m/s e) 29 m/s

+ 2t, sendo y sua altura em

(UF-MG) A area de uma peca retangular € menor que 147 cm2. O comprimento e a lar-
gura dessa peca, em centimetros, sao ndmeros inteiros, sendo o comprimento 14 cm
maior que a largura. A area da peca, em cm2, € o maior inteiro possivel. Tal nimero nao
€ muiltiplo de:

a) 3 b) 4 c)5 d) 6 e 7

(Fuvest-SP) Deseja-se construir uma calha de 1 m de comprimento cuja se¢ao transver-
sal seja um trapézio regular, conforme a figura abaixo.

A inclinacao 6 dos lados do trapézio com relacao a vertical deve ser escolhida de manei-
ra que a calha comporte o maior volume possivel de agua.

8cm

Nessas condicdes, a capacidade da calha, em cm3, sera de:
a) 4800V2 c) 4800V5 e) 5000V5
b) 4800V3 d) 5000V3
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102. (Puccamp-SP) Considere a funcdo dada por y = 3t2 — 6t + 24, na qual y representa

103.

104.

8

a altura, em metros, de um moével, no instante t, em segundos. O ponto de minimo da

funcao corresponde ao instante em que:

a) a velocidade do mével € nula.

b) a velocidade assume valor maximo.

c) a aceleracao é nula.

d) a aceleracao assume valor maximo.
)

e) o mével se encontra no ponto mais distante da origem.

(Fuvest-SP) Em um laboratério, é realizado um experimento quimico no qual a massa m,
em gramas, de uma determinada substancia dentro de um recipiente varia com o tempo
t, em minutos, de acordo com a seguinte formula:

2 —-3t+3
mb=w—2t+s5

Qual é a razao entre a massa maxima e a massa minima da substancia no recipiente,
se o experimento dura 10 minutos?

a3 b) 2 c)% d) 3 e)%

(UnB-DF) Uma escada de 10 cm de comprimento apoia-se no chao e na parede, forman-
do o triangulo retdngulo AOB. Utilizando-se um sistema de coordenadas cartesianas, a
situagao pode ser representada como na figura abaixo:

y

B=1(0,y)

0 A=(x0) x

V102 — 32
Considerando que, em funcao de x, a area S do triangulo AOB é dada por S(x) = XJ'OTX

julgue os itens seguintes.

a) O dominio da fungao S é o intervalo [0, 10].
b
c

Existe um unico valor de x para o qual a érea S correspondente € igual a 24 cm?2.
Se S(x) = 24 e x >y, entao o ponto médio da escada tem coordenadas (4, 3).

)
)
)
)

d) Se B = (0, 9), entdo a area do triangulo AOB é a maior possivel.
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105. (U.F. Santa Maria-RS) A figura mostra um retangulo com dois lados nos eixos cartesianos
e um vértice na reta que passa pelos pontos A(O, 12) e B(8, 0).

y

A(0, 12)

0 \3(8. 0 x

As dimensoes x e y do retangulo, para que sua area seja maxima, devem ser, respecti-
vamente, iguais a:

a)4eb b)Se% c)be7 dy4e7 e)6e3

106. (FGV-SP) O valor de revenda de um equipamento, em reais, x anos depois de adquirido,
é dado pela funcdo: 1200 + (8000) - e~ 92%% | Sendo assim, o valor de sucata previsto
para o equipamento, depois de ser utilizado por longo periodo de tempo (x — =), sera:
a) R$ 1200,00 c) R$ 6800,00 e) R$ 9200,00

b) R$ 2000,00 d) R$ 8000,00

107. (FGV-SP) Considere um mercado em que o preco de venda de determinado produto é
constante e igual a R$ 24,00. Se o custo total de producéo de x centenas de unidades
por més é dado por C(x) = x3 — 3x2 + 15x, a producdo mensal que resulta em lucro

maximo é:
a) 300 unidades ¢) 100 unidades e) 340 unidades
b) 500 unidades d) 34 unidades

108. (FGV-SP) O gerente de uma fabrica fez um estudo da sua linha de produgao e descobriu
que um trabalhador médio, que inicia o trabalho as 7h30min, terd montado f(x) monito-
res, x horas apds o inicio do turno de produgao.

3
Se f(x) = —% + x2 + 2x; 0 < x < 6, 0 horario em que um trabalhador médio atingira o
maximo de produtividade sera:

a) 11h00min ¢) 10h00min e) 11h30min

b) 9hOOmin d) 13h30min

109. (Fuvest-SP) A massa P, medida em miligramas, de uma populacao de bactérias, em
uma cultura de laboratério, varia com o tempo t, em minutos, conforme a seguinte lei:

P'(t) = cP(t),
em que ¢ € uma constante real. Sabendo que a massa da populacao de bactérias dobra
apo6s o primeiro minuto, o valor numérico da constante c é:
1 3

a) 2 b) InE c)In2 d) e e) e2
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111.

112,

113.

114.

115.

QUESTOES DE VESTIBULARES

(FGV-SP) Uma caixa de base quadrada e volume igual a 128 m?3 deve ser construida com
0 menor custo total de material. Sabe-se que o custo, por metro quadrado, do material
do fundo e da tampa é o dobro do custo do material das paredes. Dessa forma, o lado
do quadrado, base da caixa, deve ser igual a:

a) 8m b) 2m c) 3,5m d) 4,5m e)4m

(FGV-SP) Considere que, em certa industria, o volume mensal de produgao de cada ope-
rario esteja relacionado com o tempo de trabalho, através da funcao P(x) = 96Vx sendo
X 0 nimero de horas trabalhadas e P(x) o nimero de unidades produzidas pelo operario
naquele més. A taxa segundo a qual a produgao mensal estara crescendo em x = 144,
isto €, na 1442 hora de trabalho do més, € igual a:

a) 8 unidades c) 12 unidades e) 16 unidades
b) 4 unidades d) 1152 unidades

(FGV-SP) O custo de armazenamento de um produto é proporcional a quantidade arma-
zenada por um periodo. Ja o custo de transporte de um lote € um valor fixo que deve ser
rateado pela quantidade transportada. Considerando o custo de armazenagem unitario
como C, e o custo de transporte de um lote como C,, o custo total de transporte e arma-

C
zenamento € CT(x) = C, - x + Tt , onde x é a quantidade transportada e armazenada.

Entao, a quantidade que minimiza o custo total é:

[c.—C c c?
a)x= |t—=2 c) x = =+ e) x = =t
2 C, C,

_ Ca _ Ct

b) x =3/ C, d) x = c,

(FGV-SP) Chamamos de fungao de utilidade aquela que relaciona a quantidade consu-
mida de certo produto com o grau de satisfagao que ele proporciona. Considere a funcao
de utilidade U(x) = 12 - x - e %2 em que x representa a quantidade de pizzas consumi-
das no més. Entdo, em um més, a quantidade de pizzas consumidas que maximizara a
satisfacao é:

a) 4 b) 5 c) 6 d) 7 e) 8

(FGV-SP) A demanda de um produto é dada peca funcé@o x(p) = 20 — 2p2, para 0 < p <V 10;
considere que atualmente o preco praticado € P, = 1,5. A elasticidade da demanda,

" Py [dx(Py) )
definida por e = — - |———|, nesse ponto é:
Xo dp
a) 1,10 b) 1,00 c) 0,85 d) 0,58 e) 0,24

(UF-PI) A populacao de uma espécie animal, cuja populacao inicial € de 80 elementos, é
estimada em t (t = 0) anos pela funcao f definida por

B 1200t
fit) = 80 + =5

Fundamentos de Matematica Elementar 273



QUESTOES DE VESTIBULARES

Analise as afirmativas a seguir e assinale V (verdadeiro) ou F (falso).

1) No primeiro ano, a populacao € menor do que em 49 anos.

2) A populagcao maxima ocorre em 7 anos.

3) Existira um ano em que a populagao sera menor que a populagao inicial.
4) A populagao nao ultrapassara 150 elementos.

116. (E. Naval-RJ) A taxa de depreciagao % de determinada maquina é inversamente propor-

cional ao quadrado de t + 1, onde V € o valor, em reais, da maquina t anos depois de ter
sido comprada. Se a maquina foi comprada por R$ 500000,00 e seu valor decresceu
R$ 100000,00 no primeiro ano, qual o valor estimado da maquina apés 4 anos?

a) R$ 350000,00 c) R$ 260000,00 e) R$ 140000,00
b) R$ 340000,00 d) R$ 250000,00

Nocodes de integral

117. (Fuvest-SP) Seja F a primitiva de f(x) = une satisfaz F(1) = 3. Entao, F(e) vale:

a) 42 — 1 c) 42 e) 42 +1

b) 4V2 — ES d) 42 + E3

2 2
148. (E. Naval-RJ) Sejam a e b constantes reais positivas, a # b. Se x € uma variavel real,
X — phX)2
entao J%dx é:
X X X X
a)(Ina—Inb)(%—%j—2x+c d)%—%—2x+c
a* b* 1 a* b*
b) (Inb—Ina)(on - axj—2x+c e) (Inb—lna)(bx - ax)—2x+c
1 a* b*
©) (Ina—lnb)(bX B axj_2X+c
LI P a—)
119. (E. Naval-RJ) O valor de | SXet XL — X 4 ¢ .
V(L = xM(1 + x3)

a) arccos x + arccotg x + ¢ d) arccos x + arctg x + ¢

b) arcsen x — arctg x + ¢ e) —arccos x + arctg x + ¢

c) —arcsen x — arccotg x + ¢

3 dx
120. (Fuvest-SP) O valor de JQ 6
1 V2x — X
K ay T K
a) E b) Z c) g d) 5 e)w
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122.

123.

124.

125.

126.

QUESTOES DE VESTIBULARES

6
(E. Naval-RJ) Seja y = y(x) uma funcao real que satisfaz a equacao 8y — (X XJ; 2)

. 3
xe[Ri_.Ovanrdejx2 /1+(%) dx é:

X6 Inlx x6

a) 7T *t¢ C—E—In|x|+c e) g - t¢
xt x2 x6 In x|
b) 8 + 2 +cC d) 12 > +c
(E. Naval-RJ) O valor de J.4 sen 2x cos? x dx é:
COS 2X | Cos 4x 3
a) > + 7 +c d) Ecos2x+c
2 2
b)—cos2x—M+c e)—cos2x—M+c
2 4
o) 4 cos3x
3

(E. Naval-RJ) Qual o valor de J.(cossec X - sec x)"2 dx?

1 1
a) 3—2(4x — sen 4x) + ¢ d) 1—6(4x —sen 4x) + ¢
py SE°X _ sendx o e) -1 (4x + sen 4x) + ¢
5 3 16
3 . 3
) w +c

(Fuvest-SP) O valor de J;)E 3(1 — sen x)(x + cos x)2 dx €:

1T3 "IT3 ’1T3 1T3 ’1T3
a)? 2 b)g 1 C)g d)?-l‘l e)?+2
\3
(Fuvest-SP) O valor de IO 6x arctg x dx é:
a) 2V3w c) V3w e) 4w — 3V3
b) 2w — V3 d) 3w — 2V3
2 2
(Fuvest-SP) O valor de Jl 2x3 e dx é:
a) 3e2 b) 3e3 c) 3et d) 4e2 e) 4e*
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2 sen x 5
127. (Fuvest-SP) Seja g(x) = J et dt. Entdo, g'(w) vale:
1

a) 2 b) 1 c) 0 d -1 e) -2

e2x
128. (E. Naval-RJ) O calculo de jw dx é igual a:

In |1 + e%| In |1 + %
a) 1 +c d) 12X +c
— 2x
b) 2 arctg e + ¢ e)%-kc
arctg e
c) 7 +c

129. (E. Naval-RJ) Sejam f(x) In (cos x)2, 0 < x < % e F(x) = J [(f‘(x))2 + sen? 2x] dx.

Se F(0) = %T — 5,entéao lim F(x) vale:

=
a) —2 b) —1 c) 0 d 1 e) 2

130. (Fuvest-SP) Seja A a area da regido delimitada pelos graficos das funcdes f(x) = kx2 e
g(x) = 1 — kx2, em que k > 0.

A
X
O valor de k para que A seja iguala 1 é
4 9 8
a) 3 b) 3 c) 1 d) 9 e) 2

131. (Fuvest-SP) Um sélido, que tem aspecto de uma forma de pudim, é obtido por rotagao
em torno do eixo Ox da regiao compreendida entre as retas x = 0, x =1,y =x + 3 e
y = —x + 2. Qual é o volume do sélido?

a) 8m b) 10w c) 12w d) 14w e) 16w
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132. (Fuvest-SP) Na figura abaixo, estao representados a reta vertical x = %, a reta horizontal

y = L e o grafico da fungao f(x) = cos x, com x € [O, %}

RN

NJE]

O valor de L para que as areas das regioes A e B, indicadas na figura, sejam iguais €é:

1 b) < 0) = 0 2 &) =

) o p o -
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de vestibulares
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53.
54.
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Significado das siglas de vestibulares

Cefet-MG — Centro Federal de Educagao Tecnolégica de Minas Gerais
Efomm-RJ — Escola de Formacao de Oficiais da Marinha Mercante, Rio de Janeiro
E. Naval-RJ — Escola Naval do Rio de Janeiro

FCMSC-SP — Faculdade de Ciéncias Médicas da Santa Casa de Sao Paulo
FGV-RJ — Fundacao Getulio Vargas, Rio de Janeiro

FGV-SP — Fundacao Getdlio Vargas, Sao Paulo

Fuvest-SP — Fundacao para o Vestibular da Universidade de Sao Paulo
Puccamp-SP — Pontificia Universidade Catélica de Campinas, Sao Paulo
UC-MG — Universidade Catélica de Minas Gerais

U.E. Londrina-PR — Universidade Estadual de Londrina, Parana

U.E. Ponta Grossa-PR — Universidade Estadual de Ponta Grossa, Parana

UF-AM — Universidade Federal do Amazonas

U.F. Juiz de Fora-MG — Universidade Federal de Juiz de Fora, Minas Gerais
UF-MG — Universidade Federal de Minas Gerais

UF-PA — Universidade Federal do Para

UF-PI — Universidade Federal do Piauf

UF-PR — Universidade Federal do Parana

U.F. Santa Maria-RS — Universidade Federal de Santa Maria, Rio Grande do Sul
U.F. Uberlandia-MG — Universidade Federal de Uberlandia, Minas Gerais
UnB-DF — Universidade de Brasilia, Distrito Federal
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FUNDAMENTOS DE MATEMATICA ELEMENTAR
é uma colecdo consagrada ao longo dos
anos por oferecer ao estudante o mais
completo contetdo de Matemdtica
elementar. Os volumes estdo organizados
da seguinte forma:

complexos, polinémios,
equagoes

A colecdo atende a alunos do ensino
médio que procuram uma formacdo

mais aprofundada, estudantes em fase
pré-vestibular e também universitarios que
necessitam rever a Matemdtica elementar.

a9
P Dtual

Os volumes contém teoria e
exercicios de aplicagdo, além
de uma segdio de questdes de
vestibulares, acompanhadas de
respostas. Ha ainda uma série
de artigos sobre histéria da
Matemdtica relacionados aos
temas abordados.

Na presente edicdo, a secdo
de questdes de vestibulares foi

atualizada, apresentando novos
testes e questdes dissertativas
selecionados a partir dos
melhores vestibulares do pais.
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